ALAIN ESCASSUT
Ordre de transcendance sur Q,

Groupe de travail d’analyse ultramétrique, tome 7-8 (1979-1981), exp. n°4, p. 1-13
<http://www.numdam.org/item?id=GAU_1979-1981__7-8 A2 0>

© Groupe de travail d’analyse ultramétrique
(Secrétariat mathématique, Paris), 1979-1981, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Groupe de travail d’analyse ultramétrique » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=GAU_1979-1981__7-8__A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Groupe d'étude d'Analyse ultramétrique 4~01
(7. AMICE, G. CTRISTOL, P. ROBBA)
7e année, 1979/80, n°® 4, 13 p. 17 décembre 1579

ORDRE DE TiANSCENDANCE SUR %

%
par Alain ESCASSUT ( )

[Université de Bordeaux]

Introductions - Soit p un entier premier.

On se propose d'étudier dans C_ une notion d'ordre de transcendance sur Q

qui rappelle un peu la notion de type de transcendance sur Q.

Soit |.| 1la valeur absolue de -Ep , soit log la fonction logarithme de base
p, et soit v la valuastion de Ep , définie par v(x) = - log |x| « Soit .}

la valeur absolue canocnique de 9—p [X] , définie par

4 iy _
u%’:O ai X = maxo‘{isg '&i’ .
Ici nous dirons qu'un nombre x € C_, transcendant sur -gp s est d'ordre o
(@weR, @>1) s'il existe une constente C_e }? telle que l'on ait, pour
tout polynfme P(X) e _%){X] ,

v(P(x)) < - log ||F| + Cx(deg P .

Nous démentrerons (théoréme L) que cette notion d'ordre Lo est stable par ex-
tension algébrique, c'est-a-dire que si x est d'ordre <o sur gp s et 81 ¥y
est transcendant sur —glp et algebrique sur ij(x) , alors y est également d'or—

dre <« »

by

Enfin nous verrons, gréce & un exemple, que, pour tout o > 1, il existe des
nombres traascendants sur y d'ordre g« « On remarquera par ailleurs que si

x est d'ordre g« , alors Q(x) admet un type de transcendance Lo .

1. Fonction de transcendance.

Seit x e Qp , transcendant sur 933 « Nous appellerons fonction de transcendance

du_corps _gp(x) , associde & x , la fonction dg , définie par
dg(P/Q) = 1 + max(deg P, deg Q) .

ot P/G est irréductible dans gp(x) .

Seit y , transcendant sur gp , et algébrique de degré gq sur Qp(x) « Nous

appellerons fonction de transcendance du corps () ([y associée & (x, y)
u ’ ’ )

(") Texte regu le 17 mars 1980.
Alain ESCASSUT, M-11 G' Résidence Compostelle, 33600 FES34C.
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la fonction dg définie de la fagon suivante. Pour tout h e _@_p(x)[y] , h peut

s'¢erire de le fagon unique, & une constante multiplicative prés, sous la forme
.q...]_ i 3
2io 3 (®y/Dx)
tclle que D(x) soit premier avec le p. g. ce de de {ao g vee aqu} . Alors
s0it

dg(h) = L + max((deg(ao) s ses 4 deg(aq_l) , deg D) .

Les propriétés opératoires de la fenction dg sont classiques, et analozues a
celles de la taille définie sur une extension transcendante de Q ([6]), lemne

4,2.5). Le lemme 1 rappelle les principsles de ces propriétés.

LEME 1. - Seit X une extension transcendante de 'gp de la forme QP(X)[Y] P

ol y est transcendant sur ; et soit dg la fonction de transcendance asso-

-

ciée a (x, y) « Alors il existe une constante Ce R telle que, pour tous

om0

h , eee , b € K, on sit
ST .
db(hl + see + hm) s C Li’.‘.l dg(hi) et dg(hl X eoeeo X hm) s C zj:]‘ dg(hi) ’

telile gue, pour tous a; , eee 5 ¥ € gp[x » v1, on adt

dg(a/l s am) < max,

1\<m(dg H ai) 4

et eanfin telle que, pour tout « €& x,y] et B€Q[x on ait
2 4 ’ & ) —

ag(3) < ¢ mx(dele) , as(3) -

LEi® 2. = Soit x  transcendant sur ; soit K= Qp(x)[u] une extension al-

e - g —-—

géhirique de P_p(x) , soit ye K, et soit v elgébrigue sur gp(y) tel que

X = Qp(;r)[v] . Soit dg, (resp. dgz) la fonction de transcendance de K asso-

cide au couple (x, w) (resp. (y, v)) « Alors il existe une constante B tells

gue

dg,(h) < B dg(h) et dgz(h) <B dgl(h) , VhekK.
£rt3uVe. - Montrons d'zbord l'existence d'une constante B' telle que

(1) dg, (B(y)) < B' dgy(R(y)) , ¥ Pe Z[X].

D'eprés le lemme 1, il existe une constante C telle que dg; (v <Cn dgl(y) .

Alors soit

P(y) = 2T O e )

d'aprés le lemme 1, on a dgl(P(Y)) < C ma'Xj<r dg(ya) , d'ol

dag, (F(y)) g r ¢? dg, (y) ,
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ce qui établit la relation (1) en prenant B' = ¢? dgl(y) .

B" telle que la fonction

Nous allons en déduire l'existence d'une constante

dg, vérifie
2
dg,(h) < B" dg,(1) , ¥ he K.

vg=1 i
2 b.(y) v 3 alors
i=0 1(y) 5 ”

En offet, h s'éerit Z‘;’é (b, ()/D(¥)) v, soit h'

Or, d'epros (1), on weit que
(2) a8, (D(y) < B dg,(0(y)) .
D'autre part, dgl(h') < ¢ max((dg1 bi(y)) + i dgl(v)) , et d'aprés (1), »n a
dnne
dg. (h') < B! ¢? max dg., (b, (y)) + 02(3 - 1) dg, (v) .
RN Ogigs-1 %62'% g
ilors, come dgz(bi(y)) >1, Vi, il existe trivislement U> O telle que

1
dg, (') < U mAXG i o1 dg, (b, (¥))

et par suite, grace & (2), il existe B" > 0 tel que

dgl(h),s Bn dgz(h) .

De mBme, on montrerait évidemment 1l'existence de B"' > 0 telle que
dgz(h),s B! dgl(h) , ¥hs K,

ce qui achéve de prouver le lemme 2.
. I .
s Soit u e.gp s algébrique sur

. Soit dg (resp. dgz) la

COROLLAIRE. - Soit x = Ep transcendant sur

s et s0it ye 5%(x)[u] , transcendant sur
foncticn de transcendance de 5%(x)[u] associée 3 (x, u) (resp. de E%(y) 4580-

v )e Alors il existe B e‘§f tel que

clée &

e s ———

dgl(h) <B dgz(h) et dgz(h) < B dgl(h) pour tout h e g_p(y) .

LEIHE 3¢ - Soit x  trainscendant sur E% , 80it u algébrique sur Qp(x) , et

soit ye ~_(x)[u] » 30it dg la fonction de transcendance associée au couple
E telle que, pour tout

ad

(x, y) dans q (x)[u] ..Alors, il existe une constente
he g%(x)[u] s la norme +(h) de h sur g%(x) vérifie

E dg(h) > dg(y(n)) .

. -1 i \ "y
Breuve., - Soit h:Zg___O (ai(x)/D(x)) U, ob g est le degré de u sur Q_p(x\; .

Seient wu, = Uy Uy oy eeey uq des conjugués de u sur ‘@p(x) . Alors



4
(1) =ﬂ3}:l (Zg_:é (ai(x)/D(x)) u';f) .

(n veit que v(h) est de la forme Z?FI (Az(x)/D(x)q) v, , ou chague Aja ‘est

une soame de produits de q factours de la forme a; et ot les v, sent lsc

fonctions symétriques de U, , ees 5, U_ o Les VZ appartiennent donc a Q (x) .

on voit que dg v(h) < C(V + max((dg Ajz) g ? © deg D)).
A%

[CT N

301t V = mex

\

Or, les Az étant des scmmes de produits de q facteurs de la forme a; , on
vait que si 1'on pose 4 = mex(dg ai) , on a deg A£ $ Gh , ot finalement
dz(v(n)) < q dg(h) + CV .

Par suite il existe une constante E 2 max(q , CV) telle que

dg(v(h)) < B dg(h) , ¥ h egp(x)[u] .

2 Mlitres circulaires.
B i i i i el e N e

Hotevions et définitionse. - Soit a e Cp , et seit r > 0 . On notera désormeis

a(s , r) le disque circonférencié de centre a , de diametre r

{\e Cp 5 [In=-a] gr} et Cla, r) ={re Cp 5 |n-2a =1} .

s o+
Snient r r.e & telsque O<r <r

~ 1

1?
gamble {\ e Cp 5 < la =2 < rz} *

On définit de la fagon suivante la notion de filtre circulaire ([2],[4]).

« On nntera T(a, r r2) 1'en~

hel

R

3 o o "
Pour toute suite strictement décroissente & , de disques Dn , on note & la

femille des couronnes T'(a , r r2) (a e Ny Dy » Ty < lim (ﬂlam(Dn) < r2) ,

et 1'on appelle filtre circulaire un filtre § “engendré par une fanille de la
"

forme ¢ U & »

Le disque T D est noté a(5) , et tout point de A(S) est appelé centre

el “n

Le norbre lim diam(Dn) est appeléd diamétre de 5 .

Or appelle filtre circulaire large un filtre circulaire de diamétre non nul.

on sait ([2],[4]) que tout filtre circulaire large ¢ définit une valeur abso-
lue o sur C | X ar
5 Stxl b
F) = 1lim P()
cps() Sl()|:
et que 1l'application & --3 ¢_ est une bijection de 1'ensemble des filtres circu:-
S

—]

laires lorges de C_ sur l'ensemble des valeurs absoluss de Cp[X] o Pour toute

valeur absolue  de Cp[X] , on appelle filtre circulsire associé le filtre cin-

culaire 5 tel que ¢ =¢@ .
o
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50it a e Cp , et soit € R; soit § le filtre circulaire de centre a et

de cisnétre p™H o On notera
va(P y W = limﬁ v(P(}))
st en perticulier si &= 0, on notera v(P s .U«) = VO(P ’ p,) .
Alors, on sait que - log ||P| = v(P, 0) ([1],[2]). D'autre part, on retient
des résultats classiques ([1],[2]) le lemme 4 qui sera utile par la suite.
ILE“:‘_AJ 40

(1) Scient a et be( , et soit u < v(a=-b) . Alors, pour tout P EEP[X] ,

on va(P y oW = Vb(P s 1) e

(i1) Soisnt py Z uy; soit a =G , et soit Qe [X] . Seit -Sl(resp. a,)
le nowbre des zéros de Q dans d(a, p “1) (respe dans d(a, p <) . Alors

va(Q , “1) - Va(Q , “2) € [qz(pl - ”‘2) , ql(ul - ”2)] .

LEMES 5. = Soit 5 un filtre circulaire de Ep de diam2tre R . Alors, pour

tout polyndme P(x) e _Qp[ X], on a

lim_ | P(A)| = || Pl rdcer

&

Preuve, - Soit w la valuation deéfinie sur G (2] par w(P) = - Lim_ v(P(3)) .
Scit p == log R Soit & =

(Dn)neN une suite de disques strictement décroise

sente telle que § soit engendré par & U 5 . Il existe un nombre I e E+ unique
tel que % soit sécant & C(0 R M) : Si © est centré de § , alors ¥ =R, =t
ginnn ¥ est la distance de O aux disques Dn quand n est assez grand. Soit

W=~ lng . D'aprés le lemme 4 (ii), on a
(3) v(P, u) <~ log |Bl + udeg P, ¥ Pe _gp[X] .

Nous allons évaluer maintenent v(P, p) - w(P) .

Surposons d'abord A(5) # 8, et soit ae A(5) . Alors on a

(4) w(P) = limv()\—a).jp Vl P(}\)l .
Mais
(5) limv()\-a);’p v|P(\) | = va(P s D) e

Or, d'sprés le lemme 4 (ii), on a
() v (P, p) € vy (Py w) + (o= u) dog P

I’ais par hyprthése, & est sécant au cercle C(© , ) @e sorte que v{a) > .

o TN I ool - T A . ) _ a . AV e
el wer suite, d'aprés le lemme 4 (1), va(P y W = v(P, p) , de sorte que, d'a rcs



(2), (3), (4), on obtiznt

w(P) = vw(P, u) <(p=y) deg P,
ot, srice & (3), on voit que
w(P) < - log [Pl + p deg P .

Suppasons maintenant A(S) = § . Pour tout n , 11 existe un filtre circulaire

vioque % tel que A(% ) = D . Chacun de ces filtres §_  définit une valu=tion
n n n n

v de Ep[K] (par wn(P) = lim, v(P(A))) , et on seit que la suite W, converge

{pour la convergence simple) vers w  ([R],[4],[5]). Alors on voit que, pour tout
P(X) e ’Qp[X] , on a

Wn(P) < - Log ||H) - log(die,m(Sn)) deg P,
et comme diam 5, = dism D, on voit qu'ad la limite on a
w(P) < - log ||B} - log(dia;m(@n)) deg P,

ce qui achéve la démrnstration du lemme 5.

3. Semi-normes multiplicatives de _gp—algébre.

3nit K un corps muni d'une valeur absolue

, et soit A une K-algébre

comutative uniteire.

Rappclons que 1'on note Mult(A) 1'ensemble des semi-normes multiplicatives de

K~algébres de A, c'est-a-dire des semi-normes de K-espace vectoriel telles que

CP(XY) = CD(X) Q?(Y) » Vx,yeh [5].

On note Multm(é‘;) 1'ensemble des éléments o de Iult(A) dont le noyau, c'cst-
4-dire 1'idéal premier des x e A tels que op(x) = G, est un idéal maximal, ot
on note I»’iulta(A) 1'ensemble des éléments de A dont le noyau est un idéal maxi-

mal de codimension. finie,

LEME 6. - Soit A une gp—algébre commutetive unitaire, et soit o e I‘iulta(.[&_) »
Alors il existe un homomorphisme de E)p—algébre © de A dens Ep tel que

e ——

o(x) = |e(x)] , Vxek.

Preuve. - Soit T = Ker ¢ ; le corps K= A/ est une extension :lgébrique fini:

dae Qp que l'on peut plonger dans gp par un homomorphisme A et 2i 1'on nmote v -a
surjecticn cannnique de A sur K 1l'homomorphisme O= 2 o X envoie A dans

Cp o £lors K est muni de la veleur absolue { dinduite par celle de C

] ~]

i) =A@, Vyek,
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et, d'spris le lemme de Krasner [1], nous savons que c'est la seule valeur absolue
de ¥ prolongeant ceile de _9:p . Or o permet de définir sur K une valeur ebso-
lue ' qui prolonge celle de —Qp en posant ¢'(;(x)) = o(x) (xe 4)

suite, ' =4 , et l'on a oien

o(x) = |o(x)] , Vvxeh.

Snit . la veleur absclue archimédienne de R .
Reppelons que, pour tout polyndme P(X , ¥) = Zi 5 85 Xt v eppertenant &
b
ZX, ¥j, on note
oy _ - vy (P
(P) = maxi’j Iaijl et t(P) = max(degX(P) + 1, d.ng(P) + 1, loz H(P)) .

ARTR 7. - Pour t’»ut $ e Mult X,Y il existe une suite ¢ de
) b T o

i?iulteL ’:_p[X s Y] teile que § = limmwén s pour la topologie de la convergence

simple.

N

Preuve. - Cc résultat est un raffinement (facile & établir lorsque le corps de

base ost Qp ) ([5], chepitre III, proposition 1), montrent ici que

T:iu;Ltm Q[X, Y] est dense dans Mult “Q‘P[X s Y] « En effet, on sait que

It QP(_A , Y] = Mult_ -Q-p[‘{ , Y] (puisque les idéaux maximaux d'un annesu

K[Z, ¥], o K est un corps, sont de codimension finie). Ainsi Mult g_p[x , Y
¢tent dense dans 1ult Qp[X Y] , pour tout entier n € N, 1l existe

v, € Hult QP[X Y] tel que, pour tout polyndme F(X , Y) e X, Y] vérifiont
(r) <n, on uit

q;n(F) - y(F) <'l'r'1 .

o]

Vérifinns que la suite y, converge bien vers | . En effet, soit X, ¥) ap-
partenant gp[X y Y], il existe p e 2 tel que pG € gp[x , Y] « Pour teut en-
tier n, il existe évidemment F(X , Y) e Z[X, Y] tel que t(F) <n et tel que
|F - o6l < /5"« Comme by € Mult_ 9—‘9[)“ » Y1, ¢, est éviderment continuc
de gp[X , Y7 et, d'aprés les
résultsts classicues sur les semi-normes multiplicatives ([4],{5]), on sazit que
i, (P) < |F] pour teut Pe _gp[X , Y] + Donc ici, \;n(F - pG) < /5% et
\\r - p0) < 1/ . Mors, = fortiori, on voit que

(¢'apris le lemme 6) pour la norme canonique

n
[4(F) = (0| < 1/p" et |y, (B) - 4 (6O <1/p ,
et oi. en déduit que

[6(56) = ¢, (o®) | < 14(o0) = (@] + W(E) = (] + [y, (B =y (D] < 3"

4//\
l

Fin icment,

1500) = 0@, = l5r (8 = v (G|, = Z3 14(60) = 4,60,

NS
’U



ce qui prouve que lim (G) = ¢(G) , et le lemme 7 est donc démentré.

4, \/'vulours abgrlues d’ d'extensions transcendasntes de —gp

s—,l

LB

lp . Alors i1l existe un filtre circulaire % de Qp tel que

o(h) = lin |[n(M)} , ¥ he Q,(®)

De plus, si & converge vers un point «e Cp , alors « oot tracscendmnt
0
~p

Preuves = Soit Qp une cldture algébrique de -9‘p . [lors Q (X) adimet une

o s

lzur abscluc & qui prolenge o » Supposons d'sbord que Qp b’“lt dense dens

Cpemi, O

E 3e ~ Soit une valeur abscius ¢ du corps Qp(&) qui prolenge cclle ue

SLLP

V=

(X) pour la topologie de & . Alors, dens ce cas, il existe un homnmorphisme

continu de Qp(K) dans 9-p s on veit que X sapparait comme un élément « de O©

¢t par suite, on a

o(h) = |h@)]| , Vv her(X) .

@a perticulier, on voit que le filtre des voisinages de « cest bien le filtre 5

enrioncé, « ébant transcendant sur Q‘p par hypothese.

"
Supposons meintenant que O ne soit pas dense dans Qp(X) , et soit Qp le
" . "
compléts de Qp peur $ » On voit que Q _(X) est muni d'une valeur abs~lue o
ui rrolonge naturellement ¢ et comme Q_ est isométriquement isomcrpihe a Cn 5

% apparsit comme une valeur absolue sur Ep (X) « Alors on sait ([2],[4]) que

est définie par un filtre circulaire large § tel que
(n) = Lin_ |n()|, ¥ he 2,00,

c¢s qui achéve la déacnstration.

TEITE 9e - Soit x  trenscendant sur —g—p . Soit y ‘transcendant sur QP , Mmais

alsébrique sur Qp(}:) , et soit ¢ une valeur absolue définie sur Qp(x)[y]

by

_1_:_@11@

uve le filtre circuleire, associé & sa vestriction & Q (x) , soit large. Alors le

~P

filtre circulaire associé & la restriction de ¢ 2 Qp(y) est lerge.

e ey a—

Preuve. = Soit ¥ le filtre circulaire lerge associé & la restriction de ¢ a

%P(x) , eb soit § le filtre circulaire associé & la restriction de ¢ a Qp(y .

Surmosons que  § converge vers un point o € Ep » OCn o donc
o(a(y)) = [hl)] , ¥ he QX .
Soit ¢ la semi-norme multiplicative de _@p[x , Y], définie par
4(F(x, V) =o(F(x, y)) , ¥ Flx, ¥) e~Qp[X , Y1 .

Alors d'sprés le lemme 7, il existe une suitec én € Mu.].ta Qp[x , Y] telle que



4=0y
lim 23 =1 .
=™
Or, d'aprés le lemme 6, un élément § de Mult ép[x , Y] est associé & un homo-

morpiisme unique y  de [x, Y] dans G ar
A ) 2p 1Y

3(F(x, ¥)) =

w(Fx, D) = |Flx(x) , x(D)] , ¥ Flx, ¥) e gp[x , Y],

Alors, pour tout ne N, soit Xp 1'homomorghisme de [x, Y] dans Ep tel

que &y = |xgb o Soit A =x (x) , et soit pu =4 (¥) . On a donc
8, (F(x, 1)) = FO, » u) (W FeQlx, YD),

. . . _ ] _ - i -
et par suite on voit que llmr—m“‘n =& o Alors la suite “‘n de L.ulua _@p[x s Y1 ¢

e

définie par -'gn(F(x , 1)) = F()\n s &) , converge, elle sussi vers ¢ .

Aemarquons d'autre part que, puisque la restriction de § a Qp(x) est esso-
ciée & un filtre circulaire large, la suite }‘n est plus fine qu'un filtre circu~

laire large 1 .

Soit M¥(x, ¥) € Q (x){Y] 1le polyndme minimal de y sur (x) + On voit que
’ 5 - 4

limn_m¢n(b{(x » ¥)) = 0 (puisque trivialement ¢(M(x, Y)) = 0) et par suite on =

llmrmM()\n , @) =0,

Alors le fraction h(X) = M(X , «) € EP(X) , qui vérifie li'mn_%oh()\n) = 0, satis-
fuit également ling |h(A)| = 0, et come % est large, et définit sur gp(x)
une valeur ebsolue, il en résulte que h = 0, ce qui entraine que & est algé-

brique sur Q‘p s et c'est en contradiction avec le lemme 2.

Ainsi on veit que § est large.

5. Eléments d'ordre <o
SRS SR

Soit x eg_p s transcendant sur Qip « Nous dirons que x est d'ordre <o s'il
existe une constante G EE+ telle que, pour teut polyndme P(X) € P:p[X] , on

ait
v(P(x)) < - log [P} + Cx(deg p)% .

Remarque 1. - 8i « <1, il n'existe aucun élément d'ordre <o ; il suffit de

-

considérer la suite X° pour le constater.

Remarcue 2. - Un nombre x e C_ est d'ordre Lo si, et seulement si, la re-

lation v(P)(x) < Cx(deg P)* est vraie pour tous les polyndmes P vérifiant

Remarque 3. - Si x est d'ordre <a , alors tout polyndme P(X) e Z[X] véri-

fie

v(P(x)) < - log ||B| + Cx(deg P)¥ .
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or !|F| > 1/H(P) , et par suite (en choisissant C > 1 ) on voit que

vP(x) < Cx t(P)¥ s

ce qui montre que Q(x) a un type de transcendance sur Q inférieur ou égal & «

SN
TUEGREME 1. - Soit x e C_ , transcendant sur ~Qp s et soit ye Ep s branscen-

. T a2 . o 1 a Q
dant sur —Qip mais slgébrique sur gp(x) . Alors, si x est d'ordre <& sur Ep

s - T ran

vy est également d'ordre <o sur .

o— o o~

——

Preuve., - Soit K = %}(x)[y] , et soit dg (resp. dgz) la fonction de trans-

cendance de K (resp. de gp(y) ) associde d (x, y) (resp. & y) e

Soit D e’@p[x] un dénominateur de y sur gp[x] , tel que [|D}} =1 . Alors
il est clair que, pour tout i =2, ... , 0, et pour tout polyndme F(X) € Q (X)
pdeel F(yi) est entier algébrique sur *Q*P [x] + On voit donc que prdeer v(F(7))
est de la forme R(x) e gp[x] et alors, comme x est d'ordre ga , par défini-

tion on a
v(R(x)) < - log R + G (deg &) .

Seit w une valustion de K associde a une valeur abs~lue qui prolonge la va-

leur absolue canonique de _gp(x) . Cn a donc

. . o

(7) v(R(x)) g w(R(z)) + C_(dg, R(x))” .
Soit t = dg,(D) , et soit a= - inf(v(x) , 0) + Il est clair que v(D) > - at .
Scit b= meXy o ...,n(_ inf v(yi) , 0)); on voit que v(F(yi)) >~ bdeg F et

par suite, on obtient
v(D(x)*%°8 (F(y))) > v(F(y)) - (n - 1) b deg F - ant deg F ,
et donc a fortiori
w(0"°8 ((7(5))) 2 v(F(zy)) - n(ta+ b) deg F,

de sorte que, d'apres (7), on obtient la relation
(9 w(F(;) < nlat + ) + WD) ET (F(3))) + c (dg (D0 y(F(;))) .

Considérons d'abord dgl(D(x)ndegF v(F(y))) &

D'aprés le lemme 2, pour tout polyndme F(y) e gp[I] , on a
(%) ag, (PU°8F ((F(y))) < ag, (0°9%8F) + dg, (+v(F())) ,

et

degF
£5 )

dg, (o™ = nt deg F = nt dgz(F(y)) .

D'sutre part, d'aprés le lemme 3, on sait qu'il existe A€ }f tel que



. .
Loy L

dg, (v(F(y))) < 4 dag,(F(y)) , ¥V Fe gp[Y] ,

et d'autre pert, gréce au corollaire du lemme 2, on sait qu'il existe B e }f tel
cue

dgl F(y) < B dgz(F(fJ’)) y VFe EP[Y] ’
d'ou finalement la relation ($) nous donne

ag, (D" ¥ ((¥(y))) < (nt + £8) ag, F(z) ,

clest -“—~dire

(10) de, (D(x) "8 y(F(y))) < (nt + 15) (deg(F) + 1) -
Considérons maintenant w(D(x)mlegF v(F(y))) 5 puisque ||Dj = 1, on voit que
(11) (D) 8T (5(5))) = wly(F(5))) .

Laintenant, comme la valeur absolue cauonique |[.f| de est définie per le

-

filtre circuleire ¢ de centre 0, de rayon 1 , on seit, gréce au leame 9, qu'il
exicte un filtre circulaire large & , de diamdtre T, » tel que, pour tout

Fenlv], onait
w(F(y)) = Un v(F(y)) ,
et par suite, d'aprés le lemme 5, on a
w(F(y)) < - log F + T, deg F,

de méme, pour chaque conjugué A (2<ign) de y sur Qp(x) , il existe
T; > 0 tel que w(F(yi)) < - log ||F|| + I, deg F, d'oh une constante T > C telle

que
w(y(F(y))) < - n log ||Fj + T deg F ,

et donc, gréce & (11), que tout palyndme F e Qp[‘f] vérifiant ||Fl = 1 satisfait

la relation
w(D(x)"8F y(F(y))) < T deg T .
Alsrs d'aprés (9) et (10), on voit qu'on obtient la relation (12), vraie pour
tout polynfme F - Qp[lj tel que |iF|l=1.
(12) v(#(7)) < n((at + b) + T)(deg(F) + 1) + C (nt + AB)¥ (deg(F) + 1)¥ ,
et comre o =21, on voit que (12) donne a fortiori
v(F(y)) < Cy(deg Y,
en pnsant

C,=2n(at + b+ 1) + C (nt + AB)*],

D4
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pour tout polyndme F(Y) tel que [[F! =1 et deg F> 1, et comme le cas
dsg F = 0 est trivial, cette relastion est vraie quel que scit deg F, ce qui
cciove la démonstration du théoréme 1 grace & la remerque 1 qui précéde le théo-

1

el '6)
DUTe L

Le tiéoréme 1 permet de définir la notion d'ordre de transcendance <o pour
p g

une extension de Ep de degré de transcendance égal & 1 .

¥aus dir-ns qu'une extension transcendante K de Qip de degré de transcendsnce

1 sur _’\),p a un ordre <o si ses éléments transcendants sur Qp ont un ordre

le transcendance \<cz o

COACLLAIRE. - Une extension transcendante E de Qp de degré de transcendance

1 sur 33; est d'ordre <o si, et seulement si, 1l'un au m("ll’lS de ses éliments

agt d'ordre <o

6. BExictence d'éléments d'ordre <«
DALeULCHCE G ereielins 3 IR

Fous avons remarqué que si « <1 , il n'existe aucun élément d'ordre g« .« Nous

allons montrer que, par contre, si « > 1 , il existe des éléments d'nrdre <o .

THEGREME 2. - Pour tout o > 1 , il existe des nombres de Cp transcendants sur

8] 3t 3 16
SN aorare <o .

Preuve. - En pratique, on va établir la proprsition suivante.

o 1 aww - _~ -

FROPCSIZION, - Soit e > 0, soit r, = un/'ct.n une suite de Q, ¢t stit o wne

suite de C_ teolles que :
Rt e

S

(1) r == quand h =3 ® ,

€
(i1) r,<n,

U
cxs . ‘s n
(1i4) & est une racine v -ieme de p

(iv) Pour tout ne N, pour tout m=1, «.. , n, Br n'egppartient pas au

groupe de valuation du corps x, ; = =Qla; 5 eee y 8 _g)

Alors x = Z;—l & est transcendant sur Q‘p et d'ordx;g <l+e.

En effet, dans [3], nous avons montré que Q(x) a un type de traonscendence

<l + ¢ o lais en fait, pour éteblir ce résultat, on a montré plus précisement que
l+e

x vérifie v(P(x)) < (deg P) y P(x) e 4X] tel que {P}{ = 1 , pour tout poly-

!
i
ndme, donc aussi bien pour tout P(X) e “Z—P[X] tel que {|H| = 1, ce qui prouve

bien que x est d'ordre <1+ e &

Remarque. - La question de sevoir s'il existe des éléments d'ordre < 1 reste

X

~uvertes
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