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ORDRE DE TRANSCENDANCE SUR Qp$$
Alain ESCASSUT (*)

[Université de Bordeaux]

Groupe dl étude dl Analyse ultramétrique
(Y. AMI CE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
7e année, 1979/80, n° 4, 13 p. 17 décembre 1979

Introduction. - Soit p un entier premier.

On se propose d’étudier dans C une notion d’ordre de transcendance sur Q~ ~ 
,,,p .201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 ~p

qui rappelle un peu la notion de type de transcendance sur Q.

Soit ). ) la valeur absolue de Cp, soit la fonction logarithme de base

p . et soit v la de Cp, définie par v(x) = - x1 . Soit jj.i)
la valeur absolue canonique de G C~~ ! définie par

Ici nous dirons qu’un nombre x E C , transcendant sur Q , est d’ ordre  a
,. , 

--p p -:p - 

, .03B1 ~ R, 03B1  1) SI il existe une constante C E R telle que pour

tout E 

Nous démontrerons (théorème 1 ) que cette notion d’ ordre  03B1 est stable par ex-

tension algébrique, c’est-à-dire que si x est ordre ~ 0153 sur Sp, et si y

est transcendant sur ..9p et algébrique sur Sp (x) , alors y est également d’or-

Enfin nous verrons, grâce à un exemple, que, pour tout 03B1 &#x3E; 1 , il existe des

nombres transcendants sur Q, On remarquera par ailleurs que si

x est d’ordre  03B1, alors Q(x) admet un type de transcendance 03B1.

1. Fonction de transcendance.

Soit x E ~ ’ transcendant sur .9p . Nous appellerons fonction de transcendance
du corps associée à x, la fonction dg ~ définie par

où est irréductible dans (x) .

Soit y i transcendant sur Q~ ~ et algébrique de degré q Nous

appellerons fonction de transcendance du associée à (x, y),

( ) Texte reu le 17 mars 1980.

Alain ESCASSUT, G’ Résidence Compostelle, 33600 
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la. fonction dg définie de la façon suivante. Pour tout h peut

s’écrire de la façon unique, à une constante multiplicative près, sous la forme

telle que D(x) soit premier avec le p. g. c. d. de {a0 ,
soit

Les propriétés opératoires de la fonction dg sont classiques, et analogues à

celles de la taille définie sur une extension transcendante de Q ([6]), lemme

4.2.5). Le lemme 1 rappelle les principales de ces propriétés.

1. - Soit K une extension transcendante de Qp de la forme Qp(x)[y],

où y est transcendant sur ..9p; et soit dg la fonction de transcendance 

ciée à (x, y) . Alors il existe une constante C e À 

... ~ ~y~ on a~

telle que, pour tous

et enfin telle que pour tout

LEMME 2. - x .9p ,-’ soit X = une extension al-

gébrique de .3p (x) , soit y E K , sort v algébrique sur tel que
K = Q(y)[v] . Soit dgl (resp. dg2) la fonction de transcendance de K asso-

au couple (x, u) (resp. (y, v)) . Alors il existe une constante B 

(~ue

Preuve. - Montrons d’ l’ e:x:istence d’une constante B’ telle que

D’après le lemme 1, il existe une constante G telle que C n 

Alors soit

d’après le lemme 1, on a dg1(P(y») ~ C d’où
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ce qui établit la relation (1) en prenant Bt = C2 dgl(Y) .
Nous allons en déduire Inexistence d’une constante B" telle que la fonction

dg~ vérifie

En effet, h s’écrit ~s-1i=0 (b,(y)/D(y)) v, soit h’ = ~s-1i=0 1 bi(y) v ; alors

on a (max dg1 D(y) , 
Or, d’après (1), on voit que

part, C + i et d’après ( 1 ) , nn a

donc

Alors, comme 1, V i , il existe trivialement U &#x3E; 0 telle que

et par suite, grâce à (2), il existe B" &#x3E; 0 tel que

De on montrerait évidemment l’existence de B"’ &#x3E; 0 telle que

ce qui achève de prouver le lemme 2.

COROLLAIRE. - Soit x + G transcendant sur soit u E algébrique sur

transcendant sur Q . Soit dgl (resp. la

fonction de transcendance de Qp(x)[u] associée à (x , u) (resp. de .3p(y) asso-

ciée à y). Alors il existe tel que

LEMME 3. - Soit x transcendant sur ..9p, soit (x) , et

.soit Soit. dg la fonction de transcendance associée au couple
(x, J) dans Q(x)[u] . Alors, il existe une constante E telle que, pour tout

h E ~ (x)[ uJ , la norme (h) de h .~~ vérifie

Breuve. - Soit h = ~q-1i=0 (a.(x)/D(x)) q est le de u sur Q (x).
-’2014 :L= l --p

Soient u2 ’ ... ~ Uq des conjugués de U sur ~(x) . Alors
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On voit que y(h) est de la forme v 9 Où chaque à est

somme de produits de q facteurs de la forme a,. ? et où les v sont les

fonctions symétriques de u1, ... , uq. Les Vt appartiennent donc à .9p (x) .
Soit V = (dg v ) ; on voit que dg .i (ii)  + max( ( dg A):9’ , q D)).

les étant des de produits de q facteurs de la forme a. , on

que xi l’on pose il. = max(dg ai), on a deg et finalement

Par suite il existe une constante E ~ CV) telle que

2. circulaires.

Notations et définitions. - Soit a ~ Cp, et soit r  0 . On notera désormais

d(a, r) le disque circonférencié de centre a, de diamétre r

C 9 ~~.-a~ r~ et r)-~~EC ~ ,~~ a~ -r~ .’ ~ 

p ’~ p

r1, r2 ~ R+ tels que a , r.  r . Cn notera 0393(a, r 9 r ) l’ en-
l ’ 2 -.- 

. 1 
’ 

2 1 2

{03BB ~ Cp; r1  |a - 03BB|  r2}.
0n de la faon suivante la de circulaire ([2],[4].

toute suite strictement décroissante 03A6, de disques Dn, en note © la

femille des couronnes 0393 ( a, r1, r2) ( a ~ ~n~N Dn, r1  limn(iam(Dn)  r2),

et l’on appelle filtre circulaire urz filtre s par famille de la

Q ~J ’~ o

Le disque ~n~N Dn est noté 0394(), et tout point de 0394() est appelé centre
~ l,~ n ~ ..~~...~:.~.,.

d’~ é , r 
’°~~’

Le lim. di am( D ) est appelé diamètre de a .
n~ n .~,.~.~~....~..~.

0~: appelle filtre circulaire lar~e un filtre circulaire de nul.

On sait ([2],[4]) que tout filtre circulaire large définit une valeur

1ue .~; sur C C ~~ par
3 ~p

et l’ application. ~03C6 est une bijection de l’ ensemble des 

laires de C sur l ensemble des valeurs absolues de C [X] . Pour toutE;
’ ’ 

--p --P

absolue 03C8 de C [X] , on appelle filtre le filtre

culaire  tel que 03C8=03C6.
là.
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a e C , et soit soit J le filtre circulaire de centre a et

..c"" 
--P ’ 2014 ’

de diamètre p- . On notera

jt . en particulier si ci .,. - - 0 , on notera - v ( J. -0 , ~ ) = v 0 ( .1: 1..) 
Alors, on sait que - log = v(p , 0) ([lJ,[2J). D’autre part, on retient

des résultats classiques ([lJ,[2J) le lemme 4 qui sera utile par la suite.

4.

(:i.) Soient a .et b E et soit ~ ~ v(a - b) . Alors, pour tout P E Ep[X] ,
or1 8. v (p , 1!.) .

(ii) Soient 1 2; soit a ~ Cp, et soit Q ~ Cp[X]. Soit q1(resp. q2)-~-~-m=~.~2014 ....... ,. ~ - -...p --p ~ ~ 

*~~~~ 
~

le nombre des Q dans d(a, p) (resp. dans p2) . Alors-

llit,ft.:; 5. - Soit  un- filtre circulaire de C de diamétre R. Alors,
--- "N_’-" ’%-p 

tout polynôme P ’£ E C X on a

Preuve. - Soit w la valua.tion définie sur Cp[X] par w(P) = - 
Soit p = - R . une suite de disques strictement décroist

toile que soit engendré par 03A6 ~ 03A6 Il existe lUl nombre Ivi E R unique

que y soit sécant à C«3 , M) : Si 0 est centré de , alors 1..I = Il , ot

sinon 11 est la distance de o aux disques D quand n est assez grand. 

BJ = - log }:.1.. le lemme 4 (ii) , on a

Nous allons évaluer maintenant v(P , ~) - w( p) .

Supposons d’ abord ~(g) ~ ~ ~ et soit ae 6(~) . Alors on a

Mais

Or, diaprés le lemne 4 (ii), on a

Mais par hypothèse s est sécant au cercle C((), B-L) de sorte que v( a) ,

et ±ji_17 suite, le lemme 4 (i), va(p, ) = v(P, ), de sorte que,
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( 2), (3), (4), on obtient

et. à (3)~ on voit que

Supposons maintenant A(S) = ~ . Pour tout n ~ il existe un filtre circulaire

L’inique 2 . tel que A(S ) = D . Chacun de ces filtres S définit une valuation
n n n n 

’

w~ de w~(F) = ~~ v(P(~))) ~ et on que la suite w converge

(p-ur la convergence simple) vers w ([2], [4], [5]). Alors on voit que, pour tout
on a

et comme diam Jn = diam D , on voit qu’à la limite on a

ce qui achevé la démonstration du lemme 5.

3. Semi-normes multiplicatives de 

Soit K n corps muni d’lme valeur absolue |.| , et soit A une 

commutative unitaire.

Rappelons que l’on note l’ensemble des semi-normes multiplicatives de

de A ’ c’est-à-dire des semi-normes de K-espace vectoriel telles que

~(y) ~ V X , Y E A [5] .

On note l’ensemble des éléments 03C6 de dont le noyau, 

à-dire l’idéal premier des x E A tels 0 , est un idéal 

on note Mult a (A) l’ ensemble des éléments de A dont le noyau est un idéal 

de 

6. - Soit A une Qp-algèbre commutative unitaire, et soit (p e Mult (A) .
Alors il existe un holmomorphisme de Qp-algèbre 0 de A dans C tel que

Soit Zl. == Ker cp ; le corps K = A/m, est une extension algébrique fi:ni-

de Qp que l’on peut plonger dans C par un homomorphisme A et si l’on rote X ..:.a
--1-’ --p 

’

surjection canonique de .A: sur K l’homorphisme 19 = 1B 0 X envoie A dans

C 0 Alors Ii est muni de la valeur absolue .y induite par celle de C : t
’-P ’f--p
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et, d’après le lemme de Krasner [1], nous savons que c’est la seule valeur absolue
do K prolongeant celle de .9p. Or cp permet de définir sur K une valeur abso-

lue 03C81 qui prolonge celle de Q. en posant V’e (x)) = cp(x) (x E A) . Par

suite, 03C8’ = 03C8 , et l’on a bien

Soit ,. . 
~ 

la valeur absolue archimédienne de R.

Rappelons pour tout polynôme P(X , Y) = 2:i, j a.. X yj appartenant à

on note

.:’:(?) = 1 l et + 1 , d.ègy(P) + 1 , H(P)) .

?2ùi.1."E 7. - Pour tout 03A6 e Huit Qp[X , y] , il existe une suite !Pn de

y] telle que $ = pour la topologie de la convergence

Preuve, - Go résulta..t est un raffinement (facile à établir lorsque le corps de
base est Q ) ([5], chapitre III, proposition 1) , montrant ici que

Y] est dense dans [X , y] . En effet, on sait que

huit ..9p[X , Y] = Huit .9p[X , y] (puisque les idéaux maximaux d’un anneau
où K est un corps, sont de codimension iinie) . Àinsi Multa Qp[X , YJ

étant dense dans Huit ..9p[X , y] , pour tout entier n El’!, il existe

03C8n ~ Mult Qp[X , y] tel que, pour tout polynôme F(X , Y) E Z[X , y] vérifiant

t(F)  n, on ait

Vérifions que 11 suite 03C8n converge bien vers it , . En effet., soit G(X , y) 8;P-

partenant f.J. Q [X , y] , il existe P E Z tel que pG E Z [X , Y] . Pour tout el1-

tier n , il existe évidemment F(X, y) E Z[X , y] tel que n et tel que

~F - 1 Jo.!1 1 -’,  Comme B1, ’V n E Mult a -’}) Q [X , y], ,Ir ’t’ n est évidemment continue

(d!après le lemme 6) pour la norme canonique Il.1B de %[X , 31] et, d’après les
résultats classiques sur les semi-normes multiplicatives ([4J,[5J), on que

,h, ’t n (P) .....  !!PBi Bi 1 pour tout P E -’P Q [X , y] . Donc ici, W n" (F - pG)  et

03C8(F - pG.) :;. l/pn . Alors, a fortiori, on voit que

et oii en déduit que
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ce prouve que ,,r ( G) , et le lemme 7 est donc démentré.

ç. Valeurs absolues d’ transcendantes de Qp .

;;. - ;Soit une valeur absolue r du qui prolonge celle r:te
- 

..a.,. ~~...~..~,..~~,.~.~.~, --.----- - 

’y o il existe un circulaire 3 de C tel ciue
~’V W ""7~~:’ax9w~-v~ws.~ -P 

h) = h(l) ( , ~ h E Qp (X) .

De plus, si J converge vers un point 03B1 E alors 03B1 est transcendant sur

Qp .

p 
une clôture algébrique de Qp . Alors 03A9 p(X) admet une va-

leur absolue  qui ’ 03C9 . Supposons d1 abord 03A9
p 

03A9p(X) pour de  . Alors, dans ce cas, il existe un 

de 03A9(X) dans C $ un voit que X comme un de C
P .~.p ~.’

suite, on a

particulier, on voit que le filtre des voisinages de 03B1 est bien le filtre J

an ncé, 03B1 étant transcendant par hypothèse.

Supposons maintenant que (1 ne soit pas dense dans soit Ô le

complété de 0 
p 

On voit que 0 p(X) est muni d’une valeur absolue lp

qui prolonge naturellement cp et comme 0 est isométriquement isomorphe à C ,
::; apparaît comme une valeur absolue sur C (X) . Alors on sait ([ 2J, [ 4 J) que 03C9

est définie par un filtre circulaire large g tel que

co oui achève la démonstration.

LEMME 9. - Soit x transcendant sur Qp . Soit y transcendant sur Qp , mais
algébrique sur et soit 03C6 une valeur absolue telle
que le filtre circulaire, associé à sa restriction à Bp (x) , .soit large. Alors le
filtre circulaire associé à de cp à ..9p (y) est large.

Preuve. - Soit H le filtre circulaire large associe à la restriction de q; à

0 (x) " et soit J le filtre circulaire associé à la restriction de cp à 

Supposons que 3: converge vers un point 03B1 E C . On a donc

la multiplicative de Qp[x , y] , définie par

Alors d’ après le lemme 7, il existe une E Y] telle qua
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lim 03A6 = 1JJ .’

Or, diaprés le lemme 6, un élément 03A6 de Huit 
a 

Yj est associé à un homo-

morphisme unique x de Q[x , Y] dans C par-2014P 2014p

pour tout n E 1B1 , soit g l’ homomorphisme de Qp[x , Y] dans C 
p 

tel

~. ,) . Soit _ ~ n ( x) ~ et soit _ ( ~) . 0n a donc

et suite on voit que lim Alors la suite y 
n 

de ,

définie par 03C8 (F(x ’ Y) ) = F(03BBp , 03B1) , converge, elle aussi vers # .n n

Remarquons d’ part puisque la restriction de 03C8 à Qp(x) est 

un filtre circulaire large, la, suite 03BB est plus fine filtre circu-
n

la~re, ig .

Soit ie:(x , Y) ~ Qp(x)[Y] le polynôme minimal de y sur (x) . Cjn voit que
r --

Y)) = 0 (pui.sque trivialement 03C8 (M(x , Y) ) _ ®) et par suite on a

Alors la fraction h(X) = M(X , C (X) , qui vérifie lim h(x ) = 0 . satis-
-p n

fuit également 0, et ceigne ~ est large, et définit 

une valeur absolue, il en résulte que h = 0 , ce qui entraîne que 03B1 est algé-
brique sur Qp , et c’est en contradiction avec le lemme 8.

Ainsi on que S est large.

5. Eléments d’ordre  03B1 .

Soit x e C 9 transcendant sur Q . Nous dirons que x est d.’ ordre  03B1 s’il

existe une constante C E R telle que~ pour tout polynôme F(X) ~ Q [x] ~ on
ait

Remarque 1. - Si 03B1  1, il n’existe aucun élément il suffit de

considérer ls, suite Xn pour le constater.

Remarque 2. - Un nombre x E C est d’ ordre  03B1 si, et seulement la 

lati0n (x)  C x (deg P)03B1 est vraie pour tous les polynômes P vérifiant

= 1 .

Remarque 3. - Si x est d tordre  03B1 , alors tout polynôme véri-
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or "Pj ~ 1/H(P) ~ et par suite (en choisissant 1 ) on voit que

ce qui montre que .9(x) a un type de transcendance sur ..9 inférieur ou égal ~ ~ .

THÉORÈME 1. - Soit x E C , transcendant sur Q , et soit y E C , transcen--

dant sur Qp mais algébrique sur .9p (x) . Alors, si x est sur By ,
y est également d’ordre 03B1 sur Qp .

Preuve. - Soit K = Qp(x)[y] , et soit dgl (resp. la fonction de treans-

cendance de K (resp. de ~(y) ) associée à (x, y) (resp. à y) .

Soit D E .9p[x] un dénominateur de y sur .9p[x] , tel que = 1 ..Alors

il est clair que, pour tout i = 2 , ... , n , et pour tout polynôme 

DdegF F(yi) est entier algébrique sur ..9p[x] . On voit donc que y(F(y))
est de la forme R(x) E et alors, comme x est d’ordre  03B1 , par défini-

tion on a

Soit w une valuation de K associée à une valeur absolue qui prolonge la va-

leur absolue canonique On a donc

Soit t = et soit a = - 0) . Il est clair que v(D) ~ - at 0

Soit b = maxi=2,
...,n(- inf v(yi) , 

0))? on voit que v(F(y))&#x3E;- b degF et

par suite, on obtient

et donc a fortiori

de sorte que, d’après (7), on obtient la relation

Considérons d’abord y(F(y))) .

D’après le lemme 2, pour tout polynôme F(y) e ~[7J , on a

et

D’autre part, d 1 aprè s le lemme 3, on sait qu il existe A E Ô tel que
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et d part, grâce au corollaire du lemme 2, on sait qu ’il existe B ~ R+ tel

finalement la relation (9) nous donne

c t est ..,::.-dire

Considérons maintenant y(F(y))) ~ puisque IjD = 1 , on voit que

la "’valeur absolue canonique Il.11 de Q est définie par le
filtre circulaire II de centre 0 , de rayon 1, , on sait, grâce au 9, 
existe un filtre circulaire large F , de diamètre T I 9 tel que, pour tout
F E ?n ait

et par suite, d’ après le lemme 5, on a

d.a même, pour chaque conjugué y. (2 s i . n) de y sur Q (x) , il existe

Ti &#x3E; 4 tel que W(F(yi))  - log ~F~ + deg F 9 d’ où une constante T &#x3E; G telle

que

et grâce à (il), que tout polynôme F E .9p[Y] vérifiant ~F~ = 1 satisfait
la relation

Al~rs d’après (9) et (lu) y on voit qu’on obtient la relation ( 1 2) , vraie pour
tout polynôme F ’= .9p[ y] tel que !!?)!= 1 .

(12) v(F(y»  n((at + b) + T)(deg(F) + 1) + C x (nt + (deg(F) + if ,
et comme Q1 1 , on voit que (12) donne a fortiori

en posant
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l)our tcBut :polynôme F(Y) tel que = 1 et deg F % 1 , et comme le cas

deg F = 0 est trivial, cette relation est vraie quel que soit deg F , ce qui

la démonstration àu théorème 1 grâce à. la remarque 1 qui précède le tl.lé0-

rl: 1 .

Le .ï;1..,é’T rÉ.&#x3E;me 1 permet de définir la notion de transcendance OE pow.

une de Q de degré de transcendance égal à 1 .
--=p

Nous dirons qu’une extension transcendante K de jy de diegré àe transcendance
1 iii Sp a UÎi ordre 1 OE Si SeS éléments transcendants sur % °nt Un ordre
(3.e transcendance g a .

CCHOLLAIHE. - Une extension E de ..9p àe degré de transcendance
1 3p est d ’ ordre  OE Sii, et seulement si, i ’ 

.’ 4z 
est el’ (’rdre  cv .

6. Exist.ence d’ éléments d ’ordre  OE

Nous avons remarqué que si OE  1 , il n’existe aucun élément d’ ordre Of . Nous

allons montrer que, par centre, si a &#x3E; 1 , il existe des élé-ments d’ ordre y cv .

2. - Pour tout- OE &#x3E; 1 , il existe des .nombres de C transcendants sur
",... ’- --_.-..~-." ,,---~-------~.- ---P --

() , d ’ () rare  OE .

Preuve. - En pratiq,ue, on va établir la proposition suivante.

PROPOSITION. - Soit e &#x3E; 0 , soit r = u Iv. une suite de Q , et ii une

suite C toIles que :
-=~ ---p

( i) rn --.., co quand n -..;.) 00 ,

( - il 0) r  n’" , c-( ii) n  n~ ,

( iiï) a est une racine v -ième de p n ,
(iv) Pour tout n E N , pour t(")ut m = 1 , ... , n , mI’ n . n’ apparti.ent pas -- au

groupe àe valuation dU corps Xn-1 = B( ai , ... , an-l) .
Àlors x = 03A3~n=1 an e?t transcendant sur ..9p et d’ 1 + e .

En effet, dans [3J, nous avons montré que Q(x) a un type de transcendance

1 + e . Î..lais en pour établir ce résultat, on ér montré plus précisement que

x vérifie v(P(x))  (deg P) 1+8, p(x) E tel que ))F)) = 1 , pour tout poly-

nôme, donc aussi bien pour tout P(i) E Z [X] tel que 1) Fil = 1 , ce qui p 
--P 1. Il

bien que x est d’ordre  1 + e .

La question de savoir s’il existe des éléments d’ordre  1 reste
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