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ANNULATION DE T-FILTRES PAR DES FONCTIONS CROULANTES

par Marie-Cleude SARMANT-DURIX (*)

[Université Pierre et Marie Curie]

Nous savons [1] que tout T-filtre est strictement annulateur. Nous voulons dé-
montrer, dans le cas ol il s'agit d'un T=filtre d'un domaine quasi connexe tcl que
la borne inférieure des distances de deux quelconques de ses trous soit strictement

positive, qu'il annule toujours strictement des fonctions croulantes.

Nous nous occuperons ici d'un T-filtre décroissant ; la démonstration serait la

m8ms pour un T-filtre croissant.

Comme une fonction croulante est inséparable d'une famille de domaines quasi con-
nexes A , munis de trous de rayon p , nous allons introduire cette famille par
le lemme suivant (nous sommes, bien sfir, dans un corps k ultramétriquement valué,
complet, maximalement complet, algébriquement clos, et nous noterons |.| la va~

leur absolue p-adique associde & k ).

IRME 1 [1])s - Soit & un T-filtre décroissant d'un quasi connexe D, défini

par une suite décroissante de cercles percés n de rayon dm s dont les classes

trouées I'_ . ont des trous T_ . , de diametres p_ . .> O . Alors, on peut
——— mi : Myl, ] ————— myi, J
trouver dans chaque trou T_ . . des points b . . tels que si 1l'on pose
Tor o myi,] ~————— Iﬂ,l,J,k
= 5 - . 5 b . . !
AP' Um,l’J ( m, i, j, k p')

(ot D est la fermeture de D), Ap' , qui est quasi connexe, admet, Y o' > 0,
w T-filtre décroissant, si la limite inférieure de la distance de deux trous est

strictement positive.

Rappel [1]s - c, admet au moins un nombre fini k(m) de classes troudes IS
r

L'hypotheése " & a un T=filtre" est équivalente & "Il existe des entiers Ay 5 2
pour 1l<§11 < k(m) s tels que, si Yp = Suplgigk(m) YD(rm,i H q'm,i) et si
U= Top gy o oloTS
q.

l‘im‘ Y ﬂr{‘_l ('a':) =0 T
J

mae 'm =

Regppelons que, pour chaque classe I' et pour un entier gq quelconqgue,
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(1) v.(r, @ =r% inf  [sup ((p ) M. |b b 1pk)"11
Y L | - . i . see o J
D ptemtp=q ST Ky )

ll, sy lSG.L

4=lews
o I est 1l'ensemble des trous de I, bi le centre d'un trou, et r le

k
méetre de T

Démonstration.

Premier cas : Les trous T}Bi 3 ont un diamdtre p > O constant.
’

Nous wvoulons remplacer les trous de rayon p par des trous de rayon ! <

-

Nous allons nous occuper d'une classe [I' quelcongue avec un ensemble

trous, associde & un entier q . Nous reviendrons apres & P
4

Dans chaque trou D(bi s p) s introduisons q trous de reyon p' <p
k

D(b,. . ! i = ces ‘ . .y = b/ . = i
( ‘{J—ka) > P ) (J L ’ q) » tels que 'b(lk,.]) (lk"]')l ER

avee p' <8 < et que |by. . -b, | =8 U i=1, eee .
p P s q ‘ (lk"]) lkl ’ J ’ s 4
L'ensemble d'indices des trous I est ainsi remplacé par un ensemble I'

domgine D par un domaine Ap’ .

Regardons ce qui est changé dans YD(F , @ qui devient Y, Ty q
?

P
Nous voyons que

YA

(r, a < (8/p") Y (r, @,
p! 6

ol By est le domaine obtenu en remplagant les trous de D (ou de Ap ) par des

trous D(b, , §)
¥

D'autre part, nous avons
b

qQ
'YAS(F s @) < (%) vp(l s @ -

Revenons maintenant au T-filtre. Posons ymﬁé) = Sﬁpl<i<k(n0 Yy (r
NN p

V(o) < @)y

m i’

Pour chaque indice m , choisissons un & dépendant de m , (6n9 :
o \m
V(o) < () 7 vy -
‘ m
ous voyons que

a 4. q d qj
Vals Tl @D 1< @) "y, T 7
J m

3=0z

2
ala~

de

m,

q i)“



0 Lin ot (afa) =0
Nous savons que il . Ypn j=1 m/ J -

3i pour cheque indice m , nous choisissons un 5 convenable (par exesple tel

A ,
que (p/&ng reste borné par une constante), alors

m-1 dm qj
lim Ym(én) ”j:l (ag) =0.
Bt le domaine D' , obtenu en remplagant les trous D(b ’ p) par des trous
D(b, 5 ) , admet un T-filtre.

Si maintenant nous revenons aux trous de diamétre p' choisis sur des circoafé-

rences C(bm s 6n9 , nous obtenons
b4

1,J

e

)
. m
YAp'(r ) Q) RS (p"') Yp! (rm,i

I, 1/

s(%d Yw(ﬂ%iB %%i)-

: [ ; o ] L N
Si nous posons Yp = SuPlgigk(m) YAp,(Fﬂyi 5 qﬂbi) , alors Yy € o Ym(ém) s

d 4 d 9
y miel m, L m=1 m, J
vl @ <5 wn) T @)

d'ou
dm qj
llmm—-»oo Y;n (?1;) =0y

et Ap' admet lui aussi un T-filtre. (Remarquons que les points b(i ) rajou~
4

J
tés 1l'ont été indépendammant de p'.)

Deuxiéme cas : inf pngi,j = Po > 0.

Scit I une classe donnée, q est fixé pour cette classe. Nous revenons a lo

formule (1). Choisissons dans chaque trou D(b, , p. ) , q points b(. .
i i i)

tels que
b, = Db/, .| = |brs .y =-brs . = §.
| i (1k,;1)| | (1,,3) (1k,:1')l i ?

avec (pi /5i )i<e , constante réelle choisie, et by > e

k 7k k

Dans le ler cas, & dépend uniquement de la classe I , meintenant il dépend

aussi du trou choisi dans la classe T .

Soit p =D- UD(b, , 6, ) ,
5 i i,
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YA (’f Iy Cl) = r* inf [S’J.p l/((él ) ﬂki&' lbi - b, ‘ )]

5 I} e )
q Py P2 P, Py, .
=rtinf [sup (=2 ) 1/((p,) " ! b, - b, | )

4
<ec {D(l— y q) 4

Donc Aé aun T=filtre.

Posons maintenant
= 5 nd D b. N ! ! < ¢ .
B = D= Uy 5y e (6 <0)
Alors on voit, en procédant come au ler cas,

v, (T, @ <[(sup s, )/p'}\(A (r, @,
)

et Ap' a toujours un T-filtre.

Troisiéme cas : lim g . . =0,
e P, i,

Qs 1 1 . - .
Soit ' >0, tel que p' <infy n" Ibik bihxl
Posons Ap' =D~y D(bi s, p') . Alors

k

P P
. - o4y Fo . h
vAp'(I‘ s @ = rinf [sup 1/(p Fk# lbik b, | D]

81 p<p'y v, (0, @ >,
P p
Comme il n'y a qu'un nombre fini de trous dont le rayon est supérieur & o' ,
le limite de - I (dn/dj)qj reste nulle, et Ap' a toujours un T-filtre.

'(r,q)-

Quatriéme ces : cas général infp_, .= 0.
m,1, j
Soit p' > 0, choisi inférieur 2 inf) g |bi - b, | . Nous allons construire
k k!

un domaine A' , obtenu en remplagant les trous D(bi s Py ) par des trous con-
k k

contriques D(b, , p') chaque fois que p, < p' .
Tk Tk

p
Dens 1'expression de (T, a) , le terme 1/((p; ) 4 Hk#, |b; =0
P 4 k 4
1 k)

P
alors remplacé par 1/(p!' LT |b, - b, 1 qui est plus petit. Donc
k#4 lk 1£'

et D' & donc aussi un T-filtre ; on est ramené au 2e cas.

FROPCSITION. - Un T-filtre & d'un quasi connexe D, tel que la limitc infé-
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rieure de lz distance de deux de ses trous soit strictement positive, annuls suvrice

tenent une infinité de fonctions croulentes.

-

) : . R . ‘4
teppel [2] (Dans le cas décroissant). — Soit R e R . Soit {bi}ieF une suite
d'éléments de k tels que :

(1) |bi|>R, viel,

—~

1

(i) infy |o, - bjr g > 0
(i21) a=f{xek; [x| >R, x#b;, ¥ ieN} estquasi connoxe.
On pose, ¥ p € ET s P <Py

A, = {xeks; |x| >R, |x=-Dh)|>p, Viel}.

Alors, si A admet, 7 p < Pg s W T-filtre décroissant, il existe une fonc-

p
tion f(x) #0, f(x) e H(Ap) s U p<py et llm|Xf*R,XeAp [£(x)| = O
f(x) est une fonction "croulante".

Démnnstration. — D'aprés le lemme précédent, les admettent tous des T-fil-
3e p ) 0

tres 3 1l'existence de la fonction f s'ensuit donc 3 il existe d'ailleurs des
fonctinrs f croulantes correspondant & chaque choix des b(i K) donc une in-
19
J

finité de fonctions f .
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