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MAJCRATION DU NOMBRE DE ZERCS
DANS UN DISQUE DES FONCTICNS L p-ADIQUES

par Daniel BARSKY (')

[Université Paris-7]

Résumé. - Soit x un caractére de Dirichlet primitif pair de conducteur fX ,
et soit L (s, x) 1la fonction L p-adique associée. Si fX = mgp  avec
(m, p) = 1 et n suffisament grand (la borne ne dépendant que de m et p ),
alors la fonction L n'a pas de zéros. On montre aussi que le nombre de zéros,
N (p , x) » de la fonction (s - 1) L (s, x) dans le disque de centre - 1 et

de rayon 0 < p < pp BVeC p, = pl=(1/(p-1)) si p# 2 (resp. = 2) est me~

P2
joré par
(3p(£ p) + 1) log (p £) + (p £ ) 1og_ 54
N (p, x) < X P X % % ’
P log Py = log p

o s s ; . n s
et on indique comment on peut améliorer ce résultat si fx = mqgp avec n suffi-

sament grand.

1. Notations et rappel.

Toutes les notations non définies sont celles d'AMICE [1] ou IWASAWA [4].

Soit p un nombre premier, Ep le complété de la cldture algébrique de gp
(on choisit un plongement de Q dans G ) ;5 C_ est muni d'une valeur absolue

p-adique notée | | , et normalisée par |p| = p~! .

Si ae_g_p et re R , on note

D(a, n)" ={xe ;s |x-a <1
D(a, r)" = {x€ Sy |x -~ a] <r} .
Les caractéres de Dirichlet sont supposés primitifs et prolongés & Z . On dé-
signe par Z'N une sommation sur les entiers premiers & p compris entre C et

a=0
N

Définj’.ticn lo = Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur fV divisant
f (# 0) . On pose ;

X f-
3 -
(1) “ 00 Bn,x n ! 200 x(8) = :

fx_l

(%:) Texte regu le 25 mai 1991,
Daniel BLRSKY, UER Mathématiques, Université Paris-7, 2 place Jussieu, 75251
PLRIS CEDLY 05.



29-02

Si x = ¢ caractére trivial, on pose B =B _-
i

PAOPOSITICN 1. - Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur fx divisant

£ (#0) . Alors

S O P L S L G ICRES,
X T “e=0 X “m0 m+ 1 k=0 ‘T k RO

C'est dvident en identifiant les coefficients de X dans les 2 membres de (1).

2. inalyse p-adique

~Pp

On définit par @(E ’ Ep) 1'espace des applications continues de gp dans C_,
var U,Gl (-?-p ’ Ep ) 1'espace des applications continfiment et uniformément différen-

tiables de ~Z—p dens C_, muni de la norme

-

ngl - max{supx;z le] 5 Sup(x,y)e 72 !ggz)"’._?‘?f?(*y_)i} .

1 .
Le duzl topeologique de qy¢ (Zp s Ep) , qui est noté ¥ (31(Zp s Ep) , est appelé
1'espace des distributions sur 4Z~p .

Définition 2. - Soit

e ¢ s . et

(;c)zx(x-l) ;1.: (x = n + 1), n#0 (resp. (é{)—_—l).

Lors il existe une unique distribution sur Ep sy W, telle que

(- "

VnBO, J-Z (;c)du(x)z o+ 1

~p

En effet, il est bien connu [3] que ge u@l(ﬂz{p s gp) £ il existe une suite

- 1 2 /’

(An) 10 d'élénents de —~C—p telle que

. ) _ x
(1) lim nl)\nl =0 et V xe —~Z-p , glx) = )_n?o n ()

L'existence et l'unicité de p sont alors évidents [7]e

[

J gdp,:}:

LiGE 1. - Si g e Uo(Z_, C) , alors
e R
(- "

h
o G T 07E @ 600 = 1m, LI ()

a=0
rp
La prcmiére égalité est la définition méme de J gdu, car

g =3 A et A= (= D) ek -

n>0 ’\nn
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N oy £ m-1 m
L X ’, z ° _ Z
a deuxiéme égalité provient de ce que Za:O g(a) = 50 Ay <n+1) donc
h h
1 rp-1 rp -l
2 gla) = n>O n+ 1 ( ) .
Or, per hypothése, lim néxnf = 0, donc

1i *n (rp -l) G 1-)3-1)\
m}]——mn+]_ n " na+ 1 n

unifermément en n . Donc

14 erh"l (a) = (17 .
1%'— gla) = 40 T+ 1 'n

On pose, si ae Ep ’

w(a) =

B

w est le caractére de Teichmiiller sur Z .

n a, si |a| =
w(a)p_lz 1 et |w(a) -al <1 [4].

On pose

,pl-(l/(P"l)) si p#2,

Définit 1tion 3 [4]. - On pose, pour se€ D(1 ’ p ),

(3) (o 1) 0+ 2, ) = b TF @ |, <aii°(§1~u> (@)

ol x est un caractere de Dirichlet primitif pair de conducteur f et ol
f=rf aveec re N
X -~

I1 est évident que dans (3) la valeur de (s + 1) L (s + 2, x) ne dépend pas

de re ¥ ; par ailleurs, il est facile de voir [4] que si x est impair, alors
(s + 1) L(s+2,x)_0.

Soit Op 1'anneau des entiers de G

~]
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o ={xel ; |x| <13 .

Nous allons rappeler un résultat d'I'JASAWA.
Soit Xn un caractére primitif de Dirichlet, de conducteur fn = mqpn avec
(m,p) =1, gq=p si p#£2, q=4 si p:2,telquexn(-l):

Soit 6 1le premier facteur de %n (cfe [4], p. 66), c'est-a-dire que 1'on dé-

compase ., = 6 m ol 6 est un caractére de conducteur m ou mg , et "
o n n
est un caraciere d'ordre p et de conducteur qp .

THEOREME A [4]. - Soit X, W caractére de Dirichlet primitif pair de conducteur

mgp , et scit © et T, Son premier et second facteur. Soit gn la racine pri-

mitive pn-iéme de 1'unité définie par_ nn(l + mq) = Q;ll . Soit

A =0, ngp[e(l) , 0(2) , eee , 0(mg=1)].

Alcors il existe deux séries

;ﬁe,T)zzb@akaeA[[ﬂ]
go, D=3, kaeA[[T]'i .

telle que, pour |[s| < o/ (1) )

(s , c_jn(l + mq)s -

@) L(s, %) = ,
P X T e (e - )

PROPOSITICN 2 ([2] ou [9]e = Pour s e D(1, ¢ )°

on a
P b

<
~—r

N

(5) (s + 1) Lp(s+ 2,

a) s+k+1

li

T O B S IRE (o) (a7 @l

Par définition on a

(5+1) L(s+ 2, %) E% ;;Zj; x(8) fz (—ula) y3+1 g )

a + pfu
_ 1 5'pf-1 W (a\ sl (u)
T pf 2o &) ( ' J~zp '("%%"%*)s—rl

’ - 1 " - k+1 r
- Lse 608 2 SR e e )T s, o au()



Or f o= du(u) =

CCROLLAIRE Lo - On a, en convenant que f =1p,
€

El

(%) SUP g (1, 0y )= | (s + 1) L (s+2, x| <

D'aprés (5), il est clair que

. s+ 1
5P ageledy T

SupSED(l o )- | (s + 1) L (s+2, %) < SupSED(l 0y )_

f
pf, |
Or, si s eD(1, pp)— ’
1
pf, -1 £l wla + if )\ 5L
soX yw(ad st T p-1 | Xt
a=0 x(2) ( a ) = “g0 x(2) Zi:O g\ a + if /
X
f -1 ‘w(a + if )
X s+ 1 1 { "
'—Zmo Ja);?o( )Z \ a+f% %

Or, d'apres la démonstration du lemme 2,

k
i 1 ‘w(a + if ) | k=1
2 (e - 1) | e,
i =0\ a + 1f P

d'ol le résultat.

3. Majoration du nombre de zéros dens un disque des fonctions L p-adiques.

Nous allons tout d'abord étudier le cas ol le conducteur de yw est de la forme

n .
mgp , avec n  suffisament grand.

THEOREME lo - Soit m un entier premier 3 p fixé. Soit n>C, et x un

caractere de Dirichlet primitif pair de conducteur mqpn . 11 existe Dy tel que

la fohction L p-adique pp(s, Xn) soit sans zéro dans le

pour tout n > Ny

disque D(1 pp) -

D'aprés le théoréme A ci-dessus, L (s, Xn) a un zéro seulement si

(e , , (l + mq)® - 1) a un zéro.
Or on peut écrire [ 1]

o, T) = p*(b.+ b, T+ eeedb . T e ™) xnl, 1,

0 1 A1

|b,] <1 pour O<i<hr et h(eg, T)e Ap[[T]] et est inversible dens
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__SOit CL s eee s @y les racines dans «G-p du polyndme by + by T+ eew T .
I1 est clair que Iozil <1l pour 1 <1<

Remarquons maintenant que :

s

, . . s
Lp(s,xn):0<::é;31, 1 <ignr, tel que gn(l+mq) -l=ca,

gone (1 + mg)®= (1 + a/i) g,

tiontrons que cette égalité (avec i fixé) n'a, au plus, qu'un couple (s , nj

de solutions. in effet, si

(1 + mq)S = (1 +ozi) ¢
(1+m9) = (1+ay) Gy
alors (1 + mqg) s-s' = /Qn' , donc il existe un entier N tel que
(1= m ) o1

ce qui impose s = s' et donc 0y = Lyt ° Donc le cardinal de 1l'ensemble des s,
tels que L (s, x ) = 0 pour un certain n , est inférieur ou égal & \ , &t

donc Lp(s ’ Xn) 40 si n assez grand.

Afin de compléter ce résultat, nous allons donner une majoration du nombre de

zéros de (s + 1) Lp(s + 2, X) dans un disque strictement contenu dans le disque
de convergences

On notera par cp(f) le nombre d'entiers inférieurs ou égaux & f et preriers a
b

LEGE 2. - Soit y un caractére de Dirichlet primitif peir, de conducieur £f,
. , Ty

soit n un enticer pair > 0, alors

1 1
(7) |Bn,x‘ z 'fxl (zn fml(n . 1)2(n+1)) o(f) -
On a
f-1 :
. X - )¢
(@ £ or, =T e T ST 0T (e )7

On pose, par convention, que fe =D e

I1 est clair que, pour tout o e Gal(K/Q) s OU

K'ZQ(X(]-) [ X(Z) 9 e o X(fx" 1)) ’

o) . C s .
v~ est un ceractere primitif pair.
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I1 cst clair, d'aprés (8), que fx B . est un entier algébrique de Q .
$ ]

Done, pour tout o e Gal(K/g) ,

f B
ENENNEEY
done
an,xl = mcﬂéid ‘fx Bn;v"')‘Bn:x| ’ ‘Bn,xl z maa?fid ’fx‘) 'NK/E(Bnyx)]

) N [ . O
Ur I’/Q n,X) Q n pose donc
Iy
K/U(B ):ﬁq avec N71 et D € 7.,
1 -

En utilisant (7), il est facile de montrer, en notant | |

| la norme archimé-

dienne sur Q, que
() W2 (£ e D) (s 1)1 g )
nie s X X

cer o(f) > # Gal(K/Q) .

Pour obtenir (9), on a majoré trivialement dans (8), (a+kf e

par
(f(n + 1)) ot ym () par 2°

On o aussi, de maniére immédiate,

5 . 1 \(D(f)
l‘nlm"\f(“n + 1)—1‘} s

et cn utilisant le fait bien connu que si Nn € Z et si INn|°o <A aveec Ae N,
. 1
alors |1\In| > g - Donc

1B, | = ifxl'l o) lz(n::I) (1)
; (2 f; (n+ 1) )

d'ou le résultat.

CCROLLATRE 2, - Si x est un caractére primitif pair, de conducteur f , alorcs

1
(10) LG5 013 15
p - Ipt wlep)
PR (e )7 22 470
X
D'zprés [4], on sait que l'on a

-an(l—n,x)z(l"an(p)Pn_l)B n Pour ne N .
Iy %W
Done, si n=2, IL(l,X)I—IB

2| ; on applique zlors (7) avee n = 2
et fx remplacé par p f , il vient 3 XW



3 oz L
, 5
X7 ((p fx)3 2% 3%

1
- X Tl
o(T )~ [P Xl

d'ot le résultat.
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THECRIMNE 2. = Soit x un caractére de Diriehlet primitif peir, de conducteur

f . Seit N (p , x) le nombre de zéros de la fonction (s - 1) L (s, %
M

18 aisque D(-1, )* avee O g < pp+ B

(11) . (p . <! (3o(p fX) + 1) log(p fx) + &o(p'i:X) logp 54
L

log Pp ~ log o

(ot [ ] désigne la partie entiére).

Soit he N tol que
p—h < 1 y 1
N LS PR
((ps) P 22 X X
Hemarquons que
& e(a), 5w %k w(a)
S R (NI P
a sk a a a
et que
|10g 9.(_3)_| S -1

(ici le log est le log p-adique [4]).

Donc, d'aprés les estimations précédentes et la proposition 2, on a

& -k
{(S+1)L(s+2,x)}l s € »)” N,
ds
ot par conséquent,
k
1 d -1 -k
(12) 1 > > WH <1 EpT] o
o ds

. ' k
Dene, si l'on pose (s - 1) Lp(s y X)) = Zkgo ak(s + 1)

{l ao| vérifie la minorstion (10) du corollaire 2 ,
(Iak[ , pour k> 1, vérifie la majoration (12) .

Nous notecrons log le logarithme réel en base p »

dans

De (13), on déduit imeédiatement que le polyndme de Hewton [1] de (s-1) L (s,%)
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ne peut pas aveir de cdté de pente strictement inférieurc &
e - log (|p £ x—l) -h-1,
p-1 P %

ot plus généralement le cAté de pente (k Pp = logp([p f&l_l) - h) 1/k est au
plus de longueur k . Donc, d'aprés la théorie du polyndme de Newton, le nombre
de zéros de (s - 1) ;p(s , X) » dont la valuation p-zdique est inférisure ou

égale & =~ logp o, est au plus de (h + logpffX p]-l)/(logp Py = logp 5)

Donc

-1
h + lo f
8p } erl

N (P ) X) <
1Y >~ lo - lo
gp Pp gp p

Or on peut prendre
h = (p £) 1o f + £ ) log (54
3(PPX) gpf 2p(p x) e, (54)
et on remarque que log |p fxi—l < logp(p fX) . D'ol le résultat.
Remarque l. - Ce résultat peut Stre amélioré dans le cas p=2 ou p = 3 sous
la forme :

B log(p fx) + C

b

14 N < A £f )+
(14) P(p ’ X) = (p X) log pp - log p

o A, B, C nec dépendent pas de y , mais il feut alors utiliser un théoreme
sur les zéros des polyndmes exponentiels dt & VAN DER POCRTEN - ROBBA ([A] ou [ #]).

Remarque 2. — Si l'on suppose que f = nlq.pn avec n assez grand, on pcut
aussi améliorer le théoréme 2 et obten?r une formule de type (14), en tenant compto
de ce qu'il y a un certain nombre de o € Gal(K/Q) qui se prolongent en des iso-
métries de -Sp . Mais, en fait, & cause du théoréme 1, cette amélioration cst pro-

bablement illusoiree.
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