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Groupe d'étude d'Analyse ultramétrique 2-01
(Y, AMICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)

6o année, 1978/79, n° 2 et 4, 14 p. 23 octobre et 27 novembre 1978

CONGRUENCES POUR LES NOMBRES DE SCHRODER

par Daniel BARSKY (*)
[Univ. Paris-7]

Résumé. - On montre que les nombres de Schrdder vérifient des congruences entre
eux. Ce résultat est obtenu en montrant que la fonction génératrice des nombres de
Schréder est, pour tout nombre premier p , un élément analytique p-adique au sens
de KRASNER sur un quasi-comnexe de C,_ . Pour obtenir ce résultat on est amené 2
étudier la croissance p-adique des Egefficients de la réciproque d'une série de
Taylor vérifiant certaines hypothdses.

1. Introduction et notations.

Les nombres de Schridder (sn)n>l

de B'(N) = B(N) - ¢ tels que ( B(N) est 1'ensemble des parties d'un ensemble 2
N éléments) :

[11] comptent le nombre de sous-—-ensembles &

(a) tout sous-ensemble 2 un élément appartient & § ,
(b) 1l'ensemble tout entier n'appartient pas a § ,

(¢) si B et B! appartiennent & § , alors : ou bien B < B! , ou bien
B'<B, oubien BnB'=¢.

On démontre [11] que la fonction génératrice de Burwitz des nombres de Schrider

2
(1) y = 2?;1 ®n nT
satisfait 1'équation fonctionnelle
(2) e -2y -14+t=0, s, =1,

1
Pour tout nombre premier p , nous définissons la valeur absolue p=-adique sur
Q ([1] ou [14]), notée '.Ip , ou

normalisée par |p| = p_l +» On note, si a € §+ , la partie entidre de a par

8i aucune confusion n'est & craindre, et

[a] , clest-2~dire, a ~ 1 <[a] < a . Nous allons montrer dans la suite de 1'expo-
sé que, si p# 2 ( p premier), si cp est un nombre algébrique tel que
Cp—l =2 , alors

P
(3) |5n+r(p,h) c;n“r(p9h) - sn c-nl < p-(h/z) pour n > 2h + 3 igg}; +9,
ot r(p, b) = (p - 1) p2r+3(log(n)/log(p) 49

Respectivement, si p =2,

(4) s |, 22,

(*) Texte regu le ler octobre 1979.
Daniel BAR3KY, UER Mathématiques, Tour 55, Université Paris-7, 2 place Jussieu,
75221 PARIS CEDEX 05.
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Pour démontrer ces résultats, nous ferons usage du théoréme de Lagrange-Biirmann
[11] qui permet le calcul des coefficients de Taylor de Y = F(X)(F(0) = 0) en
fonction de ceux de X = G(Y) tel que

F(a(Y)) =Y et &(R(X)) =X .

Dans le cours de l'exposé les notations suivantes seront utilisées (ce sont
celles de [1]). On désigne par p un nombre premier, N, Z, Q, R ont leur
signification habituelle, ‘ |P (ou l I si aucune confusion n'est 2 craindre)
est la valeur absolue p-adique sur Q , normalisée par Iplp = p"l H zp ’ Qp
sont les complétés de Z et de Q pour la valeur absolue p-adique, QP est le
complété de la clBture algébrique de- Qp" 5i ae€ Qp et pe€R, p>0, nous

noterons
Bla, p)" = {X € €5 Ix-al so} et Bla, p)"={Xxeg ; [Xx-a <p}.

Nous utiliserons la notion d'élément analytique au sens de KRASNER sur un quasi-
connexe de Q? (efe [1], [14] ou [15]). En fait pour démontrer (3) et (4) nous mon-
trerons que 3z = Z£Zl Sy
quasi-connexes de gp . Le lien entre les propriétés de prolongeabilité analytique

£t est prolongeable en un élément analytique sur certains

au sens de KRASNER sur un quasi-connexe de QP dtune série de Taylor de QP[[t]]
et les congruences entre ses coefficients est donné par le théordme de ROBBA [15],
qui généralise un résultat antérieur d4'Yvette ANICE [2]. Nous nous sommes déji
servi de ce lien dans les articles [3] & [7]. En fait, ce que nous démontrons ici
est une version effective du théordme de FUJIWARA [13]. En effet, la série

y = Z£>4 s, t%/nt  vérifie 1'équation différentielle algébrique
i 3F
(5) y'(t -2y +1) =1=0 avec 5 (v,9 D=1,

ou F(y , y', t) désigne le premier membre de (5), donc, d'aprds le théordme de
Fujiwara, la suite (sn)n>1 est périodique mod(ph) 3 partir d'un certain rang
(dépendant de h ). Ces résultats sont & rapprocher de ceux de CARLITZ [8] & [10].

Cet exposé a bénéficié des conversations que j'ai eues avec P. BARRUCAND que je

remercie.

2. Quelques transformations formelles.

On peut réécrire (2) sous la forme

(6) t=1-el+2y=1-¢e+21og(ed =1 +1).
On peut donc écrire formellement, car y = §£>1 sn tn/n! et Y=6 -1 sont
s n”
des paramdtres locaux de gp[[t]] = £Z£;O c,t ; c € QP} R
v n
=& - _gnt Lol — 1)
(7) t=el - 1+2 §£;2 (- 1) =

ou encore

T

-1
(8) t =Y+ 2 2522 (- 1)t =,
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Soit p un nombre premier, et soit c¢ € C - {0} un paramétre que nous choisi-

rons ensuite au mieux. I1 vient

(9) e®% = exple(Y + 2 2532 ﬁ;;%%f:i‘yn)) ;
on pose
-1
(10) exp(e(Y + 2 Zn,>2 .ﬁ:__ll.}.r.l._ ™)) =1+ Zn,>1 b_ ®

ou bn = bn(c) € QP o On choisira c¢ de telle sorte que la croissance p-adique
des bn (1. e. la croissance lorsque n tend vers 1l'infini de Ibnlp ) soit

aussi lente que possible. Pour cela, utilisant une idée de DWORK [ 12], nous allons
chercher 3 écrire

n-1 _Y__;_)

(11) £(Y) = (T + 2 2£>2 (- 1)
sous la forme

(12) £(Y) = log(1 - a; T1) ,

zi;ﬂ

et nous allons donner une estimation de lai]p

En fait, on a le résultat général suivant,

3. Quelques estimations sur les séries réciproques.

THBOREME 1. - Soit

(13) £(1) = exple 2, e n%l-l- =Ty (1 -0 1,
avec e, € C , lenlp 1 et eg=1, ce ¢, - {o} .
Si c est tel que Iep - P <t et |c]p <1, alors :
(1) a; = ¢,
(11) fa,l s lel, 8L 1sns2p -1,
(158) Ja | < lol op®/222)=(/p=1) pour py2 ot 3,
lagly € 16332 pour 523,
gl < ol 2 powr p=2

Dénonstration. — Formellement au moins (i. e. pour la topologie T-adique de

Qp[[T]] ), il est toujours possible de trouver a; € Qp y ie N, tels que

-1 n i
(15) exp(ec an e,n T ) = 1>1 (1 - a; T ) .
BEn effet, en dérivant le logarithme des deux membres de (15), on a 3
( é 5 n-l1 < iai Ti_l
1 ) c n>l en T = Li;l :

i
1l - ay T
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on notera, pour i et nelN, ifn si, et seulement si, il existe k € N tel

que n = ki , alors

e

. (n/1)
(17) ce = zﬁln i.a; .
Done, puisque e = 1,
(18) 8 =c.

Supposons maintenant que |en|

(19)

p~S 1 et que Iclp.s 1+ I1 vient

= 2—1(ce2 - c2) s

82

donc, si p#2,
(20) IagiPS‘c‘p ’
et par récurrence
(21) Ianlp < Iclp pour 1<n<p-1.

On a
(22) 8, = p-l(cep -cP .

Si lep - cp-l‘p <pt et c#0 , alors laplp < |clP y et par récurrence il

est alors clair que

(23) Ianlpslclp pour p+1<ng2p~-1.
Enfin,
(24) |a2plp\<p|c|p si p#2 et 'a4‘2~$4|°|2 si p=2.

De (17) et de 1'inégalité ultramétrique, on tire
-1 . =1 i
(25) lanlp < sup(lcen n Ip , suplsis,ilnlln agn/ )Ip) :

Utilisons le fait que, pour 1<ig<2p -1, lailp < |c|p , il vient

-1 -1, (n/i) -1, (n/i)
1l < suplleny 27 s s gl 1001 gyl s
(26)
-1 -1 . (n/i)
Ssup(lgfqu?i NP 2p$i%;11?i|n|n a0 p)
(n/i)
car |e | <1, |e < lely

Pour démontrer (iii), pour p # 2 et 3, il suffit de montrer (a) et (b) ci-

dessous, pour n > 2p et iln ’

{(a) 2pn— 77D - > [1og(n)/10e(p) ] ,
(27) {
z\(b) 2pn- 577 - T2 (n/i)(zpi_ 5 -5 L o) + [log(n/i)y
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ou encore il suffit de montrer, pour n > 2p et i|n ’

(a) comme en (27)

(28)
N 1 Llog(n/i) ]
‘(b’) ((n/l) 1) P - 1 "[ Tog(p) ] 203
pour p =3, il suffit de montrer que, pour n > 6 et iln ,
2n 1 -log(n
‘((5-3) "-7"“"2"2[_10g 3 ] ’
(281) {
1(b5) ((n/1) - 1) 5 - [l‘{fénél 120
pour p = 2 , il suffit de montrer, pour n >4 et iln ,
3n login
(32) T-l?[og2]
(28")
(b;_) (n/i) - 1 - [hTié‘I(l‘gl] >0 .
Etudions, pour p# 2 et 3, x >2p, la fonction
o x 1 log(x)
(29) £ = g7 - 51 - [reate)d
On a
(30) £(x) 2 5= L logln) (),

2p - 2 p -1 Toglp) ~
Si 2p<£x <L p2 -1, alors

Llog(
[_l_g.g%}]:l et f(x; 2px_2-p—l

donc (a) est démontré pour 2p < x < p° = 1 &

-

I

. 2 , oy L 1
Si x > p° , nous allons montrer que g(x) >0 . En effet, g'(x)= 5 T Tog T
donec
2p = 2 2 .

' - =

g(X)—O pour X—mgp S1 pZB,
et

2

2y p 1 p + 1 1 ,
g(p)_zp_2 =1 2 24 -2—p_1;0 si p=25.

Donc (a) est démontré pour p #2 et 3.
Démontrons (a,). On étudie la fonction, pour x 24 ,
v _3 . _ 4 _ rloglx 3. _ log(x) _
£ () =gx -1 -5zl 27 - 1 - Togtay = &2(8) »
on a
gli(x) = 3. L gi(x) =0 pour x = 4 <3 et g,(4) =0
2 4 ~ X log(2) ? 2 - 3 Tog(2) S 2 - ’

done (a2) est démontré.

Démontrons maintenant (33)'

2 1 log(x 2 1 log(x)
fB(X) =7X--§—[log3 ] 217-){—-2—-10g3 =g3(x) )

1og(x _ _ 2 1 .
Toal3 ] =1, et donc f3(x) =wX-5- 1>0.88 x>9,
7

2 1 1
ey(x) = 7-7oaaT » &%) =0 powr x = ooy <9 et gy(9) =3-3-2320.

si 6<x<9,ona [
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Donc (a3) est démontré.

lontrons maintenant (bi), (bé), (bé). Il faut donc montrer que

__ X 1 log(x
(31) £(x) = ST oT [log > 1>0 pour x 22,
car n/i 22 . 0r
-1 log(x)
2 f > x - = Y
(3 ) -'-(X) 77 =1 Tog(p) g(x)
On constate que, pour 2<x <p-1, ona f£f(x) 20 et de méme, pour

p<x < p2 -1, o0na f(x) >0 .51 x 2 p2 , alors

1 1 1L _ .2 2y _ p°=
g'(x) = Sip-5Torey €' (%) = 0 pour x = RmEy < p” et g(p%) = g-220 .

Le théoréme est démontré.

Posons alors

- H-2) o ao et 3, o = 5(2/7) , = 2(3/4)
. A r, =27,
COROLLAIRE 1. - Soit
exp(c §£>O en~%;) = rlgi (1 - ay Ti) = 2520 b ™,

. -1 -1
oh e eC ‘en]p‘g Ly eg=1 gt ceg - {0} tel que [P - ep|p <P
alors

(1) by=1, b =c et |b

(11) oyl < lel

8i n<£2p-1,
n
r our n = 2P .

Démonstration. - En effet,

(33) b, =2 (- 1) 25(1) 3(2) *** &i(k)

la sommation portant sur les k-uples (i(1) , i(2), ..., i(k)) € EF tels que
1i(1) + i(2) + oo + i(x) =n, i(1) >i(2) >... i(k) >0, i<k<gmn . Done

dtaprés 1'inégalité ultramétrique,

k k
lbnlpssup(iai(l)lp e ai(k)‘p) ssuplﬂgsn (‘C |P pg rp) < Iclp p; I'p ’

dlol le résultate.

COROLLAIRE 2. — Avec les notations du corollaire 1, les coefficients (c ) o de

la série
: n n-1y~1
(34) Zn;O c, T = (anl b T°77)
vérifient les indégalités :
(1) o = c-l ’

(ii) lcnlpsldgl si lsng2p-1,
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(iii) Je lo| 7t pour n > 2p .

nlp b p

(1) et (11) sont clairs par un calcul direct. Par ailleurs, pour tout
T € B(0 , p ) ,ona |2 >l b Tn—ll Ic'p dtapres 1'1nega11te ul tramé trique

et les 1nega11tes du corollalre 1. Donc la série 2 n>1 bn L Y pas de zéros

dans le disque B(0 ’ pp ) ce qui entrafne que la série de Taylor

Nn=-1y=1
(Zn?1 b T )

converge dans ce disque et, en outre,

-1y~ | Cpsy by

)T < el
TeB(o,pP

sup

d'ou, d'aprés les inégalités de Cauchy (cf. [1]), les indgalités (iii).

Rappelons maintenant une forme du théordme de Lagrange-Burmann sur les coeffi-

cients de la réciproque d'une série formelle.

’ A ) .o
THEOREME (LAGRANGE-BURMANN), - si a(T) = n L by i et T(z) = n>1 d 7% sont

tels que 2(T(2)) = z et T(Z(T)) =T , alors dn est le coefficient de TPt

dans la série de Taylor en T de (2 >1 b Tn—l)-n—l z1(T) , ol

' _ n-1
7z (T) = n;i b T .

Démnonstratione — D'apres [11], si 1'on note C (g) le coefficient de T" dans
la série g(T) =

n;O 8, i s On a

C (@ =ntC _ (v/z()" .
Z T

Posons (7/z(T))" = 2£>O bén) ™ , done

nr™! gg(7)

n (n i
(m + 1) b( ) qm + 1) Z(T)n*l aT

z(m)™

clest-a~dire

nbiﬁ) = (n+ 1)b(n) n CTn_l(T/z(T))’“““1 SE%%EZ .

Done
1.(n) _ n+l az(T)
o) ¢ (r/amy)mt ED)
COROLLAIRE 3. - Si 2(T) = 1 Py = gp[[T]] vérifie les inégalités (i), (ii)
du corollaire 1, et si T(Z) =2 dn 7 est la série réciproque de Z(T) (i. e.,
(z(T)) =T et Z(T(z)) =2 ) alors :

(11) Ja,l, < fell? 81 ns2p -1,
| I-n n-1

(111) fa | s pp  SL
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Démonstration. - Posons (Zﬁ>1 b Tm—l)—n = Zh>0 bmn) ™ | d'aprés le corollaire
2 o0n a - -
|b(n)| < lo]™ & s > 2 | (n)' <le|™ s
n lp S c p pp si m>2p, bm p S e o si 1 <m<g2p~-1
et
(n) -n
‘bo ‘p"lc!p .
Donc si
5 r-1y-n~-1 m-ly (n+1) m
( m>1 bm ) (Zle mbm ) = Zm;O €n T
on a
n+l - . +1 - .
] <ol et mzop, [ s lol s 1snsa-1,
Or, d'apr®s le théoréme de Lagrange-Burmann, dn = gﬁf{l) , on a done :

gl < lel " p;_l sionz2p et |l slel® s ong2p-1.

THEOREME 2. - Soit Y = Zn>1 a, ™/n! € Q?[[T]] telle que sa série réciproque
-2 n i - =
T = n>1 e Y'/n satisfasse e, = 1, et Ien|P 1.
. p-1 -1 _ e _ .yn .
Soit c € Q? tel que |e - ep!p <p , alors Y= 2521 bn(e 1)" avec :
. -1
(1) bl =cC ’
s -n .
(i1) |bnlp~<10ip si 1<£n<g2p-1,
(113) |l < lelT® o)™ si n22p,
I I I L A
Démonstration. — En effet on a, si c € Qp :
cT oy
(35) e”" = exple Zﬁ;& e, o) =1+ Zﬁ21 B, ™
et, si Icp_l - eplp.s p“l , alors Bn satisfait les inégalités du corollaire 1.
Le corollaire 3 permet alors d'écrire Y = §£>1 bn(eCT - 1)n , Ou les bn satis-

font les indgalités (i), (ii) et (iii) du corollaire 3. D'ol le théoreme.

Y . . . 1 -‘l
LEMME 1. = Soit °o € Q? ’ |ep|p«$ 1,81 ce QP vérifie lcp— - ep|p.$ P,
alors :
(1) ou bien ]eplp > pt et |c - e;/(p-l)| <pt lepl;P+l , '°‘p=|epl;/(p_1)
(i1) ou bien |ep]p < p"l et lc‘p < p-l/(p-l) .

La démonstration est évidente.
Dans le cas (ii), on peut, si on le désire, choisir c¢ = pl/(P—l) .
THEOREME 3. - Avec les hypothdses et les notations du théordme 2, la fonction

Z = Z£>1 a, ™ est un élément analytique au sens de KRASNER ([14] ou [15]) sur
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1'ensemble

c, = 50 1/(p-1) ’ '-1 _ Ui: a7l oL p—p/(p-l) 9£|0|p)+

’

avec la convention c¢ = pl/(p“l) si le |

Démons tration. -~ Considérons la transformation de Laplace formelle £ de

QP[[T]] , définie par £(T"/nl) = T, et prolongée par linéarité infinie sur
gp[[T]] (cfe [3]-[7]). On a E(eaT) = (1 - aT)-l pour tout a € gp . Donc

= 2(0) = I by B (= DPF )0 - ey

_5 (n?)c" ¢
T o>l n {1 = cT){1 = 2¢T) see (1 = ncT)

od les b~ vérifient les inégalités (i), (ii), (iii) du théordme 2, Or si 1l'on

pose

[ n T] (nt)c”

=TI = )1 = 2¢T) +s (I = oty ?

on a
lim ., sup I o olb |
n: TECP c,0, T np

Diol le résultet.

COROLLAIRE 4., - Avec les notations et les hypothéses du théoréme 2, la suite

(a ) 1 est presque-périodique au sens de ROBBA, c'est-ad-dire que, pour tout

n’n
e >0, il existe n et T  tels que : n2n entrafne |a L e

—a |
n n,+Te P

Clest une application du théordme de Mittag-Leffler p-adique (ef. [17], [15] ou

[33-L71).
4. Conséquences pour les nombres de Schridder.
On va appliquer les résultats précédents au cas des nombres de Schrdder.

THEOREME 4, = Soit t =1 = e + 2y avec y = Zn>1 s, tn/n! « Soit p un nombre

premier. Soit cP € gp tel que Icg_l - 2! < p“l . Alors
y = Zh>& N p(exp(c t) - 1)

avec

(i) hl = c-l

P "n-1 [1og(n)/1og(p)] -
1) In, | <o, le |% pour n > 2p,
~n_[10g(n)/106(p) ]
(1i1) |n | < e pour 1<ng2p~-1.,

n,p'p = 'plp
Démonstration. — Posons e’ - 1 = Y , alors, d'aprés (8),

)n-l _Yf_

t=Y+2Zn?2(—1
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1/(p-1)

Donc, si c, = 2 y on a, dlaprées le théortme 2,

Y = Zn>1 n p(exp(c t) - l)n

ot les b > vérifient les indgalités (i), (ii) et (iii) du théordme 2 ; donc
H

Y e1=2 (exp(c t) - 1),

e n>t n

ou encore
n
= log(1l + Z‘/l bn,p(exP(cp t) = 1)%) ,

ou encore en développant formellement

T

n
Y =S h p(exp(c t) - 1)

h “Ly, 1 1
avec ] plp < suplk 1(1),p" 1(2),P 1(k) ou le sup porte sur les

k-uples (1(1) » 1(2) , oo, i(k)) € N€ avec i?l +1(2) + eee +i(k) = n et
1£i<n, 1<k<n, Dol les inégalités (i), (ii) et (iii).

n

THEOREME 5. - Soit z = 2 st la transformée de Laplace formelle de la

n>1

fonction génératrice de Hurwitz des nombres de Schrider. On a, pour tout nombre

premier p ,
_ n n-k (n -1 R 1/(p-1) .

(a) z = Z£;i hh,p Z£=O(- 1) (k)(l - ke, t)7" , o o, =2 et ou les

b > vérifient les inégalités (i), (ii) et (iii) du théordme 4.
, du_theoreme

(b) (%) est une fonction analytique p-adique au sens de KRASNER ([14] ou
[15]) sur 1'ensemble

b Y e R
C = Py= _u: i Py#
plep) = B0, pF)7 U | BUT o” , o F)
avec ap":pfi-_ P7£2 _e_t 3, 0’3=9/49 &2::4/3.

(¢) =z(t) est un élément analytique p-adique au sens de KRASNER sur le quasi-
connexe ([14] ou [15])

1/2 P— - -1/2

:B(O, /)+ B( l’ 1/ )+
i= P P

respectivement, C, = B(O , 2)t - B(2-'l , 2-1)+ y borné en norme par p6 sur C

pour p # 2,

our p#3 et 2, respectivement par 3° sur C et 22 sur B(O , 2)-
povr ’ 3 9 S par sur

Démonstration, - On a, d’aprés le théoreime 4,

y=2 n>l °n _T' Zn>l n p(exp(c t) - 1)*

o les h_ vérifient les inégalités (i), (ii) et (iii) du théortme 4.
1
On a donc, par transformation de Laplace formelle :

z(t) = n>l s, " = anl LI i;o(' 1)B7k @ - ke )™, atou (a).

Considérons chaque terme

~k (n1)t" :
(37) h ZE;O( 1) (n)(l kc t) ~ ,p (1—c t)?.?(l—nc %)'°§ hn,p[cp,(r)l,tJ ¢
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On veut déterminer a% € g+ sy D> p;p >1, tel que

(38) limn_.mlhn,P[cp , 101 , t]lp =0 pour te Cp(ap) .
I1 suffit donc de réaliser, pour

(39) TEETg?T?XE o -3 i T+ 2p1; =<0 pour p #2 et 3,

(39) -1/2 + = ag +2/7T<0 pour p= 3,

(39) -2+ §'°% +4/3 <0 pour p=2 .

On obtient donc :

o <p pour p#2 et 3, oy <9/4 et o, < 4/3

L

car on a imposé p22 2 . En outre, si 0 < BP < qp , la limite (38) est uniforme
sur C (B ) (respectivement sur c, ). hutrement dit, pour 0 <B_ < a_ , 2(t)
est par deflnltlon un élément analythue 4 la Krasner sur Gp(ﬁp) (resp. C ) ’
donc par définition c'est une fonection analytique & la Krasner sur Cp(qp)

(resp. 62) , dtou (b).

B
Prenons alors B tel que ot = p/2 pour p#2 (i. e B,=» -1 pour
pP#3 et 63 = 7/4 ). Un calcul simple de maxima montre que
n 6
(40) SuptEG%(p—l) sup, ., Ihn e, 0, t]!p <p pour p#2 et 3,
n 5
<

(41) Suptec (7/4) Supn/ll N 3[ 3 , t]IB $37,

n 3
(42) - SPgeg, sup sy 1By ol ¢y s O, gllos2,
d,Oﬁ (C)o

THEOREME 6. = Les nombres de Schrvder satisfont les congruences suivantes :
1)p2h+6(log(h)/log(p))+9

(1) Pour p # 2 g%' 3, posons r(h) = (p - , alors,
loglh
pour n > 2h + 6 Toelp) 9, o)
-n o BT h), =h
EX °s ~ ®n+r(n) © lp &P -

(ii) Pour p = 3 , posons r(h) = 2,33h*6(1°g(h)/10g(3))+9

n > 3h+ 6 (log(h)/10e(3)) + 9,

y alors, pour

| -n -n—r(h) < o-h
1%n €3 = Snir(n) ©3 |3 3.
s _ -n+3
(iii) Pour p =2, ]snlz.s 2 .

On part de l'expression

n_ 3 n-k,n 1
Zn>l %n v = “n>1 hn »D k O( ~1) ( )(l—kC t)"

]



2-=12
Si p#2,

sup _IZ s t =2 h [ n N
%B(0,1) n>l n =1 n,p cp » 0, t'p

) /( (n)/1og(
-n/(p-1) 2 log(n)/log(p) n-l
S " n>n (n) P P fp
si 1l'on désire que le premier membre de (43) soit inférieur 2a p"h il suffit que

le second le soit, et par conséquent il suffit de réaliser

n, (h) log(ny(n)) 5
-3t Ty T HmozS B

il suffit de prendre

_ log(h
(44) ny(n) = (2p - 2)(n+ 3 12555+ 9) .
D'apreés le petit théordme de Fermat, si k est premier & p ,
m=-1
et, si p divise k , |kn|p.$ p % . Donc, si 1llon pose,
(h)
nO h n ] - Z s tn ,
n=1 N, P cp , 0, ¢t n>l "n,h
_ log(h)
on a, pour n > nl(h) =2h + 6 13§r§7'+ 9,
-n -n-r(h)
lSn e -~ Sn+r(h) P l
Le cas p=3 se r?gie de méme en remplagant Pp PaT py . I1 vient
_ 14 loglh
no(h) =3 (h+3 TEETET 9) , le reste des calculs est identique au cas p > 3 .

Le cas p =2 est un peu différent. On utilise les inégalités de Cauchy sur
B(0 , 2)7 (ef. [1]), et il vient Isnl2 <22 o™ , d'aprés le théordéme 5.
Remarque l. - Les constantes ne sont pas les meilleures possibles. En outre, on

n'ta pas utilisé toutes les informations contenues dans le théoréme 5.

Remarque 2. -~ Les résultats obtenus au théoreme 6 sont en fait des congruences

pour les s, car se sont des entiers naturels,

5. Généralisatione

En fait, les résultats du paragraphe 3 sont une manifestation de la généralisa-
tion suivante des résultats du paragraphe 2. On note ép 1'anneau des entiers de

C_»
P

THEOREME 7. - Soit P un nombre premier. Soit t = f(y) e ygp[[y]] . Supposons
qu'il existe g(y) e ygp[[y]] tel que :

t= 2 a igi%llf- avec a; = 1 et la_|

n>l m n'p

o~

<1,
et si g(y) =T, alors

)| P =o0

n .
bn T avec llmndmlbn p Pp ’

Yy = anl
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ol c¢ est défini par la condition c¢ = al/(p—l) 8i [apl > p-l y et csz/(p—l)

|a I p"l Sous ces hypothéses, on peut écrire y = n/n, , et

p'p ™ nz1 °n
z =2 s t% est un élément analytique au sens de KRASNER sur B(O Icl -1 c cC .
n>l n ~P

Démonstration. - On éerit t = 2 ™/n , donc, d'aprés le théoréme 2, si c

a
n>l n
est défini comme ci-dessus, on peut écrire

> ct n -n n-l
T= g £ (e = 1)" avec £ e g, et lfn!p < e | S
Done
ct n
g(y) = 2521 fn(e - 1) ’

et par conséquent

ct ct m

= m>l b ( n>1 n - 1)%° m>1 dm( - 1)
(2) n(k;

avec ‘dmlp < sup]bn 1(l§ 1(2) eoe fl(k ‘p , le sup portant sur

n+1(1) n(1) + eee +21(x) (k) =m, 1<k<n.

I

Il vient donc M!pswnpcp %

- . Aprés transformation de Laplace for-

nelle, il vient

n n-k (m -1 n
2= s G ko1 (DU -ket)T =l o, 4]

’

Le résultat est immédiat car

sup la [ g t]l

n n—-1
n!]p
teB(o,|c|;1)' m=e , 0,

< Ibn c

P

D'aprés le critdre de Robba [15] ou, si 1'on préfére, d'aprés le théoréme de

Mittag-Leffler p-adique ([1] ou [15]), le théordme précédent entratne que la suite

(sn n>1 est presque périodique au sens de Robba [15], c'est-a-dire que, V € >0 ,
i n, , 1T, tels que, ¥ n 21,4, |sn+T - Snlp €e.51les s appartiennent a

1t'inégalité précédente est équivalente & des congruences entre les s
Q9 g 1Y q n

(simplement en revenant & la définition de la norme p-adique).
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