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FONCTIONS ANALYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES

SUR CERTAINS CORPS VALUES AU SENS DE KRULL

Yvette PERRIN

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
6e année, 1978/79, n° 17, 7 p. 26 mars 1979

[Univ. Clermont-Ferrand]

Dans un exposé précédent [3], nous avons présenté une notion générale des fonc-
tions analytiques d’une variable sur certains corps valués au sens de Krull. Nous

nous proposons ici de généraliser cette théorie aux fonctions de plusieurs varia-

bles,

Rappelons ce que nous entendons par "certains corps values au sens de Krull".

Si l’on considère les corps valués les plus généraux, c’est-à-dire les corps mu-

nis d’une valeur absolue prenant ses valeurs dans un groupe totalement ordonné de

rang quelconque, ceux sur lesquels une analyse non triviale est possible se répar-
tissent en deux groupes :

Le premier est constitué des corps dont la charpente [ 1] du groupe des valeurs ,a

un plus grand élément, c’est en particulier le cas des groupes de rang 1 dont la

charpente n’a qu’un élément.

Le deuxième est constitué des corps dont la charpente admet une suite cofinale

dénombrable.

Le premier cas conduit à une analyse très proche de l’analyse ultramétrique clas-

sique. Nous nous plaçons uniquement dans le deuxième cas.

Nous considérons donc un corps K muni d’une valeur absolue 1 t dont le groupe

des valeurs 0393 , totaleuent ordonné, admet une suite cofinale dénombrable de clas-

ses de comparabilité. Nous supposons de plus K complet et algébriquement clos. Le

fait que r ait une suite cofinale de classes de comparabilité implique que
l’anneau t~ de valuation de K ait une suite décroissante d’idéaux premiers d’in-

tersection (0) .

Nous nous donnons pour toute la suite de l’exposé une telle suite d’idéaux, strio-

tement décroissante, (~) y telle que

|PK| désignant l’élément du complète de Kurepa fi de r correspondant à la

classe inférieure de la coupure de r, définie x E ~.) .
Nous dés ignons par l’anneau des fractions de OL déf ini par fK , et par

(*) Texte reçu le 11 juin 1979.
Yvette PERRIN, Mathématiques y Université de Clermont-Ferrand, Complexe des

Cézeaux, Boite pos tale 45, 63170 AUBIÈRE.
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K@ son corps résiduel.

Soit n un entier strictement positif, (r u étant muni de

l’ ordre produit 9 on défini sur hn une application9 que notera encore l ,

et appellera valeur absolue, à valeurs dans (r u (0)) par

Si r E 1‘‘n w et a E K , on appellera polydisque de centre a de rayon r , l’ en.-

Semble D(a , r) des x E K tels que |x - a|  r .

Enfin, ~~. ~ E l~n est un X 1 ... X n une 

d’indéterminées on notera

et, si

Une série de Taylor converge soit partout sur K , soit presque nulle part,

ctest-a-dire seulement sur certains hyperplans

i étant tel que il existe E N tel que, pour tout ~ ~ ~ on ait % # 0 .

Le problème du prolongement de la somme de telles séries ne se pose pas. Nous

allons essayer de définir sur certains sous-ensembles de K une famille de fonc-

tions que nous appellerons analytiques et qui comprendra les sommes de séries de

Taylor et de Laurent convergentes sur de tels sous-ensembles. Nous demandons à cee

fonctions d’être de classe C et de vérifier le principe du prolongement analyti-

que. Comme en analyse ultramétrique classique nous définissons ces fonctions à par-

tir des éléments analytiques.

1. Ensenbles analytiques.

Définitions. - Soit D une partie de Kn , f : D 2014~K est appelé élément ana-

lytique sur D si f est limite uniforme sur D d’une suite de fractions ration-

nelles sans singularités dans D .

Nous noterons H(D) l’ensemble des éléments analytiques sur D .

Une partie D de K est un ensemble analytique s i tout f E H(D) qui s’annule

sur un polydisque contenu dans D s’annule sur D tout entier.

THÉORÈME 1. - Tout ouvert de K est un ensemble analytique.

Démonstration. - Ce résultat a été démontré dans le cas n = 1 Soit D un

ouvert de Kn , f un élément analytique sur D, y nul sur le polydisque D~x~r~ .
Soit une suite approximante de f . Par la translation x -~ x - x.. , on
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peut se mamener au cas où D contient 0 , y et où f est nul sur le polydisque

D(0 , r) . Soit y un point quelconque de DB(0) . Ilontrons que f(y) = 0 .

L’ensemble A = {À E K ; 03BBy E DJ est un ouvert de K . La fonction

est un élément analytique sur A , limite uniforme sur A de la suite de fractions

rationnelles fyk sans pôles dans A.
r.

Sur le disque D(~ 9 f~( ~ _ 0 .

fY vérifie le principe du prolongement analytique sur l’ouvert A de K, donc

f~(B) == 0 pour tout À E A . En particulier, 0 = f(y) . Ce résultat nous

conduit à définir les fonctions analytiques par prolongement d’élénents analytiques

sur des familles enchaînées d’ouverts.

2. Fonctions analytiques.

Définition. - Une application f : D -..~ K est une f onc tion analytique sur D

sil existe une enchaînée d’ ouverts telle que la restriction de

f à chaque 0. soit un élément analytique sur 0. ,
Nous allons montrer que le prolongement ainsi défini conduit à des fonctions glo-

balement uniformes , c est-à-dire que l’on a le résultat suivant :

THEOREME 2 : 1 Principe du prolongement analytique uniforme. - Soit (Di)1ip une

famille f inie d’ouverts te ll e que, pour tout

Soit y pour tout 1 e {1 , ... , p) y fi ~ H(Di) . On suppose que, pour tout
le {1 , ... , p - 1} , f. et fi+1 coïncident sur D. ~ Di+1 . Alors f. et

fP coîncident sur D. 

Pour démontrer ce théorème nous utiliserons les propositions suivantes :

LEMMME 1. - Soit Q(x) == 03A3 a03B1 X03B1 , un polynôme à coefficients dans 03B1p tel que

Q(o) existe x~ tel que, dans kp , Q(x) =0 , alors il existe

ye (~)" tel que Q(y)=0 j~ )x-yj  ()PJ , ... , jPJ) == 

Démonstration. - Ce résultat a été démontré dans le cas n = 1 E3~*

Soit x= 
... ,n} 

tel que Q(x) = 0 dans kp .
Considérons le polynôme à une indéterminée
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a a ses coefficients dans 0152@ puisque, pour tout ~ ~ a E et xi ~ t‘~~
pour tout i.

Dans kp , §(1) =0 .

donc il existe ~.=CL tel que lÀ - 11  I@I ,et ~(À) = 0 .
Soit y= (y,),-f. ,...,n) ~ Kn tel que, pour tout i , y_ = 03BBxi

Définition. - Ün ouvert D de Kn vérifie la propriété (X) s’il existe

r OE rn tel que, pour tout x E D , le polydisque D(x, r) soit contenu dans D .

LEMMe 2 . - Soit f un élément analytique sur un ouvert borné possédant la Qg-

priété (X) e-t contenant 0 , f admet une Suite approximante (fk)k~N telle

gQ :

Pour tout x E D et tout k é N , 1 f (x ) - 1  

Ii existe ka E N tel que , pour tout k ? ka’ fk E i, (x) .
K~

Pour tout k ) l’élément fk de est irréductible.

Démonstration. - K , étant algébriquenent clos, est initialement dense. Il en

résulte que, pour tout polynôme à une indéterminée p(X) = 2.:. 1. a. l. Xi , on a :
, i 

1

Pour tout r ~ 0393 , supi|ai|r1 = sup| x|r |P(x)|.

r est une valeur singulière si, et seulement si, il existe x tel que P(x) = 0

et )x( 1 = r .

Ces propriétés sont encore vraies pour les polynômes à n indéterminées. Si

Q(X) ::: Z 
0153 

a 
01 

pour tout r E P , on a :

sup03B1|a03B1| r03B1 = sup x ( $l 1 .

r est valeur singulière si, et seulement si, 11 existe x tel que )x) = r et

Q(x) == 0 .

Elles se démontrent conne en analyse ultramétrique classique par récurrence sur

n [5 ].

Soit D un ouvert borné àe K~ contenant 0 , et possédant la propriété (x) .
Soit f E R(D) , et (fk)kEN une suite approximante de f sur D .telle que, pour

tout x OE D ,

Posons f k == et supposons %~0) = 1 .
On montre alors facilement, à partir des propriétés de la fonction de valuation
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d’un polynôme P y r ~ supxr )P(x)j 1 et, en tenant compte du fait qu’un poly-

disque r) est existe kl tel que (X)
quel que soit k ~ N . Donc pour 

l

Si bP notons ~ 11élément de k@ x (X) , défini par

?.(X)=(I~ X~/~ ~ désignant la classe module ~. ~

Soit gk e K(X) tel que, dans = gk , ’g. étant irréductible.

Soit ka OE N tel que D j  infi(ri) . Diaprés le lemme
précédent, quels que soient x e D et k # 0 donc

Il en résulte que la suite g. est une suite approximante de f sur D .

PROPOSITION 1. - Si A et B sont deux ouverts bornés de Kn vérifiant chacun

la propriété (x) y et non disjoints, tout élément analytique sur A et sur B

est élément analytique sur A u B .

Démonstration. - Par une translation, ramenons-nous au cas où 0 E A n B . Soit

Soient fk une suite approximante de f sur A vérifiant les conditions du

lemme 2, et gk une suite approximante de f sur B vérifiant ces mêmes condi-

tions.

Il existe tel que, pour tout x eD(o r) et k assez grand, on ait :

donc

Il en résulte que, pour k assez grand vérifiant 1 n  r , f. = g. dans

(x) . Quel que soit x OE B , dans n’ est pas pôle de &#x26; en vertu du

lemme 1, et puisque f. et gk sont irréductibles, x n’est pas non plus pôle de

Donc, pour tout x e B ,

et par conséquent la suite fk est une suite approximante de f sur A u B .

PROPOSITION 2. - Soit D un ouvert quelconque de Il existe ,une suite crois-

sante d’ouverts bornés , vérif iant la propriété (K) dont la réunion est

égale à D .
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Démonstration. - Soit

B = {x ~ D tels qu’il existe y E tel que lx - 

alors

COROLLAIRE 1 . - Soit famille enchatnée d’ouverts. Pour tout i ~ I ,
- i m I -

- soit (D. 1., k) la famille d’ouverts associés à D. 1. par la proposition ci-dessus .

Alors la es t enchatnée.

kEN

Démons tration du théorème II. - 1 ° Supposons d’abord que les ouverts D. :J.. sont

bornés et vérifient la propriété (X) . Démontrons le résultat par récurrence sur

la longueur p de la 

Pour n = 2 la propriété est triviale. Supposons la démontrée à l’ordre n et

soit chaîne de longueur n + 1 . Posons Di u D. 1 pour

i E (1 , ... , n} . A. :J.. est un ouvert borné9 possédant la propriété (K). D’après
la proposition 1, il existe un élément analytique g. :J.. sur Aï qui coincide avec

f . 1 sur et avec ~i+1 sur D. 1. contient ~i+1 ° Sur
Di n D. 1.+ 1, g. 1. et . 1 coincident avec f. 1. et comme ils vérifient le principe

du prolongement analytique ils coïncident sur Ai+1 ’ D’ après l’hypothèse de
récurrence g et g coïneïdent sur A1 n An . Mais Dl n est contenu dans

A n et sur gl avec f1 et gn a.vec 

2° Supposons les ouverts quelconques et considérons la famille enchaînée (Di,k)

définie au corollaire 1. Soit x E n D , il existe une chaîne finie 

où, pour tout i E (1 , ... , n} , k. 1 appartient à une partie finie de 

telle Alors la démonstration précédente

f est une fonction analytique sur un ouvert D de elle

admet en tout point de D des dérivées partielles par rapport à chaque variable.

Ces dérivées sont des fonctions analytiques sur D.

Ce théorème a été démontré dans le cas n = 1 [3]* Il se généralise facilement

aucas n &#x3E; 1 .
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