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FONCTIONS ZETA p-ADIQUES
D’UNE CLASSE DE RAYON DES CORPS DE NOMBRES TOTALEMENT RÉELS

Daniel BARSKY (*)

(Université Paris-VII)

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
5e année, 1977/78, n° 16, 23 p. 29 mai 1978

0. Notations et introduction.

Soit p un nombre premier, J~y~?R.~C~,Z ~ ~ ~ C ont leur signification

habituelle [1]; R == (x e R ; x &#x3E;0).La valeur absolue sur C est notée

j.J , , et est normalisée par p) = p , Soit F un corps de nombres totalement

réel, de degré n Soit 03C31 , ... , o ses plongements dans Soit

~ un idéal entier de F , et b un idéal entier âe F premier à ? . On définit

la fonction zêta partielle de la classe de rayon de b module ~ ( au sens res-

treint) de la manière suivante :

N(g) désigne la norme sur  de l’idéal entier g, et g parcourt l’ensemble

des idéaux entiers de F premiers à t y tels que bg** == (p,) y où  est un élé-

ment totalement positif de F (ce que l’on note ~ ~ 0 ) vérifiant ~ == 1 modx T
(c’est-à-dire que y pour tout idéal premier, divisant  , v03B2()  v03B2(( -1)) ,
où v est la valuation sur les idéaux de F associée à p ) 1 

! 

On sait (cf. HECKE
s) s e pro longe en une f onc ti on méromorphe sur C

n’ayant comme seule sin gularité qu’un pôle simple, y pour s = 1 . On sait, depuis
les travaux de KUBOTA et 9 que les valeurs aux entiers négatifs des

fonctions L de Di.richlet relatives à un caractère multiplicatif mod f ,

L(s , x) = donnent naissance sur une classe mod(p - 1) (resp.

mod 2 si p = 2 ) à une fonction méromorphe sur la boule

Plus pirécisément, 9 ils montrent que 1’application

est, pour n = i mod (p - 1) (resp. mod 2 ) y la restriction d’une fonction méro-

morphe sur B(l , y p ) , n’ayant qu’un pôle simple au point s = 1 (L (~ , p s) ,
est analytique, si x n’est pas le caractère trivial, et si i ~ 0 ). Ces fonc-
tions se sont révélées avoir une grande importance y car elles sont liées à certai-

nes représentations du groupe de Galois de (cf. IWASAWA Les résul-

(*) Visiting Research Associate at Princeton University 1977/78. L’ exposé, au
groupe dtétude, a été prononcé par Eve HELSMOORTEL.
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tats de KLINGEN et SIEGEL [21], en montrant que les valeurs aux entiers négatifs
des fonctions zêta partielles des corps de nombres totalement réels sont des nom-
bres rationnels, laissaient espérer que la théorie de KUBOTA et LEOPOLDT pourrait
s’étendre aux corps totalement réels. Ceci fut fait dans le cas du degré 2 par
COATES et SINNOTT [5], et dans le cas général par SERRE [18] et par DELIGNE-RIBET
[6], tous utilisant l’approche de KLINGEN et SIEGEL qui fait apparaitre les valeurs
aux entiers négatifs de ~(b y î ? g s) comme le terme de certaines formes modulai-

res. SHINTANI [20] a donné une démonstration du résultat de KLINGEN et SIEGEL beau-
coup plus élémentaire, en ce sens qu’elle ne fait aucun usage de la théorie des
formes modulaires. En outre, la théorie de Shintani fait apparaitre les valeurs aux
entiers négatifs de ~(b y ? , s) comme une somme finie de termes, chaque terme
étant la diagonale du d.éveloppement en série de Laurent d’une fonction méromorphe
à n-variables (n = [F : £J) au voisinage de l’origine de la fonction étant

sous une forme très explicite. La théorie de SHINTANI peut être considérée comme

une vaste généralisation de 19 formule bien connue depuis EULER : Soit la

fonction zêta-Riemann, alors

La théorie de Shintani repose sur une décomposition de Rn modulo Inaction du

groupe E 
+ 

des unités totalement positive de F , y en cônes. Autrement dit,
SHINTANI donne une nouvelle description du domaine fondamental

où ... , 
, 

E 
n- 1 

forment un système de générateurs de E . +
Soit a E C et r E R on note

--p --+

la boule "ouverte" de centre a et de rayon r dans et FRESNEL [2]
ont montré comment les propriétés de prolongeabilité à la KRASNER [13] d’une série
de Taylor F(x) = f(n) xn convergeant sur B(0 , 1-) , en un élément analyti-
que sur C - B(l , y 1-) entraine des propriétés de continuité p-adique pour
la suite n - f(n) . Ce résultat repose en fait sur le théorème de Nittag-Leffler
p-adique [ 1]. En particulier, la formule d’Euler

permet de montrer par des manipulations formelles que la série

se prolonge en une fonction analytique au sens de KRASNER [1 ] sur C - Z 9 ce qui
entraine immédiatement grâce à un résultat de C3 ~ que

est, pour n = i mod (p - 1) (resp. mod 2 si p - 2 ) , la restriction d’une
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fonction de l’algèbre d’Iwasawa ([9~ Lis])* I1 était donc tentant d ’ es sayer d’uti-

liser les résultats analogues pour les fonctions ~(b ~ f ~ s ~ , et de retrouver

ainsi, y par une voie élémentaire y certains résultats de DELIGNE et RIBET. Ceci fut

fait indépendemment, 9 presque en même tempsy 9 par Pierrette CASSOU-NOGUÈS dans sa
thèse d’ état [4] et par l’auteur. Les méthodes suivies par CASSOU-NOGUÉS et l’au-

teur, bien que proches 9 sont suffisamment différentes pour que j’expose celle-ci.

La méthode de Pierrette CASSOU-NOGUES consiste à appliquer la théorie de SHINTANI

à la série de Dirichlet associée à la fonction

où c est un idéal entier de F premier à T soumis à certaines restrictions

dont la plus importante est : Si c n Z = (c) y et si OF est l’anneau des en-

tiers de F y 

La méthode suivie ici consiste en deux étapes. Tout d’aborda on transfère la

propriété d’analyticité de 1(b , f , , s) sur ~ - (1) en une propriété du dévelop-

pement de Laurent à l’origine des fonctions à n-varia~les associées par la théorie

de Shintani à y s) ( lemme 4). Puis, on étudie comment la décomposition de
SHINTANI de Rn en cônes associée à b et f varie avec b et, en particulier,

comment elle varie lorsqu’on remplace b par bc (lemme 5).

Ces deux résultats nous permettent de donner un développement en série d’exponen-

tielles de la fonction à n-variables associée par la théorie de Shintani à la sé-

rie de Dirichlet de C est premier à f (sans autre res-

triction) (théorème 2). De là, il est très facile de donner deux expressions de la

fonction génératrice d e ~ ( b , c , f , 1 - n) , pour f = l’une

proche de celle donnée dans [3], l’autre proche de celle de KUBOTA et LEOPOLDT [14]
et (cf. ( lemme 10 et lemme 14). Les résultats de DELIGNE et
RIBET découlent alors directement de ces expressions (théorèmes 3, 4, 5).

L’article se partagera donc de la manière suivante :

1. Rappel de la théorie de 8 hi nt~ani , .................................. . .. 16-04

2. Etude de la partie polaire de la fonction génératrice des valeurs aux

entiers négatifs de ~(b y ~ ~ s) ..............K.......................’« 16-08

3. Valeurs de la fonction ~(b ~ ~ , s) aux entiers négatifs............ 16-11

4. Première démonstration de l’existence d’une fonction zêta partielle

p-adique.................................................................. 16-12

5. Deuxième démonstration de l’existence d’une fonction zêta partielle

p-adique............. 0 ..................................................... 16-20

Les paragraphes 1 et 3 sont entièrement dus à SHINTMI dans leur principe, la

différence avec l’article original de SHINTANI [20] est dans le paragraphe 1,

on ne spécialise pas à la valeur 1 les nombreux paramètres auxiliaires afin d’éta-

blir les résultats du paragraphe 2 qui sont nouveaux. Les paragraphes 4 et 5 sont
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originaux. On y calcule en fait, de deux manières différentes , la mesure 

associée à

par la théorie générale de 

pour mod p - 1 , où Z ; =1) ([12] et [15]).

Ce travail a été réalisé lors d’un séjour à l’lJniversité de Princeton. Je tiens à

remercier les membres du Département de Mathématiques pour leurs conseils et leurs

encouragements.

1. Rappel de la théorie de Shintani.

Le principe des calculs effectués dans ce paragraphe sont dus à SHINTANI. Soit F

un corps de nombres totalement réel de degré n sur Q , y et soit ... y o
les n plongements de F dans R . On injecte F dans f par l’application

a E F ~ (03C31(a) , ... , 03C3n(a)) ~ Rn . On a(l) . On note E le grou-

pe des unités de F , E 
+ 

le groupe des unités totalement positives de F et9 si

f est un idéal entier de F, y on note E (?) le groupe des unités totalement po-

sitives congrues à 1 

DEFINITION 1. - Soit v y ... , v des vecteurs de Rn, y R-linéairement indé-
- 1 v 

" -+ ~ ’

pendants. Le cône simplicial ouvert de base v~ , y ... , v est, par définition,

Le cône sera dit Q-rationnel si ~~ ~F~ , ... ~a (F)) pour 1  i  v .
La dimension de ... , v) est v.

On définit l’action de F sur Rn de la manière suivante i Si

et si

on pose l y ... y x v ) .
;’ ,

THEOREME 1 (SHINTANI [20 J). - Il existe un ensemble fini J’ de cônes simpli-

ciaux ouvert s , Q-rationnels C. ? de dimension r(j) t e ls que , si
~ J

alors

la réunion étant disjointe (i. e. u G. n ut C . , = 0 sauf si j = j’et u = ut ).
- J J - -



16-05

La démonstration est donnée dans ~_20~~ elle est effective pour autant que le grou-

pe des unités E soit connu effectivement. On a alors immédiatement, puisque

S+() est un sous-groupe d’index fini de E+ , le corollaire suivant

COROLLAIRE 1. - II exis te un ensemble fini J de cônes simpliciaux, ouverts 9 Q-
rationnels C. de dimension r(j) de base

tels que 1

la réunion étant disjointe.

Grâce à cette décomposition de SHINTANI donne une expression de Ç(b , 1 , s)y
sous forme intégrale, qui fait apparaitre les valeurs aux entiers négatifs de

Ç( b , f s) comme les coefficients du développement en série de Laurent au voisi-
nage de l’origine de certaines fonctions méromorphes sur IF~ . Nous allons repren-
dre la démonstration de SHINTANI en la modifiant convenablement pour avoir une

expression utilisable en vue de l’interpolation p-adique. On a~ par définition,

où N( ) désigne la norme absolue de  e F , N( )03A0nl=103C3l( ) ~ Q , et 1’ dési-

gne une sommation sur les  E F , totalement positifs, appartenant à 1 + 

et non associés modulo E + ( 1) -12 ~ E (f) ). Donc, d’après le co-

rollaire 1, on a

On peut toujours supposer, comme le fait remarquer SHINTANI, que la base des

cônes C est formée de vecteurs (o.(f) y ... , ’ 03C3n())
ple, en multipliant les vecteurs de la base de C. par des entiers convenables) .
On confondra dorénavant les éléments de F avec leur image dans R~ . Donc si

Autrement dit, tout ~ ~ C. n (1 + b-l T) s’écrit de manière unique :J

où

ri’ d. 0’~9~ 
~ 

’) 

n.== "~, 

f J,~,~ t 
J ~ n, 

t, . t d ,c est-à- dire que (03A3k=1 x. 8 
k 

v . k 8ER( .) forment un système complet de repré-
- J,1, J, 1 J
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sentants de (1 + b y) n (03A3r(j)k=1 Vj,k g) modulo 03A3r(j)k=1 Vj,k f . L’ensemble des
x.. = (xj,i, 1 , ... y 

x.. (..)) , satisfaisant les conditions 
1 J , ]. ~ 

est fini car 1 + ~ ~ est contenu dans un idéal fractionnaire de F, y on note

R(j , 1 + b-1 f) cet ensemble (ou R(j) si aucune confusion n’est à craindre),
et on notera aussi 1 + b-l T) l’ensemble dans lequel varie l’indice i.

Donc

Par un calcul classique ~20~ 9 on montre que

où j eJ et 1 + b ~’ ~) y cette intégrale converge pour &#x3E; 1 .

(6 bis) Posons

et si p = ... , P ) E Rn , notons

LEMME 1. - Soit p= (p, , ... , p) tel que 03A0nl=1 p == 1 , alors--’ jL H *~*r "’" ~ j62014-L ~6 ’" " -~T--~-

pour tout j E J, et tout i y 1+b" ~) .
Démons tration. - On ef f ec tue le changement de variable

dans la première intégrale y et on utilise la relation n.. p == 1 .

Q. E. D.

C e lemme permet, dans chacune de s intégrales de (6) y de remplacer la forme

par une forme

(6 ter)
-~ , , - , - . - .

et ce lemme permet de supposer que les fonctions (L .. sont linéairement
j ,i,

indépendantes sur !, pour j E J et 1 E R(j , 1 + b-1 T) . On notera
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Avec cette remarque, (6) devient

Notons G(t) = G(t, , ... , t ) la fonction
i n

Nous allons transformer (?) en modifiant légèrement la technique de afin

de pouvoir démontrer le lemme 4 qui est fondamental pour pouvoir appliquer la tech-

nique de [3H*

Dans D , faisons le changement de variable suivant :
m

... , Yn) , avec 0u , 0  yl  1 , pour l ~ m et 1 .

Posons .

Cette notation indique que l’ on a spécialise la variable tm à la valeur 1 . Il

vient, y en posant

Notons 1 (y) , où y E R u (+ (0), 0  E  Y , le chemin suivant

dans le plan complexe : On va de y à £ sur l’axe réel, on décrit à partir de e

un cercle de centre 0 et de rayon ~ dans le sens trigonométrique, et on re-

vient de E à y en suivant l’axe réel.
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On a, par une transformation classique,

(13) ((exp 2irms) - 1) 
~ n,

LEMME 2. - Le membre de droite de (13) est défini pour &#x3E;0 .

Démonstration. - Il est clair que gj,i ,m,1(u03C1t) 
est une fonction holomorphe au

voisinage de tg = 0 , l = 1 à n y 2 ~ m . Donc p si s - i &#x3E; - 1 y le membre

de droite de (13) est constitué d’intégrales convergentes.

Q. E. D.

Transformons encore (13)

LEMME 3. - Le membre de droite de (14) est défini pour tout 

Démons tration. - C’est clair.

L’expression (13) réalise un prolongement analytique de 03A6(s) , pour Re(s) &#x3E; 0 ,

en une fonction méromorphe ayant des pôles simples pour s = q/n y avec et

1 ~ q ~ n . L’expression ( 14) réalise un prolongement analytique de $(s) y pour
en une fonction méromorphe ayant des pôles simples pour s = q/n, q é N

et 

2. Etude de la artie olaire de la fonction génératrice des valeurs a 

g f , s) .

Posons Z. 9 

4. - La partie polaire de G (ut) est réduite à (1/un) 03A6n,m (t) , 9 où

$ (t) est une fraction rationnelle en les variables (tl)l~m sans singularité

au voisinage de t - 0, l = 1 à n et l ~ m , à coefficients dans F . Autre-

ment dit, les coefficients des termes en ... , l/u , dans le développe-
ment en série Laurent de au voisinage de l’ ori gine (u = 0) , sont iden-

tiquement nuls en tant que f onctions de (tl)l~m .
Démonstration. - Nous allons utiliser le résultat bien connu (HECKE ~8~, [9] ou

SIEGEL [21J) que s) se prolonge en une fonction méromorphe sur Q

n’ayant que les 2 pôles simples s = 0 et s = 1 . . Donc y si s = q 

1  q  n - 1 , ,11intégrale

doit identiquement nulle, pour tout p _ ( , ... , 03C1n) E Notons
n

h 
q,’, ( 03C1t) le coefficient de u-q (1  q  n) dans le développement en série de
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Laurent à l’origine de G Remarquons que se déduit de G(pt)
par le changement de variable

dont le jacobien D(t1 ’ .... t )/D(u ? ... , y) vaut Donc

G l(upt) se déduit de G 1 par le changement de variables
m, fi ~i

dont le jacobien vaut

Donc les intégrales

sont toutes égales entre elles, y pour m = 1 , ... , n . Donc

pour m = 1 , ... , n . En effet, les intégrales (19) sont égales entre elles

d’après (18)y et leur somme est nulle d’après ( 15) . Dans chacune des intégrales

( 1 9 ) , effectuons le changement de variable

On notera que, d’après le changement. de variable (20)1 la valeur de h l(pt)
est h (v) . Donc il vient, après multiplication par pq/nl , 

q,m,

Dérivons les 2 membres de (2l) par rapport à &#x26;~/(n / 3 ) , et il vient
~/-m p~

On pose alors p 
= tae ’ pour et pm = 1 , y et il vient

Nous allons maintenant étudier le coefficient de Pour cela, y nous étudie-

rons les rapports qui existent entre les fonctions génératrices des valeurs aux en-

tiers négatifs de s) et Ç(b , 1 , 9 s) où c est un idéal entier de

F premier à ? . On associe à bc des r(j)-uples de nombres rationnels
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On note R(j , y 1 + t) l’ensemble des r(j)-uples satisfaisant (i) et

(ii) , et on note de la même manière l’ ensemble dans lequel varie l’indice i’ .

allons relier les systèmes de r ( j ) -uples , y.., 1 associés à. l’idéal bc ,~ 

aux systèmes de r(j)-uples, x.. 9 associés à l’idéal b. On définit l’addition

des r(j)-uples composante par composante.

LEMME 5. - Soit r ~ N tel que

3° (r-l) x.. ~ Zr(j) , pour tout nombre premier p non premier à  , pour

tout j e J , et tout i e R(j , 1 + b " f) . 
-

Alors :

(i) Pour tout r(j)-uple y..,e R(j , 1 + b-1 c-1 ?) , il existe un r(j )-uple
et ~,i’==~,i~l~-~j,i~r(j)~~’

avec 0  zj,i’t ,k  r - 1 tels que :

(il) Si r(j)= n ? le nombre de n-uples z.., solutions de Inéquation

20142-!:201420142014L20142014 eR(j , 1+b" cT ), où x.. est donne,
r 

2014 J?-L 20142014"’

est N(c) .

Démonstration. - II est toujours possible de trouver r e N, y satisfaisant l~y 2~

et 3~~ car (y ~ c) -= 0 ~ J ainsi que R(j y 1 + b" f) sont finis. La condi-

tion 3~ n’est pas utile pour le lemme 5 mais sera utilisée à partir du théorème 2.

Si y.. t e R(j , 1 + b-1 c-1 f) , alors, par définition,

et donc

Donc, 9 par définition de 1 + b~1 ~~ 9 il existe x .. E R( j 9 1 + b-1 y)
et zj,i’ E 

.) tels que 

J,J..

où z.. Or, par définition, 0 y ~, k~ 1 et 0x ~~~~ ~ ~o~c
nécessairement 0  zj,i’t k  r - 1 , et (i) est démontre. J7l.? .

J?-L 9~

Supposons maintenant que r(j) = n . Pour que Z = (Zl ’ ... ~ zn) E (0 , 9 r-l)n
soit une solution de
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il faut et il suffit que

car on a automatiquement 0  (x .. ~ + 1 . Nous sommes donc conduit à étu-

dier Inapplication ~-linéaire, entre les ~-modules b _1 c f et b ?~ défi-
nie par

En fait, on ne considère que b 
-1 c -1 . T et b -1 T modulo le Z-module libre de

rang n engendré par les vecteurs (v. 1 
. Notons S . ce Z-module (il

est clair que F = S. @z Q ). L’application f de (b c T)/3. dans 
J -- / B 

J J

définie par f : w ~ rw , y est Z-linéaire (évident) et surjective. En effet, le

nombre de n-uples z = (z..... ,-z) E (0 , y r - l)n est rn, r-1 zk v. k1 ,n , -1 :k J,
(0  zk  r - 1) forme un système complet de représentants de (r S .)/S .. Si

W E b -1 T, y alors

donc il existe sûrement un n-uple , ... , zn) tel que

et donc

Remarquons que l’index de (b-1 ?)/S. dans (b-1 c-1 V)/S_ e s t N(c) . Par dé fi-
J J .

tion, les n-ùples x.. ~R(j y 1-t- b" t) (resp, y.., 1 + ))
forment un système complet de représentants de (b" ?)/S. (resp. (b c" )/Sj).J J
Le nombre d’élément dans le noyau de f est N(c) . Donc, le nombre de solutions

de 1 ’ équa-t ion

3. Valeurs de la fonction (b ,.1, s) 

Reprenons la formule (14). On a, en spécialisant Pl = ... = Pn = 1 ,

(29) 2i-rms) - l)«exp 2ms) - 1)n-1 Ç(b , T , s)

Notons Bm,N le coefficient de unN 03A0l~m t. dans le développement en série de

Laurent au voisinage de u = 0, t.= 0 (l ~ m) y de I. I. g. _ l(ut).~ J 1 

LEME 6 (SHINTANI). - Si N E N* , on a
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Démonstration. - Utilisons la formule F(x) r(l - x) = 03C0/sin nx . La formule (29)
donne

(29 bis) ins(n- 1))(exp (r(1-s))-n (;(b , y , s)

Spécialisons s = 1 - N , où N E N~ . Il vient, d’après le théorème des résidus,

4. Première démonstration de l’existence d’une fonction zêta partielle

Nous allons introduire maintenant la transfomation de Laplace formelle à 

riables (cf. [7J et [3J) et la prise de la diagonale d’une série Taylor à n-varia-

bles.

2. - Soit
-

où ... , y La transformée de Laplace formelle ... , t ) de
F est

LEMME 7. e

L’application f est continue pour la topologie (t1 , ... , tn)-adique sur

Cp[[t1 , ’ 
Démonstration. - C’est immédiat.

Q. E. D.

DEFINITION 3. - Soit

On définit la diagonale de F(t1 , ... , t ) par

LEMME 8. - On a
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Démonstration. - C’est clair.

Q. E. D.

Nous sommes en mesure maintenant de construire y grâce aux résultats des paragra-
phes précédents, une série de Taylor à n-variables dont la diagonale de la trans-
formée de Laplace sera la fonction génératrice des valeurs aux entiers négatifs de
la fonction :

De là, par un choix convenable de T, y il sera facile de voir que ces valeurs

sont dans Z et peuvent être interpolées p-adiquement en une fonction de l’ algè-
bre d’ Iwasawa. Tout d’abord, nous allons effectuer quelques manipulations formelles
sur les fonctions que nous avons obtenues dans les paragraphes précédents. Posons

La possibilité de varier L..1 k(t) , avec il E R(j , 1 + b-l c-l T) , est ga-

rantie par le lemme 1. Posons L.. k(t) = ¿1-1 v(l)j,i, k th et g.. l(ut) comme
J,1, k=- 

à la formule (10) ~ où v.. 
k 

= u.. v. 
k 

avec u.. E E (T) .j,i,k j,i j,k j,i +

Nous ferons la convention importante suivante, qui sera valable dans tout le res-

te de l’article : Soit il E R(j , 1+ b-l c-l ,) j~ ie R(j , 1+ b-l T) deux
indices associés par le lemme 5, alors nous prendrons

Soit

LEMME 9. - La fonction t) est développable en série de Taylor au voisina-
ge de u = 0, t~ = 0 (~~m) .

Démonstration. - D’après le lemme 4y la partie polaire de G t) est réduite

au seul terme u"~ h où h est une fraction rationnelle en
t~ C~ ~ m) développable en série de Taylor au voisinage de t~ = 0, ~ ~ m .
Mais, d’après le lemme 5, h l(t) est identiquement nul. En effet,n.m.i .
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Mais, diaprés le lemme 5, le nombre d’éléments de R( j , 1 + b-1 C-l ) est N(c)-
fois le nombre d’éléments dans R(j , 1 + b r(j) = n . La convention
faite plus haut assure alors que h l(t) = 0 .

Q. E. D.

Nous allons maintenant donner une expression de G (u y t) en série d’exponen-

tielle, qui nous conduira aux résultats sur l’interpolation p-adique de la fonction

~(b y c , y y , s) aux entiers négatifs.

2. - Pour m = 1 , y ... , y n , la fonction G (u ,t) admet le développe-
ment suivant

(38) aj,i(n1 , 9 ... y n (.)) E Z ~ Q , pour tout p non premier à 1,

et ne depend pas de m .

Démonstration. - Soit r comme au lemme 5, Pour tout y.. 1 E R(j, 1+ b-1 c-1 T),
.. , 

Y , (j, 1 + b-1 c-1 ),
11 existe un z j,i’ ~ N 

J 
, avec 0 z .. , k  r - 1 et

Xj,i E p 1 + b 
-1 

T), tel que 
J,1 ,

Rappelons l’identité formelle, 9 C ,

où ~~~ = 1)...(~ - n + i E Z . On peut donc écrire, en
n " ~

utilisant la convention faite avant le lemme 9 :

Nous ne rappellerons plus que tm _ 1 dans la suite de la démonstration. Les

conditions 1°,2° et 3° du lemme 5 entraînent r-l z.., . k E Z 9 et9 7 "-p

~ ~ ~.~r~ - 1. ~x .. k E Z y pour p non premier à ? .
’~p

Utilisons l’identité formelle (40)7 9 avec



I

i
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t = 0 (~ 7~ m) y on peut effectuer le changement de variable

Avec ce changement de variable, ies fonctions Ç (t) sont toutes égales9 et nous
m

noterons

leur valeur commune.

LEMME 11. - La fonction

est égale à la diagonale de la transformée de Laplace formelle à n-variables de

~b,c, ~~1 ~ -’ ~ ’ ~ ’
Démonstration. - C’est immédiat d’après le lemme 6, les définitions de la prise

de la diagonale et de la transformation de Laplace formelle.

Q. E. D.

LMME 12. - On a

où n1 1 rw , n (.) ~ 0 e t i 1 ’ ... p i (.) ~ 1, 9 a..(n 1 ’ ... , n ( .)) E Z n- pour tout p non premier â  .
Démonstration. - pn sait, d’après le lemme 11, que

D’après le théorème 1~ on a

où aà,1ni , ... &#x3E; E 1p ~ Q , pour tout p non premier à . Il vient, en

développant9

En appliquant £ aux deux membres de (53), il vient
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Appliquons A aux deux membres de (54) 9 il vient

Q. E. D.

Définissons alors, pour tout j ~ J , et tout i E R(j , 1 + b-l T) , une mesure

d j,i(t1 , 1 ... , t ( .)) sur Zr J) , pour les p non premiers à 1, y par:

ave c n1  0 , ... , n /.B # 0 . 
r(t)

Rappelons qu’une mesure sur Z est élément du dual topologique de t

C(Zr(j) , C) (cf. [3], [il], que les k)
forment une base normale de c ) , donc (cf. [19J) les conditions (56)
définissent une mesure de manière unique, car

On a

où d~ .. ~ t q ... y t . ~ est une mesure sur valeurs dans Z , pour******* -’- ’’"’ 

--p --p -rrr-

p non premier 

Démonst ration. - Tout d’abord rappelons ([’3’]y E-Ll]) que l’on dit que d j,i est
... 

une mesure sur Z J à valeurs dans Z si9 pour toute fonction caractéristique

de boule 9 on a

On sait que (58) est équivalent à

Les relations (56) et (57) entraînent que dll... est une mesure sur Z à
~J,1 ~P 

’

valeurs dans Z .Le lemme 13 est alors juste une reformulation du lemme 12 si



16-18

l’on remarque que

t t (°)où i 
1  1 , ... , i (j)  1 est le coefficient de (. 1) ... ( dans le dé-

r J 1 

veloppement de Mahler de la fonction continue de zr(j) dans C (X)

THEOREME 3 Soit p un nombre premier. Si  = np/p ? ,&#x3E; l’ap-
plication m - #(b , c , f ? q 1 -m) , est la res triction à 

(m mod 2 si p = 2) d’ une unique fonction de l’algèbre d’ Iwasawa A (Q) . Ou en-
core, si m parc ourt une c las se mod (resp. mod 2 si p==2 ) de N* , y
l’application

est la restriction d’une unique f onction de l’ algèbre d’Iwasawa A (Q) .
Démonstration. - Rappelons que A (Q) est l’adhérence pour la topologie de la

convergence uniforme sur Z des combinaisons linéaires finies à coefficients dans

Z de fonction f : t s ~ us , où s ~ Zp , et uE 1 + pZ (cf. [10], [15],
[18]).

Le choix implique que les mesures dp,.. sont des mesures sur à

valeurs dans Z . Ce choix entraine aussi

~3)~~~~20142014j,i,k~k~~~’~ . 9 k - 1’ ... , r(~~ ~

En effet, (63) est vérifié si t e Z y pour k = 1 , ... , et on conclut

par continuité.

Nous allons utiliser le résultat de [3J pour montrer ce théorème. * Pour cela, nous

allons montrer :

( i ) Fb , est un élément analytique [1] sur v ~(Zp) 9 pour tout e &#x3E; 0 , où

(64) v (Z ) = (x e C j 9 pour tout y e Zp}.
sup xEv (Z) |Fb,c,(x)|  1/~ .

(iii) E g pour tout x E v 

La démonstration de (ii) , (iii) suit de près la démonstration du théorème 1

de [3].

&#x3E; 0 , y on peut réaliser un recouvrement par n . ( 1~~ boules de

Z 9 de rayon de centre 1 (l’j) m ~ et de fonction caractéris-

tique 9 ... , ’ t r(~7~ ~ . On pose
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On a

De (66), on déduit que Fb,c,(x) est un élément analytique sur 

lons Rj,i, ~(x) la fraction rationnelle qui figure dans (66).

Il est clair9 sur l’expression de R .. ~(x) , que

Il en est donc de même pour Fb , c, 1 (x) en prenant ~ sufisamment petit. Si

03C3 ~ Gal(C /Z ) , on a
--p --p

car "’

En faisant tendre Tj vers 0, y on a de même

car cr est continue pour la topologie de C . On a donc démontré (1) , (ii), (iii).
On applique le corollaire 3 Ou théorème 2 de [3~ et le théorème est démontré.

. Q. E. D.

/ "

THEOREME 4 (DELIG-NE-RIBBT). - Soit p un nombre premier, soit 03B6F la fonction

zêta de Dedekind du corps de nombres F . Soit c un idéal de F premier à p.

Si m parcourt une classe de mod (p - 1) (resp. mod 2 si p = 2 ) , l’appli-
cation

est la restriction d’une unique fonction de l’algèbre d’Iwasawa O p
Démonstration. - Soit  = 03A0/p I.p . On a

où b parcourt les classes de F au sens restreint.

Le théorème est alors un simple corollaire du théorème 3.

Q. E. D.

THÉORÈME 5 (DELIGNE-RIBET M une extension abélienne finie de F , soit

)( un caractère de dimension 1 ( à valeurs dans C ). Soit
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Soit p un nombre premier. Si m parcourt la c lass e de zéro mod (p - 1) (resp.

mod 2 si p ~ 2 ~ p l’application

est la restriction d’une unique fonction de l’algèbre d’Iwasawa ~È
o parcourt les idéaux entiers de F .

Démonstration. - = YI conducteur 

un idéal premier alors.

On choisit c de telle sorte que

soit la restriction pour m = 0 mod(p - 1) (resp. m = 0 mod 2 ) d’une fonction

de l1algèbre d’Iwasaw  (Q[~(03B1)]) , et on applique le théorème 3. Il suffit de

choisir c tel que = 1 , car

Q. E. D.

5. Deuxième démonstration de l’existence d’une fonction zé.,ta rtielle p-adi ue.

A partir du théorème 1, nous allons donner une deuxième démonstration du théorème

3 ’ en utilisant une autre expression de F, 
~~ ~9 ~ ~x~ . Cette méthode est très proche

de la méthode originelle de KUBOTA-LEOPOLDT avec ses améliorations par Elle

se réduit d’ailleurs à cette dernière si P = g .

14. - Soit p un nombre premier non premier à f : Soit (Cj)j~ J 
un cône

- ....- - -. 
~ - 
......... 

-- - J ~’ ...r.~......,....

~.~rationnel. Soit ~v . , ~ ( . 
une base de ce cône. Alors,

- ~,~ k-1,...,r~~~

est aussi une base de Cj . Si R.(j , 1 + b-1 f) est l’ensemble des r(j)-uples

de nombres rationnels y. _ que

alors

Démonstration. - C’ es t immédiat en se reportant à la définition des ~r .. (0 ~ .
20142014’! ! .!........-... J,1

Q. E. D.



16-21

15. -Soit Fb,c,(t) comme en (48) ; t = 
, ... , 9 t ) n 0 Alors

où la limite est au sens de la convergence uniforme dans un voisinage de zéro, y où

j E J, i E Ra ( j , 1 + b -1 T ), i 1 1+ 0-1 c -1 T), L.., 0 ( t ) comme

en (6 ter), (al’... , a ( .)) E ï{T J 
, y.. 1 (0 ) et x" . (0 )

- sont associes comme au lemme 5* 
-- K J,1. - J,:t

Démonstration. - On part de (37) en utilisant les vecteurs ph v.. k au lieu de

vj,i,k . On pose

Remarquons que, si n &#x3E;1 ,

On utilise alors le lemme 14 et l’expression de a..(0 y ... , 0) qui est don-

né e par (42). 
J, l.

Q. E. D.

LEMME 16. - Soit F..(x) comme en (49). Alors

Les notations sont celles du lemme précèdent.

Démonstration. - On applique E et 6 aux deux membres de (75), p et le résultat

suit.

Q. E. D.

De (77) il est facile de redémontrer le théorème 3. En effet, on voit immédiate-

ment sur (77) que la limite est uniforme sur Y (Z ), q chacune des fractions ration-

nelles de (77) vérifie l’inégalité supx~ (Zp)  1/~ 9 et elles sont claire-

ment Gal (C Iz )-équivariantes. 
£ 2014p

Conclusion. - On a redémontré certains des résultats de DELIGNE-RIBET par la mé-

thode de SHINTANI. Dans le cas p = 2 , y leurs résultats sont, y semble-t-il meilleurs

que ceux qui sont donnés ici.
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