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ZEROS DE SUITES REGURREHTES LINEAIRES

par Philippe ROBBA

Considérons uns suite récurrente lindaire & coefficients algébriques. D'apres un
résultat classique de MAHLER [3], si cette suite posséde une infinité de termes nuls,
alors, sauf pour un nombre fini d'entre eux, les indices des termes muls appartien—
nent & une union finie de progressions arithmétiques. Nous allons nous intéresser

& deux probleémes concernant les zéros d'une suite récurrente linéaire.
~ La proposition "I1 y a une infinité de termes nuls" est-elle décidable ?

Dans le cas des suites & termes entiers, une réponse positive a été donnée par
BERSTEL et MIGNOTTE [1]. Leur méthode consiste & établir une majoration de la pério-
de commune des progressions arithmétiques mentionnées par le théoréme de MAHLER. La
déciBabilité annoncée est un corollaire facile de celte majoration. Pour obtenir
cette majoration, ils doivent étudier les ordres des racines de 1l'unité d'un poly-
nfime & coefficients entiers.Nous allons établir une majoration de la période commu-—
ne en suivant la méthode MAHLER. Cette démonstration sera également valable dans

le cas des suites & coefficients algébriques.

-~ Dens le cas ou la suite n'a qu'un nombre fini de termes nuls, trouver une majora-

tion du nombre de zéros.

Pour les suites & termes entiers, la conjecture de MORGON~WARD [2] affirme qu'il
existe une telle majoration qui ne dépend que du degré de la récurrence. Cette con-
jecture a été démontrée dans le cas des récurrences quadratiques par KUBOTA [2], on
a également des résultats partiels dans le cas des récurrences cubiques ([4], par

exemple) «

hY

Nous allons établir une majoration due & BARSKY (communication personnelle) qui

semble une méthode d'attaque intéressante de cette conjecture.

1o Notations et résultats préliminaires.

S

l.1 On note 7§ 1la cloture algébrique de @Q .

I1 existe une correspondance bien connue (voir, par exemple, [5]) entre suites

récurrentes, fractions rationnelles et exponentielles-polynfmes.

Soit (un)n>O une suite récurrente linédaire, & termes algébriques, vérifiant la
relation g
(1.1) ao un"l-h + al un+h—l + eee + ah un = O ’ n ? O ’

avee ay#£0, a #0, & e‘§ s Uy e‘§ .
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Le polyn8me caractéristique de la relation de récurrence est
(1.2) Q(X):ao+alX+...+ahXh,
son degré h est le degré de la récurrence.

I1 existe un polymBme P € Q[X] , de degré inférieur 2 celui de Q , entidrement

déterminé par Uy eee 1wy, tel que

1

(1.3) .g_ggzzlo w1

r r
, ¥ L...a- o  X) ° oh les o sont distincts,

la décomposition en éléments simples de P/Q montre que

Si 1'on pose Q(X) = ao(l -

n
(1.4) u, = Z:___l Ri(m)o(:.L , n>0,
ou les polynSmes R:.L sont de degré inférieur a T, .

Les résultats suivants sont également classiques.

1.2 LEMME., - Soit (un)n>o une sumite récurrente vérifiant (1.1). Si h termes

conséeutifs U eee U
—_————  n n+h-1

(Ctest presque évident).

sont nuls, la suite est identiquement nulle.

1.3 COROLLAIRE. - Soit (un)n>0 une suite récurrente vérifiant (lel)e Soit (1.4)

1l'expression de u, comme valeur d'une exponentielle-polynfmee Si h termes consé-

cutifs sont nuls, alors les polynfmes R oo RS sont identiquement nuls.

1 s

1.4 LEME. - Soit (u.n)n>o une suite récurrente frérii‘ian_“g_ (141) . Soient M un

entier >1 et ke {0, 1, ... , M=1} . La suite (vn)n>,0 définie par

Vo= Yank est récurrente de degré < h .
Démonstration. - En effet, on déduit de (1.4)
S A n
(1.5) o= % S,

N M ey k ) . B
avee B, = o et Si(X) = Ri(xIX + k)cg:.L , ce qui montre que la suite (vn)nzo véri-

fie une relation de récurrence de polynbme caractéristique

; ; L r
D = -t a-d) B

2. Période d'une suite récurrente lindaire.

B R Nttt B A T Tl Pl Bl oy B B o, I I % e PO T s, 5 T A W S s

2.1 Soit (un) o une suite récurrente linéaire. On sppelle période M de cette
suite le ppem des raisons des progressions arithmétiques infinies d'indices de ter-

mes muls (on pose M= 0 si la suite n'e qu'un nombre fini de termes nuls).

2.2 THEOREME. ~ Soit (un)n>0 une suite vérifiant la relation de récurrence (l.1)

de degré h . Soit I sa pér{ode. Supposons que les coefficients 8y e+ & 8ppar-

tiennent & une extension K de Q de degré d . On a la majoration
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M < 2hc1+1 .

Remarque. - Dans le cas des suites & coefficients entiers, clest-d-dire d =1,
BERSTEL et IGNOTTE obtiennent la majoration M < exp (2h Vﬁ—log h) + Notre majora-

tion est donc meilleure.

Démonstration. - Soit (1.4) l'expression de u ~ comne valeur d'une exponentielle-

polynfme.

Considérons alors la partition de {1 , ... , s} en chasses d'équivalences 3
définies par i, j € ¢ si, et seulement si, ai/aj est une racine de l'unité, et

désignons par aig , pour chaque classe & , un élément distingué de & . Ecrivons

(1.5) sous la forme

u, = % :f‘a(rl)o_/l;a avec fy (n) = R. (n) (@, /oz )

168 i

Considérons un plongement de X dans G, . Les o appartiennent & une extension

algébrique de 9 de degré < dh . Comme‘iar ailleurs, pour tout i , ozi/ozi est
de module 1 (car est une racine de 1l'unité), il existe un entier W ¢ P e
que |1 = (a. /a‘ ) [2 < 1/4 , pour tout i .
I1 en resulte que, pour k entier fixé, la fonction fél définie par
£, (%) = £, + k) = 2, o R, (a0 + X) (/o zs) ((oz/ozi H*

est analytique dans le disque unité D(0 , 1) .

Soit alors k tel que Mi + k soit une progression arithmétique d'indices de ter-
mes nuls de la suite. Considérons la nouvelle partition de {L , .. , s} en clas-
ses d'équivalences H , définies par i, j e H si, et seulement si, ag = a? .

Pour chaque classe H , désignons par @, un élément distingudé de H . Il est
H
clair que chaque classe d'équivelence H est contenue dans une classe 3 .

On a

M.\n
Untivk = %{ Ry(n) (O{;_g

ol RH(X) = ZiEH Ri(MX + k)a? . I1 résulte alors du corollaire 1.2 que RH(n) =

pour tout n . Par conséquent, pour tout =n ,

N . nMi+k
£ (D) = ZieZS Ry (nill + k) (ozi/ozig)
mL\ k
VIN ;= F = .
—""ﬁ"'"m R i Zieq By (07 + K)oy = mm+k 3w © Rﬂ(n”) ©
i iy
Si M# 0, la fonction analytique f., a une infinité de zéros dans le disque

Sk
D(0 , 1+) donc est identiquement nulle. Ceci étant vral, pour tout 3 , on a

Uk = 0 , pour tout n .

Ceci montre que NN + k est une progression arithmétique d'indices de termes nuls

pour chaque k pour lequel MV + k est une progression arithnétique de m€me
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nature. Il résulte alors de la minimaolité de M que ¥ divise N et done

1
T l’ld"‘l . o . »
M2 , ce qui nous donne la majoration annoncée.

243 COROLLAIRE. - Il existe un algorithme permettant de décider si une suite

récurrente (& termes slgébriques) posséde une infinité de termes nuls.

Démonstration [1]. - 3oient h et d définis comme au théordime 2.2. On a

MS 2hd+l ]

Toute progression arithmétique infinie maximale d'indices de termes nuls est,
d'aprés les lemmes 1.2 et 1.4, caractérisée par le fait que ses h premiers termes

dh+1 « Pour

sont nuls. De plus la raison d'une telle progression est majorée par 2
déterminer si la suite (u_) possdde une infinité de termes nuls, il suffit donc de
calculer les (h+1)2hd+1
arithmétiques d'indices de termes nuls de longueur h qui epparaissent parmi les

premiers termes de la suite et déterminer les progressions

premiers termes.

3., Nombres de zéros d'une suite récurrente linéaire.

Eaa o oV S

. P Y

3.1 Pour simplifier, nous ne considérerons que des suites & termes entiers (ou
rationnels), mais les majorations se généralisent au cas des suites & termes algé-
briques (et alors le degré des coefficients de la récurrence intervient). On peut
donc supposer que les coefficients a; de la récurrence sont entiers et on peut
se ramener au cas ap = 1 (en remplacant la suite (un) par la suite (ag-n un) )e

On considére donc une suite (un)n>O vérifiant la relation
(3.1) W+t Wy +teeetrau =0, nx0,

avec a; € 2, & # 0 .

V4 \
3.2 THEOREME (BARSKY). - Soit (un)n>O une suite récurrente (& termes entiers ou

algébriques) vérifiant la relation (3.1) de degré h . Soit p le plus petit nom-

bre premier ne divisant pas a, - Posons

PSS .

h 1 .
v =P -1 e =t (- D([log, B+ ) = 1)}, AL p A2,
y=2h+1(h-l+log2h) ,si p=2.

Alors sl la suite (un) a plus de vy termes mls, elle posséde une infinité de

termes mulse.

Démonstration. - Soit (1.4) 1'expression de v, corme fonction d'une exponentiel-
le polynfme. Avec notre hynothése sur p , on a

2ol = layl, =1 = swy layl, -

Le polygone de Newton (respectivement le polygone de valuation) nous dit alors quc

les racines o du polynSme caractéristique Q sont toutes de module 1 o De plus,

ces racines appartiennent & une extension algébrique de gp de degré au plus h .
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I1 existe donc N < ph tel que 1'on ait

(3.2) loy = 1] < p~t, pour tout i .
Sip=2,il exdiste N < 2™ tel que 1'on ait

(3.2 bis) loy = 1] < 1/4, pour tout 1 .
Klors, pour tout ke {0, 1, oo, I =1} , los fonctions £ définies par
IR
£ () = 2 Ry(b+ x0a;(o;)
sont analytiques dans le disque D(O , 1*) . 5i on e supposé que la suite (un) nta

qu'un nombre fini de zéros, ces fonctions fk ne sont jamais identiquement mulles.

Tenant compte de (3.2) (respectivement (3.2 bis), si p = 2 ), [6] nous dit que le
norbre de zéros de la fonction exponentielle-polynfme ﬁk , dens D(O , 1+) , est
majoré par

1 .

h -1 -1 log h 1) -1 el £ 2
+ -2 ((p ) (L 8p J+1) ) p#

et

h -1+ [log2 h] si p=2.

Ces mejorations sont & fortiori valebles pour les suites n =—3u .0 restric-

tioms & N des fonctions f, . Comme on a N telles sous-suites & considérer, on

k
en déduit que le nombre de zéros de la suite (un) est borné par
h, 1 .
p (h =14+ =3 ((p - 1)([logp h] +1) =1) si p#2

Pl 2y log, h) si p=2.
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