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INTRODUCTION AUX TRAVAUX DE DYJORK

par Gilles CHRISTCL

Nous nous proposons d'exposer, aussi élémentairement que possible, les idées qui
ont conduit DWORK de 1'étude des fonctions zéta des variétés algébriques sur les

corps finis aux équations différentielles p-adiques.

l. p est un nombre premier, q wune puissance de p fixée dans la suite, et
Eq désigne le corps & q déléments. V est une variété projective sur Eé défi-

nie par la forme homogéne de degré d , a coefficients dans Eﬁ ’

F(x) = F(X1 ) eee s Xn+1) .

Ns désigne le nombre de points (projectifs) de V dans E-s (i. e. le nombre

- q
de solutions dans E—s de F(X) = 0 ). Par définition, la fonction zéta de V est

donnée par 4
2. (t) = exp(Z_ W_(t°/s))=TI L
ZV s s P deg(P)
1 -t
ou P parcourt 1l'ensemble des "points fermés" de V (& chaque P correspond
1l'anneau des fonctions sur V sans singularités en P , le corps des restes de cet

anneau local est Evdeg(P) . La deuxiéme égalité se démontre immédiatement en pas-

sant aux dérivées logarithmiques, et en remarquant qu'a un P correspond deg(P)

solutions dans NS ). Ordinairement on réserve le terme fonction z&ta & la fonction

¢(v, s) = Zv(q"s) .

2. Soit (0 1le complété de la cléture algébrique de Q , la valuation est
normalisée par v(p) = 1 . % désigne une racine (p - 1)-idme de (- p) fixée
dans la suite.

?)

Soit 6(z) 1a série formelle définie par exp(mz - mz") , on a :

(1) o(z) converge pour v(z) > (1 - p)/p2 (et vaut (exp mz) exp(- mzP) pour
V(Z) >0 )’

(ii) o(1) = ¢ est une racine p-idme de 1 , primitive car 6(z) = 1 + mz

(mod ™) , donc ¢=1+m (mod )
AY)
(iii) si ee Q@ , o =a (i. e. a représentant multiplicatif d'un élément

@ de I ) on obticnt 1'identité formelle :
p j V-1

(vérification immédiate pour v(z) >0 )

qui donne, pour =z =1,
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. V-1
v dJ
P ~1 oo otad -
exp(ﬂz - Tz )z=a = r@:O G(QP ) =¢C = tr(a) ,
ou tr ddésigne la trace absolue (de r, dans T )
1Y

Soit P le relévement de F dont les coefficients sont des représentants multi-

tr( )

plicatifs. ( étant multiplicatif, en découposant F en somme de mondmes, il

fa

. . S Ly
vient, pour o et Bi racines (q - 1)-idmes de 1 , avec

Hs(z , X) = exp(nzF(X) - nzqs F(qu)) :
gtr(&'?(;'&)) - 8 (a, B) .

S

t
Conme ( =() est un caractére non trivial de Fy,omn obtient

q
s (@) _{O =t BFO
QE":E‘qS qS si 5: 0
Notons alors N: le nombre de points (projectifs) & coordonnées dans E_s de
vV n (ﬂ:,L X, #0) , il vient 4
S 1 s n+l
(0 - 1N == (& - D™ + g 2 5 (z , X))
q z,Xi racines (q -1)-idmes de 1

(1e terme (qs - l)n+l correspond, pour chaque X , & 2z =0 ).

. 54 _

3. Nous notons I 1'ensemble des multi-indices u = (uo p Uy eee s un+1)
tels que ug soit un entier positif ou nul, et que duo = U oees F ULy et
nous posons @

L(o) = {214, X' anf (v(4) - bug) > - =) .

On vérifie que HS(X , X) appartient & L((p - 1)/pq") + Comme L(b) est un
anneau, on peut définir sur L(E/qs) (avee b = (p - 1)/p ) 1'opérateur "multipli-

cation par H_". On définit par ailleurs 1'opérateur ¢ par
gCa B™y=Ya_ x*.
u qu
{ envoie L(v) dans L(qb) .

u s u u . .
Avec HS(X 5 X) =2 a, X et (Hs 2 bu X ) =2 y X", il vient

=2
c, = a g bv ,
q u-v
or on trouve immédiatement que
5 Z HS<Z ’ X) = ZU. a s (q_S - 1)n+2 .
Z’Xi racines (q -1)-idmes de 1 (¢ =1)u
Cette somme n'est donc autre que (qs - l)n+2 fois la trace de la '"matrice infi-

’ N\ z S ™ Zz z .
nie" associée & 1l'opérateur § o H . Le résultat de 2 s'écrit donc

= (0 - )"+ (@ - )™ eGP e B)

q
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4. Posons o= ¢ o Hl , 11 vient Ws ° HS =d . o est défini par

. .y, o
L(p) 220 1(v/q) —s L(b/g) L5 1(D) ,

L(b) étant muni de sa topologie naturelle ( v(2 A, M) = inf(v(Au) - buo) ). On
vérifie que H1 et ¢ sont continus, &t que le plongement de L(E) dans L(E/q)
est compldtement continu [5], il en est de méme de « . Un opérateur complétement
continu vérifie (preSque) les mémes formules gu'un opérateur en dimension finie, en
particulier

A(t) = det(l - to) = M (1 - M)mult(x)
valeurs propres

= exp{- I._ tr(a”) t7/s} .
La formule du § 3, ainsi que la définition de ZV , permettent d'écrire, en dé-
S \n
veloppant les (q - 1) :

(_)i+l(;l) (_)i+l(n-j§:l)

n+1 n+l-i
10 8(a
3*

ol ZV est la fonction z8ta associde a la varidété V n (ﬂi Xi #0) .

Zy(at) =T _o(1 - ¢ 1) )

’

5. « n'est autre que 1l'opérateur ¢ "tordu" par la fonction exp(ﬂXO F(X)) .
Cette derniére n'appartient pas & L(R) , cependant 1l'opérateur

) be) -
D, = X, 'B'X'i’ + T, F, avec I, =X ar(x)/axi

obtenu en "tordant" X, a/axi par exp(nXO F(X)) opere sur L(b) . On obtient la
formule fondamentale

Di o O = qU o Di .

On peut alors construire le "complexe de 1l'algébre extérieure"

n+l
‘ d 1 5
0 — L(b) ——-9L(_13_)(n+ ) A5 -9-;».L(3) +
n+l (n+l)
— oS P S MY s w0,

ob d n'est autre que la différentiation extérieure. L'image par la dernidre ap-

plication 4 donne, avec (dX)i =,A5#i de
n+l1

i@ 1= a2 g (a0, b = (2 (M £ A ax)

On choisit donc W = L(p)/2 D, L(p) .

Lorsque les polyn8mes Fi n'ont pas de zéros (non trivial) en commun (Vv est

alors dit en position générale), on obtient que
(i) la suite ci-dessus est exacte,
(ii) W est de dimension finie, dim W = dn .

On montre méme qu'il existe V(b) tel que L(p) = V(b) ® 2 D, L(p) .
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6. lous munissons l'espace L(b) de 1'opérateur o, = qn+l-i o agissant
sur chaque composante. La formule fondzmentale donnée dans le § 5 permet de voir
que ces opérateurs comuutent & d . Cette méme formule montre que D L(b) est
stable par « , c'est-d-dire que W peut étre muni d'un opérateur a obtenu par
passage au quotient a partir de «o . Les o étant complétement continus et commu-
tant aux d , la suite exacte du § 5 donne

M det(1 - tozi)(-)l.det(l v3) (- O

Comms
n+l) n+l)

i n+l-i %) i

n+l-i Ol) _ A(q

det(1 - tozi) = det(1 - tq
La formule obtenue au § 4 s'écrit

] (_ i+l n n
z (gt =TH L (L -q 1) : (l).det(l - t?&)(“)

Te I1 reste & passer de Z; a ZV . S0it A un sous-ensemble de
S={1, «.. , n+ 1} . Posons vh o Vn(X =0 pour i¢A,X;£o pour iEA),
et soit 7' 1a fonction Z de V° (en partlculler 7 = ZV ). Coome V =U vh
il vient ZV =l ZA « Pour chaque VA , on peut appliquer la formule obtenue au §.§,

avec 1 + n = |A| = nombre d'éléments de 4 .

L'espace WA associé a VA par cette tethnique n'est autre que 1l'image dans W
des éléments de L(p} gui ne couprennent pas de termes contenant un Xi avec
i é A o+ On construit alors une suite exacte :
O—-ébqs —‘_"W=‘JS ‘)o to--a—> ﬂ W __35 ese ——96 “I¢:Q——;o,
| Al=n+1-i

ou O est 1l'opérateur "différentiation extérieure" associé 2

3(£) = Zi lo(X):{i:o ;s

et oh, par conséquent, WS est 1'image dans W des é1éments de L(E) tels que
3(f) = 0, c'est-a~dire qui sont divisibles par X .o X 1 ¢ En notant 5§ la
restriction de o 2 WS , et om la restriction do a A WA (ctest ah qui in-

tervient dans ZA ), en remarguant que EA et d commutent, on obtient

det(1 - ta°) ﬂ det(1 - ta )( )n_lAI 1

ce qui nous domne (il ya (7 ; 1) ensembles A tels que |4l =)
i+l,r=-1y /nt+1
n N O i G [ Gy
7, (qt) = det(1 - t&s)(') ﬂ;l:é ﬂi;l(l - "™ %) oo

et on obtient :
2y(8) = (2(6)))/BIH - o ) aveo Blat) = aot(t - 4&)

en particulier on vérifie que P est un nolynbme de degré dim WS , c'est-a-dire,
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N
en utilisant la suite exacte ci-dessus et dim W, = dIA' L ,
a7 (a - )™ (P Ha - 1))

En particulier, pour les courbes, on trouve (h=2) (a-1)(a-2) clest—a-

dire deux fois le genre.

L'existence de suites exactes de "dérivations extéricures" suggdre une interpré-

tation cohomologique de ce qui précdde. Celle-ci a été faite par KATZ [4].

8+ Nous introduisons maintenant les duaux des espaces W . Soit
L (b) = {2,

, L (b') et L(b) sont mis en dualité par £*, £)

tant du produit £% £ , Nous obtenons alérs les opérateurs adjoints

- A
A X7, 1nf(v(Au) + buo) > - o} .,

Si b >D! terme cons=

i

. a qu u 0 si un des u, est >0
o =y_H o @ avec (x7) = X+, y_(X):{ 4 ,
X® sinon

3 Pe)
Di=—Xi aXi+Y—ﬂXOFi .

’

Soit alors KX 1l'espace des solutions de Di =0 , i=1, eeo ,n+1 4351
fekK, f estdans le dual de W . Comme on montre que dim K = & , on voit que
K est le dval de W .

On a la relation : o o Di = qD: ° d* . BEn particulier, o opere sur K . En
utilisant ce fait, on peut démontrer que, si f = > Au x appartient 2 K , alors
inf(v(Au) +n 1og(u0)/log p) > - « , Ceci montre que K < nb>0 L_ﬂb) , et donc est
indépendant du choix de b . On vérifie que K est en outre indépendant (2 isomor-
phisme prés) du choix du releévement F de F choisi (dont les coefficients ne
sont donc plus forcément des représentants multiplicatifs 1). C'est cette indépen-

dance (entre autre) qui fait 1'intérét du passage au dual.

Soit K> 1'annihilateur de W , alors K/KS est le dual de WL ot donne,

ar passagc au quotient, un opérateur ¥ sur K/Ks our lequel on a
b q ’ Og b q

P(qt) = det(1l - tqg) .

9. Nous supposons maintenant que F = F(X , I') dépend d*un paramétre T .
F(X, I') est un polynéme en X, et T, homogene de degré d en X , & coef-
ficients dans O , anneau des entiers de Q . Nous garderons les notations des pa-
ragraphes précédents en ajoutant un indice I lorsque nécessaire. En éliminant les
Xi entre les Fi,F , on obtient un polyndme R(I') . Pour que VT soit en position
générale (voir § 2), il faut et il suffit que iR(F)| =1, I's1l.C'est dans

cette région que nous nous placerons.

z sera une veleur fixée de I' , (|R(z)| = 1). Soit £ 1'ensemble des polyndmes

contenus dens les L(b) , et soit
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={ue I, osui<d},et A' = {ue I, 0<ui<d}.
On montre qu'il existe des f , ue 4, tels que
u

= £ i Al X

£ Z%AQdQJLZE,a.ueA Xl“"mlf

Le fait intéres sant est alors que les fu vérifient, pour presque tout I,
£r = ZueA £, ar) + 2 D ¢ 2L

(on n'a & vérifier le résultat que pour les termes de degré, en Uy

n . Les conditions & exprimer s'écrivent alors par 1'inversibilité de matrices, et

, inférieur &

I’ ne doit pas &tre O des determinants qui apparaissent).

On vérifie que KF est le dual de fr/(z D. T fr) On peut donc munir KF de la
base fﬁ r dvale de la base fu . Le reoultat fondamental est qu'il existe un poly-
H

néme g non nul et des polynbmes Gu v de O(Ir) tels que

g(r) £ 1= (T pe, (DT 0 ) /((r)0)

et les "mauvais" I , pour lesquels fu n'est pas une base, sont les zéros de
%
g(r) rR(r) (si f =2 g X=, on trouve facilement que,
u, I’ m O
d

Tt AEot - i1 =00

on applique alors une méthode de récurrence).

Les fu , ue A' , forment une base de W? . On en déduit que les
forment une base de KF/K? = (W?)* .

* 1
fu,F , u€E Al

10. Equation différentielle. - Si |z <1, |R(2)| =1 et si |z- rl <1,

1'opérateur

T, =Y exp(- Xy F(X, z) + Xy r(x , 1))
?

envoie KZ dang KF Comme 1l'image de KS est Ks , on vérifie que TZ r est
une bijection de K /KS sur K /KS Iotons c(z , F) la matrice associéde pour

les bases £ et f¥ (ue A ) On trouve
U, Z u, I’

_ 3%
c(z , r)u,v - <Tz,l" fu,z ’ fv> ’

ce qui donne par dérivation, puisque (a/aI‘)TZ r £(x) = nXO(aF/aF)TZ rfo
9 9

aCuzv @ o¥ X oF £)
o — Vg,T u z ' 0 £g7 -

Si on pose Bw,v( r) = (f* T nx(aF/aF)f Y , les Bw,v sont des polyndmes en I
indépendants de z , et on trouve que C(z , ) est la solution de 1t'dquation dif-
férentielle
(1) 2C _ ne

or ~

qui vérifie la condition C(z , z) = I .

Si on interpréte W  en terme de cohomologie, 1l'équation différentielle que nous

venons de trouver devient la connexion de Gauss-lManin (ou équation différentielle
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de Picard-Fuchs dans le cas des courbes). On sait montrer que cette édquation dif-

férentielle n'a que des points singuliers réguliers.

11. On vérifie aussi que 1'opérateur

o = y_ exp(- my F(x , T) + et 7(x? ) . 8
est une bijection de X q/

sur Kr/-Kb . Nous notons A(T') 1la matrice associée
¢ r

. r
pour les bases fu .

’.
Posons
exp(- X, F(X , T) + e r(x?, 1) = 24, ™.

Le développement trouvé au § 9 pour £ . permet de calculer
]

-W W

3 SV a 0 a dy O
(2) op £, 40 %) = 2 Ay Gu’w(l“ ) m “/e(r*) R(r*) ° .

W
{Gu W/R O} est une suite de fractions rationnelles de normes inférieures a 1
?
sur 1lensemble |I| <1, |[R(T)] =1 . Par ailleurs, 2 A X appartenant 2
L{p - 1)/pa) (cf. §3), on a
-W,
0] p -1 1
v(AWq_V T o) > 5 Mo =TT %o * Cte ,

Comme ((p - 1)/p) > (1/(p - 1)) (pour p # 2 ), la série (2) converge uniformé~
ment sur le domaine |I| €1, |R(I)| =1, &) > ¢, et est donc un élément
analytique sur ce domaine. fv est une combinaison linéaire finie de X , les
Au,v(F) sont donc des combinaisons lindaires d'expréssions du type (2) et sont
donc des éléments analytiques sur ce méme domaine (les zéros de g dépendent en
fait du z choisi au début, et, quitte & en changer, c'est-a-dire & changer de ba-

se de K , on peut les placer en dehors d'un disque |F - al <1 fixé & 1'avance).

12. Supposons, pour simplifier, que |R(0)] = L « Un calcul évident montre que
3% - 3¢ ] -
TO,F o 0 = dp ° T q clest-a-dire
0,r
(3) | c(o , 1) al0) clo , TH™ = a(1)

La matrice du premier membre n'est apparement définie que pour IFI <1, le

deuxitme membre en est donc un prolongement analytique.

Si T appartient 2 F , , nous choisissons le relevement I' tel que 'Fqs =T
La variété V(T) est dé%inie sur F _ , et nous avons vu (§ 7, §8) que la fonc-
tion ZV(T) est donnéepar le polyn&ie P tel que

P(q° t) = aet(1 - taf) .
Une comparaison de ag avec le a? défini au § 11 donne, dans ce cas,

N s-1 %
o =T 5 o

i s
q
d'ou r
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(4). P(q° t) = det(1 - t a(r) a(ry) ... A(rqs—l)) .

Partant de 1'équation différentielle (1), on peut donc trouver ¢(o, ), ce qui,

par (3), donne A(T') donc la fonction ZV(T) , par (4).

L'étude des équations différentielles ayant une structure analogue 3 (3) consti-
tue 1'étude des structures de Frobénius des équations différentielles, Avec un lan-
gage de géométrie algébrique, ceci a conduit 3 la notion de cristal (voir [9] par

exeuple).

Les zéros de P sont directement donnés par les valeurs propres de

1

A(T) ... A(Fqs- )y =co, 1) a(0)® ¢, rqs)'l .

Leur valeur absolue est alors lide & la croissance des solutions de 1'équation
différentielle (1). Les théordmes de décomposition, selon cette croissance,des
dquations différentielles conduisent & donner une décomposition de P sous forme
d'un produit de polyndémes dont chacun a la forme (4), et dont les zéros ont méme

valeur absolue p-adique.

Signalons pour terminer que les inverses des zéros de P ont une valeur absolue

by

complexe égale 2 q(n_l)/2 (ex-conjectures de Weil démontrées par DELIGNE).
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