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TYPE DE TRANSCENDANCE p-ADIQUE

Alain ESCASSUT

Groupe d’etude d’Analyse ultramétrique
(Y. G. CHRISTOL, P. ROBBA)
5e année, ~ ~7’1 i i 8 9 n° 8, 10 p. 19 décembre 1977

Serge LANG a introduit le type de transcendance pour une extension transcendante

de type fini de Q incluse dans ~ [2]~ et on sait que ce type de transcendance

ne peut être inférieur à 2 . Nous étudierons ici la notion de type de transcendan-

ce, pour une extension transcendante E de type fini de Q incluse dans C , et

nous verrons que, si E est incluse dans la clôture algébrique de j3 , alors elle
ne peut admettre de type de transcendance inférieur à 2 . Mais y par contre, y il

existe des extensions transcendantes Q(x) de Q, où x est transcendant sur

Q , qui ont un type de transcendance  1 + £ ( 6 &#x3E; 0). 

Pour plus de précisions, les résultats seront présentés, en dissociant ce qui a

trait à la hauteur et au degré des polynômes considérés, en définissant des ensem-

bles ~~ dont nous étudierons les propriétés.

En introduisant des outils analogues à la "taille" définie sur une extension

transcendante de type fini, hous étudierons certaines propriétés d’indépendance al-

gébrique dont une généralisation du théorème de Gel’fond-Schneider.

1. Les ensembles (03B1 , 03B2) .

On note 1.1 la va,leur absolue de C , la valeur absolue archimédien-

ne de C . La fonction logarithme de base p de R dans R est noté log .

P our tout polynôme

II(P) désigne max.. 1 a.. l ,et t(P) désigne
11y ...,ln 1~, ...,ln 

00

Soient 03B1 et 03B2 ~ R+ ; soit ~(03B1, 03B2) l’ensemble des tels qutil existe

une constante C e R satisfaisant P(x) =0 ou bien

Il est facile de voir 1) est égal à la clôture algébrique de Q

dans C ( et, bien sûr, si 03B1 ou y §~(03B1 , 03B2) = 03C6 ) [4J. .

De plus, si x est transcendant, et si x E p) y diaprés le principe des

tiroirs de Dirichlet, il est immédiat de voir que 03B1 + 03B2 

iiaintenant, on peut considérer des expressions similaires dans C . Soit j3)
l’ . ensemble des x e C pour lesquels existe une constante C E R telle que, pour
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tout polynôme P E Z[X] , on ait ou bien p(x) = 0 , ou bien

(Alors il est clair que, si 01531 ~ c~ et 8 ~ B32 ’ $(a’1’ (31) C $(a’2 ’ (32) -)

Avant d’étudier les premières propriétés des ensembles 03B2) , y il est néces-

saire de rappeler quelques définitions et notations. Si x est un nombre algébri-

que, on appelle dénominateur y d(x) y de x le plus petit des entiers t tels

que tx soit un entier algébrique. Soit @ l’ensemble des homomorphismes de corps

de ’é( x) dans £. Alors, désigne Icr(x)1 , et s(x) désigne

max(log d(x)) .

Alors y dans C y on a maintenant la proposition 1.1.

PROPOSITION 1.1.

(i) La clôture algébrique de Q dans C est incluse dans $(1, 1 ) .

(ii)  1 , alors p) = ~ .

Preuve. - Soit x algébrique, soient x y ... , xl ses conjugués sur Q , et

soit d son dénominateur. Pour tout polynôme P de degré k de tel que

P(x) =0 , on vérifie que

tandis que, par ailleurs, )P(.x)) ~ H(P) (k + 1) . D’où

La preuve de est immédiate. Soit x E 7 fl) . En considérant des suites

n ~ pn Q (Q E &#x26;X]), on voit que a  1 , et, en considérant des suites

n ~ Qn, on a 03B2  1 .

PROPOSITION 1 . 2 . - &#x3E;Soit a E ~~ , et soit b algébrique. Alors

ab ~ §(03B1 , (3) .

D’après 1.1 on peut supposer a transcendant, et la preuve est

immédiate en considérant les conjugués de b.

PROPOSITION 1 . 3. - Soient 0153 et 03B2 E R+ tels que 03B1 + 03B2 &#x3E; 03B103B2 . Alors, tout nom-

bre transcendant qui appartient à est transcendant sur Q .

Preuve. - Soit x E 03B2) algébrique et soit K = £(x) . Comme le

corps résiduel et le groupe de valuations de K sont finis, il existe A &#x3E; 0 tel

que le nombre des disques d,e diamètre 1/pn , inclus dans U, est majoré par A n
p

Alors on peut appliquer le principe des tiroirs de Dirichlet, et il est immédiat

de voir que, pour tout couple (m, q) E [ x ! , il existe au moins un polynôme
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lilors, comme x E j~) ~ on a donc

On en déduit que, si (deg P 
w , q 

)03B2  (log H(P 
m,q 

))03B1 , on a

e t de même, s i (log H(P ))03B1  (deg P )03B2 , on a
" 

m,q m,q

Et comme le couple (m , q) parcourt! x ! , il est clair que l’on a OE$ 

ilo tat ions.

1° Si Ixl  p-(1/(p-l)) , on notera exp x = 03A3~n=0 xn/n! , et si |x - 11  1 , on

0 Enfin si 11 1 ’1° , Ù É Eg al /  p-(l/(p-l»),
on not,era a = exp(b £g a) .

20 Pour tout r &#x3E; 0 , on notera 1(r) l’algèbre des fonctions analytiques

an x convergeant pour x ( = r [ 1 j .

PROPOSITION 1.4. - Soit K une extension a.lgébriq_ue finie de Qp, soit r &#x3E; 0 ,

et soit f(x) = 2::: an xn E G(±1 telle qùe an E K , pour tout n . Alors, pour

tout x E K tel ue Ixl = r , f(x) E K .

COROLLAIRE 1.5. - Soit a E C , transcendant sur Q .
- T 1&#x3E;

Ci) Si ta - 1B  1 , est transcendant sur Qp .
(ii) Si lai  p-(1/(p-l)), exp a est transcendant sur Qp .
(iii) Pour tout b tel que nax( ) 1 b 1 , 1 ab 1)  p -(1/ (p-l)) , l’un au moins des

nombres exp b , exp ab est transcendant sur Qp .
- 

-’°.° 
" --p

Preuve.

( i) Pour n assez grand, Ba(pn) - 11 (  p-(l/(p-l)) donc ) 1  p-(1/(p-l))
dl où a est a.lgébrique sur K .

(ii) De même, si exp a est algébrique sur .9p’ a = £g(exp a) est algébrique

sur .9p .
(iii) On considère K = b , exp ab] . Alors, si il est une extension algé-

brique de % , b et ab E K ,donc a = b/ab E K , et a est algébrique sur $p

COROLLAIRE 1 .6. - Soit a algébrique sur Qp tel que la - 11  1 , et soit b

transcendant sur Q teî que ( b Eg al p-C1/(P-l)) . Alors ab est transcendant

sur Q .
~ -p

Preuve. - C’est une conséquence du corollaire 1 . 5 (iii).
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D’autre part, le corollaire 1.5 admet une conséquence immédiate exprimée à l1ai-

de des ensembles ~) .

COROLLAIRE 1.7. - Soient 0: et B3 E Ô tels que OEQ  cy + [3 , et soit

a E $( Q , a ) .

(i) Si la - 11  1 , Eg(a) est transcendnat sur Q .

(ii) Si |a| p-(l/(P-l)) , exp a est transcendant sur g.

PreUve. - Puisque 03B103B2  0: + a , on voit que a est transcendant sur Qp , ou
bien algébrique sur Q . Dans le premier cas, le résultat provient du corollaire

1.6. Si a est ,algébrique sur g, alors (i) et (ii) proviennent du théorème de
Hermite-Lindenmann p-adique dù à MAHLER [3 J.

Maintenant, nous allons voir que, contrairement à ce qui se passe dans £, les

ensembles liJ( 1 , 1+e) contiennent des nombres transcendants (sur Q ) , quel que
--p

soit £ &#x3E; 0 .

THÉORÈME 1.8. - Pour tout £ &#x3E; 0 , $ 1 , 1 + E N ili n’est pas vide.

Preuve. - Plus précisement, on va construire de la façon suivante des nom.bres

transcendants dans s( 1 , 1 + e) .

Soit E &#x3E; 0 , soi-t r = u /v une suite de Q , et soit a une suite de C
-- -- n n n - ~ n ~

telles que:

Ci) r ~ 00 quand n -a 00 .
n

(ii) r  nE.
n

u

(iii) a est une racine v -ième de 
n n 

(iv) Pour tout nE N , pour tout m = 1 , ... , n , ror n’ appartient pas au- n

de valuation valuation du corps ~n-1 = Q(a1 , ... , 

Àlors 03A3~n=1 an est un nombre transcendant qui appartient à liJ( 1 , 1 + E) .

Pour tout nombre w &#x3E; 0 , on notera R(03C9) la relation d’équivalence définie sur

.2.p par x lR.(w) 5r si log lx - yi  w .

Pour on notera bn = 03A3nk=1 ak . Pour établir E §(1 , 1 + ~) , il
suffi.t de montrer que, pour tout q E ?I et pour tout lJ(X) E Z[Xl tel que llplt= 1
et deg P = q , on a log Ip(a)1  - ql+£ . 2n effet, pour tout p(X) E £,X] , on

peut mettre P sous la forme p" P0 , où Po OE éxl et ~P0~ = 1 , d’où
log Ip(a)1 J - TT - ql+£. Or il est clair que .

Nous allons d’abord montrer que, pour tout polynôme ... , 

de degré ~ q - 1 tel que j)P)j = 1 , on a P(a ) ~ 0 mod R(q~~~) . Considérons
donc un polynôme Cm X E 1fX] tel que P(a) =0 Il

est immédiat de voir que y pour tout entier m  q , on a
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En effet, puisque

on voit que et par suite, on en déduit

Alors de même, on voit -i- (1/prq) . Mais, r n’appar-

tient pas au groupe de valuation de )( , on voit que

et ainsi de suite. On montre la relation (1) par récurrence, ce qui prouve ensuite

le B = 1 , puisque 1 . Alors on en déduit que
q

et comme q1+~ &#x3E; qr ,on a donc ( 1(C /(a )m)1  1 , et par suite, d’après (1),
q m q

on a ) C ) 1  1 , cè qui contredit l’hypothése. 0n a donc établi qu’il n’existe pas
q

de ... , ’ de tel que IIp!I = 1 , et

P(a ) = 0 mod 
q

Pour démontrer la proposition, il suffirait naturellement de montrer que, pour

tout polynôme P E tel que !lpii = 1 et deg P s q , on a log| p(1.J ) 1 i q 1+ t:,
En effet, il est clair que a == b mod 

q

q

Considérons donc un polynôme P E tei que Ilpli == 1 , et deg P  q , et tel

que P(b) z 0 mod On a évidemment
q , ,

Comme

on voit que

et par suite

Maintenant, d’ après ce qui précède, il n’existe aucun polynôme

tel que
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et on voit donc que )(P~(b ))/nit  1 , ’ V n~ q . Or, ’ puisque JJP" = 1 , il

est clair que l’un au moins des est égal à 1 . On voit donc que

le polynôme P n’existe pas, et la proposition est donc démontrée.

Ainsi, pour tout e &#x3E;0 , ë(l , 1 + s) contient des nombres transcendants, et

diaprés la proposition 1.3, nécessairement, ils sont dans Cp B Qp . Mais par
contre, on ne peut précis.er si §(l , 1) contient lui aussi des nombres transcen-

dants, ou si, à l’instar de §Jl , l) , il est réduit à la clôture algébrique de

Q . En fait, il est très vraisemblable que §(l , l) contienne des nombres trans-

cendants.

2. Fonctions T) et 6 , et type de transcendance p-adique.

Soit K un sous-corps de C admettant une base de transcendance finie

(a , ... , a ) Alors, il entier sur ~(a~ , ’ ... , a~)
tel ~(a. , .... a , y) . On appelle système privilégié 

de K 

tel système.

Soit v == [K : ... , &#x3E; a )] . Tout x e K peut s’écrire sous la forme

où Q. et R. sont d ux polynômes premiers entre eux de ... y X j . On ap-
pelle dénominateur de x relativement au système privilégié (a~ y ... ~ a , y)

le ppcm Q des R. (0  1 f v - l). Alors x Q(a1 , ... , a ) peut s’écrire de

façon unique sous la forme 1~ *’~ ? ’" ~ 

Haintenant, sur K , on peut définir les fonctions T) et ô relativement au sys-

privilégié (a ~ ... y a ~ y) .

Soit

et soit

Remarque. - Si L est un sous-corps de K, et si L est algébrique sur Q ,

évidemment il existe des constantes Al et A2 ~ ~ telles que

Les principales propriétés des fonctions ~ et ô sont résumées par les lemmes

2.1, 2.2, 2.3, 2.4. Dans ces lemmes, K est un corps qui admet un système privilé-

gié ... , aq , y) , et ~ 
et Ô sont les fonctions associées à ce système.

LEMME 2.’1.

(i) Pour tout ° ° ’ ... , aq , ,y], on a
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Il existe une constante telle que, pour tout ... , 

on ait

et

LEHI1E2.2. -Soit (a’ , &#x3E; ... , a’ , y’) &#x3E; un autre e système privilégié de 
soit T)’ et ô’ les fonctions associées à ce système. Alors, il existe A et

B e ~ telles que

AT’,(x)~11’(x) et A ô(x) ~ 6’(x)$B ô(x) pour tout xeK .

([4], lemme 4.2.22).

Ainsi les fonctions ~ et ô ne dépendent pas (à une constante près) du système

privilégie choisi.

LEMME 2.3. - Soit a =§(&#x26;, p) , et soit K un sous-corps de , algébrique

sur Q(a) . Alors, il existe une constante telle que
- log ô(x)~) ,

pour tout x e K .

Preuve. - Une relation analogue est bien connue dans C . Ici, la traduction dans

C est obtenue à l’aide de la relation )n) pour tout n =~ ([4],
~IP 

"

4.2.23).

On connaît le lemme de Siège 1 pour les extensions transcendantes de type fini

[4]. Ici, on obtient les résultats suivants à l’aide des fonctions ~ et 6 .

2.4. - ... , ’ a , y] . Il existe une 
telle que, pour toute famille finie (bij)1in, telle que 2r  n ,

il existe (03BE1 , ... , 03BEn) =A" et (03BE1 , ... , 03BEn) ~ (0 , ... , 0) satisfaisant

03A3ni=1 b . 03BEi = 0 ,

maxi ~(03BEi)  S(maxi,j ~(bij) + log maxi,j 03B4(bij) + 

II
max 03B4(03BEj) . S max .. ô(b...) ([4], preuve e du lemme 4.3.1).

l IL ~- y J ~-J

Comme dans C , on peut définir dans C le type de transcendance [2]. Soit K

un corps tel que Q c K c c, . Alors, on dira que K a un type de transcendance in-

férieur ou égal à a; s’il a une base de transcendance finie sur Q (a1 , ... , aq)
et s’il existe une constante C e ~ 

~ 
telle que 

- q
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pour tout polunôme P(X , ... , Xq) ~ Z[X1 , ... , X 1 . De plus, on dira que
a un type de transcendance strictement inférieur à c~ s’il a un type de transcen-

dance inférieur ou égal à un nombre #  0153 .

Alors, d’après le lemme 2.2, il est facile de voir que l’existence de C (donc

du type de transcendance) ne dépend pas de la base de transcendance choisie.

PROPOSITION 2.5. - Soit K c C un corps qui a un type de transcendance infé-

rieur ou égal à c~ .

(i) Pour toute base de transcendance (bl’ ... , 9 b ) de K sur Q, il existe

une constante C ~ ~ 
+ 

telle que 

"

pour tout P(X , ... , ’ ... , ’ 

(ii) Toute extension algébrique de K a aussi un type de transcendance i nférieur

ou é gal à et.

Dans la même voie que la proposition 2.5, y en nous limitant au cas où q = 1 ,

mais en dissociant ce qui a trait aux fonctions et ô, on obtient la proposi-

tion 2.6.

PROPOSITION 2.6. - Soient a soit p) , 1 et soit y algé-

brique sur £(x) . Alors, ye§(~? 9 p) .

Il est clair que, si £(x) a un type de transcendance ~ ~ ~ alors x E 

Les propositions 2.5 ou 2.6 permettent d’établir la réciproque.

COROLLAIRE 2.7. - Un corps a un type de transcendance inférieur ou égal à

OE si et seulement si, x E ~(a , 

Alors, 9 grâce aux propositions 1.3 et 2.5 et au théorème 1. 6, on obtient le corol-

laire 2.8.

COROLLAIRE 2.8.

(i) Aucun sous-corps de Qp , transcendant sur Q, n’a un type de transcendance

strictement inférieur à 2 .

(ii) Pour tout e&#x3E;0 y il y a des sous-corps de C transcendants sur Q qui

ont un type de transcendance inf érieur ou égal à 1 + e .

Remarque. - Dans 0 y une extension transcendante de degré q sur Q ne peut

avoir un type de transcendance strictement inférieur à q + 1 . De même ici, en

fait, le principe des tiroirs de Dirichlet montrerait qu’un sous-corps de Q de

degré de transcendance q sur Q ne peut avoir un degré de transcendance stricte-

ment inférieur à q + 1 .
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3* onentielles p-adiques.

Nous avons vu. au § 1 . Quelques propriétés immédiates de transcendance d’exponen-
tielles p-adiques. Maintenant, nous pouvons utiliser les outils T) et ô y défi-

nis au § 2, pour appliquer, dans le cas p-adique, les procédés classiques (de
Gel’fond et Schneider, notamment). Ainsi, grâce à une méthode de Schncider (comme
au théorème 7.2.9 de [4~)~ on démontre le théorème 3.1*

THÉORÈME 3.1. - Soit T~jR y et .soit K un sous-corps de C de type de trans-

cendance  03C4 . Soient u1 y 
... 

y y ... v ) néairement indépendants de C tels que max.. )u. vt  p-(1/(p-1)) . Alors, si

1))/(m+n) , l’un au moins des nombres u. et exp( u, v.) 
1  j  n) est transcendant sur K .

Ce théorème, y appliqué dans le cas où n = 1 , u est algébrique, et où n = 2 ,

permet avec l’aide du corollaire 1.5 (iii) de montrer le corollaire 3*2.

COROLLAIRE 3.2. - Soient ~ j~ tels que et soit

a e §(a , P) B Q , et soit b e Cp tel que max(jbj ,  p-(1/(p-1)) . Alors
l’un au moins des nombres exp b et exp ab est transcendant.

Maintenant, en reprenant la démonstration du théorème 3.1 dans le cas où m == 1 y
n = 2 ~ en supposant u e §(of y p) y et en dissociant ce qui a trait aux fonctions

T) et 5 y avec l’aide de la proposition 2.6, on obtient une généralisation du

théorème de Gel’fond-Schneider.

TBÉORÈME 3.3. - Soient 03B1 et 03B2 ~ R+ tels que 303B103B2 - 203B1 - 203B2  0 et 03B1  03B2 ,
soit P) tel que )u- l) ( 1 ~ et soit B~ algébrique sur

tel q~e p ~P"~ ~ Alors u est transcendant sur J~(u) .
De même grâceà une méthode de Cel’fond (similairement à la démonstration du théo-

rème 7.3-5 de [4]), on obtient le théorème suivant.

THÉORÈME 3.4. - Soient ûf, 03B2 ~ R+ tels que 303B103B2 - 303B2 - 203B1  0 et 03B1  03B2.
Soient u et v e C , Q-linéairement indépendants et tels que v soit algébri-

que sur ~(u) , u=~(a~ p) jv))P"~~~"~~ .
Alors ~(u ~ exp u y exp v) est une extension transcendante de j~(u) .
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