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TYPE DE TRANSCENDANCE p~ADIQUE

par Alain ESCASSUT

Serge LANG a introduit le type de transcendance pour une extension transcendante
de type fini de Q incluse dans C [2], et on sait que ce type de transcendance
ne peut é&tre inférieur & 2 . Nous étudierons ici la notion de type de transcendan—
ce, pour une extension transcendante E de type fini de Q incluse dans gp , et
nous verrons que, si E est incluse dans la cliture algébrique de QP , alors elle
ne peut admettre de type de transcendance inférieur & 2 , Mais, par contre, il
existe des extensions transcendantes gﬁx) de Q , o x est transcendant sur

Q@ , qui ont un type de transcendance & 1 + ¢ (e > O).

Pour plus de précisions, les résultats seront présentés, en dissociant ce qui a
trait 2 la hauteur et au degré des polyndues considérés, en définissant des ensem-

bles S(w, B) dont nous étudierons les propriétés.

En introduisant des outils analogues & la "taille!" définie sur une extension
transcendante de type fini, hous étudierons certaines propriétés d'indépendance al-

gébrique dont une généralisation du théortme de Gel'fond-Schneider.

1. Les ensembles S(a, B) .

On note i.] la veleur absolue de Qp , et |. » 1a valeur absolue archimédien-

ne de C o La fonction logarithme de base p de gf’ dans R est noté log .
Pour tout polyndme

P(X eee X ) = Z a . € zixl 9 eee X ] 9

1’ n il""ln n

H(P) désigne max, |a

11,-nc,in Im 9 et t(P) designe

il,oo.’in

max(log H(P) , deg(P) + 1) .

Soient « et e‘§+ ; soit § (a, B) 1'ensemble des x €( tels qu'il existe

uhe constante C €<E% satisfaisant P(x) = 0 ou bien
- log |P(x)]_ < ¢((10g 1(p))? + deg ) , pour tout P e Z[X] .

Il est facile de voir que S_(1 , 1) est &gal 2 la cléture algébrique de Q
dans C (et, bien str, si o ou p<1, sfa, B) =¢)[4].
De plus, si x est transcendant, et si x € Sm(a , B) , d'apres le principe des

tiroirs de Dirichlet, il est immédiat de voir que o+ B < off .

uaintenant, on peut considérer des expressions similaires dans Qb «Soit $(a, B)

1'ensemble des x € Qp pour lesquels existe une constante C € Ef “telle que, pour



8-02

tout polynéme P € Z[X] , on ait ou bien P(x) = 0 , ou bien
- 1og |P(x)] < [ (10g H(P))* + (aeg P)*7 .

(Alors il est clair que, si “1‘5 a, et Bl < 82 , on a S(al, Bl)CZS(aé ,92) )
Avant d'étudier les premidres propriétés des ensembles $(a , p) , il est néces-
saire de rappeler quelques définitions et notations. Si x est un nombre algébri-

que, on appelle dénominateur, d(x) , de x 1le plus petit des entiers t tels

que tx soit un entier algébrigue. Soit @ 1'ensemble des homomorphismes de corps
de a(x) dans C . Alors, |x| désigne max_gq lo(x)| , et s(x) désigne
max(log Iil ’ d(x)) .

Alors, dans Q? , on a maintenant la proposition 1l.1.

PROPOSITION 1.1,

(i) La cléture algébrique de Q dans C est incluse dans s(1 , 1) .

(1i) 81 « ou B <1, alors s(ae, B) =¢ .

Preuve. - Soit x algébrique, soient Xy 5 eee s X, ses conjugués sur Q , et
soit A4 son dénominateur. Pour tout polynéme P de degré k de Z X] tel que
P(x) = 0, on vérifie que

1

Lk 4

|a™ p(x) TH_, B(x,)],

tandis que, par ailleurs, |P(x)| < H(P) IEIk (k + 1) . D'ou

|d° p(x)] >

log |P(x)] = ¢(P)[(& + 1) a(x) + 1] .
La preuve de (ii) est immédiate. Soit x € S(a, B) . En considérant des suites
n — pn Q@ (qQe Z[X]), on voit que « > 1, et, en considérant des suites

n —> Qn ,ona p21.

PROPOSITION 1.2. - Soit a € $(a, B) , et soit b algébrique. Alors
ab € 8(a, B) &

Preuve. - D'apres 1.1 (i), on peut supvoser a transcendant, et la preuve est

immédiate en considérant les conjugués de b .

PROPOSITION 1.3. - Soient o et B € Bf tels que o+ B > of . Alors, tout nom-

bre transcendant qui appartient & g(a 5 B) est transcendant sur gp .

Preuve. - Soit x e 8(a, B) algébrique sur ’Qp , et soit K ='Q(x) . Comme le
corps résiduel et le groupe de valuations de K sont finis, il existe A >0 tel

que le nimbre des disques de diamotre l/pn , inclus dans U , est majoré par A n

p
Alors on peut appliquer le principe des tiroirs de Dirichlet, et il est immédiat

de voir que, pour tout couple (m, q)e N x N, il existe au moins un polyndme
e . <
Puq € 4X] tel que deg(Pm q) <q, et

I 9

log H(Pm q) £m et log le,q(x)l < —-nq .
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slors, comme X € (e , B) , on a donc

9 ?

o S B
(log H(Pm,q)) + (deg lm,q) >ng > log H(Pm q) deg Pm q*

On en déduit que, si (deg P )B < (log H(Pm q))a , On a
9

m,q
2(log H(P_ é))“ > g 2 (log H(P_ q))l+(a/5) ,

? 1

. o . VB
et de méme, si (log H(Pm q)) < (deg P q) y On

? ?

8 1+(g/a)
2(deg ngq) >mgq > (deg P ,q)

Et comme le couple (m , q) parcourt N x N, il est clair que l'on a o 2 o+ B.
Notat ions.
1o 81 |x| < -(l/(p—l)) , on notera exp X = Z;;O /ot , et si |x -1 <1, on
notera Rg(l-x)—- 2? xn/n . BEnfin si |a - 1] <1, et si v g al < _(1/(9_1))
b
on notera a = exp(b £g a)
20 Pour tout r >0 , on notera @(r) 1'algtbre des fonctions analytiques

Zi: a, x° convergeant pour |x| =r [1].

PROPOSITION 1.4. — Soit K wune extension algébrique finie de QP , soit r >0,

et soit f(x) = o o & e a(r) telle que a € X , pour tout n . Alors, pour
tout x €K tel ve |x| =1, f(x) ek .

COROLLAIRE 1.5. - Soit a €C_, transcendant sur Q_ .
—_— ~p -~

(i) Si |a - 1| <1, Eg(a) est transcendant sur ’QP .

(ii) 81 lal < p_(l/(p_l)) , eoxp a est transeendant sur Q

< p-(l/(P'l)) , 1'un au moins des

(1ii) Pour tout b tel que mex(|b| , |abl)

nombres exp b , exp ab est transcendant sur gp .

Preuvee.

(1) Pour n assez grand, Ia(pn) -1 < p"(l/(p"l)) done |gg(apn)l < p"'(l/(P-l))

d'ou a est algébrique sur K .

(ii) De mtme, si exp a est algébrique sur —Qp , a=Sg(exp a) est algébrique
sur ’gp .

(iii) On considére K = Qp[exp b, exp ab] . 4Llors, si K est une extension algé-

brique de Q , b et sbeK, donc a=bl/abeK, et a estalgébrique sur 9

COROLLAIRE 1.6. — Soit a algébrique sur Q tel que |a - 1] <1, et soit D

-(1/(p-1))

transcendant sur Q@ tel que |b g a| <p . Alors ab est transcendant

sur Q e
- 7P

Preuve. - C'est une conséquence du corollaire 1.5 (iii).
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D'autre part, le corollaire 1.5 admet une conséquence immédiate exprimée & 1'ai-
de des ensembles S(a& ’ B) .
COROLLAIRE 1.7. - Soient & et B e R tels que of <o+ B , et soit
aesS(a, B) .

(1) Si la - 1] <1, g£gla) est transcendnat sur Q.

(i) si |e| < p“(l/(P_l)) , exp a est transcendant sur Q .

Preuve, — Puisque of < o+ B, on voit que a est transcendant sur Q? , ou
bien algébrique sur Q . Dans le premier cas, le résultat provient du corollaire
1.6, Si a est algébrique sur Q , alors (i) et (ii) proviennent du théordme de

Hermite-Lindenmenn p-adique d0 & MAHLER [31.

tlaintenant, nous allons voir que, contrairement & ce qui se passe dans ¢, les
ensembles $(1, l+¢) contiennent des nombres transcendants (sur gp ), quel que

soit € >0 .

THEOREME 1.8, - Pour tout ¢ >0, (1, 1+ &) \ § n'est pas vide.

Preuve., - Plus précisement, on va construire de la fagon suivante des nombres

transcendants dans 8(1 , 1 + ¢€) .

Soit € >0 , soit r, = un/vn une suite de Q , et soit a ~une suite de C

telles que :

(i) rn —3 ® guand n —-—3» * ,

(11) = < n® .,

(iii) a, est une racine vn—iéme de p = .

(iv) Pour tout n e N, pour tout m =1, «.. , n, nr n'appartient pas au

groupe de valuation du corps y =_Q(a1 g see ah-l) .

Alors Z:;l a, st un nombre transcendant qui appartient a s(1, 1+ ¢€) .

Pour tout nombre w >0 , on notera R(w) la relation d'équivalence définie sur

C ar x R(w) v si log |x - < w .
g, v (w) 3 g |x -yl

Pour tout n , on notera b = Zizl &, « Pour établir que a e s(1, 1+ ¢€), il
suffit de montrer que, pour tout q € N et pour tout P(X) € Z[X] tel que |[P|=1
et degP=gq, ona log |P(a)| - ql+€ . ®n effet, pour tout P(X) e JX], on
peut mettre P sous la forpe p Py » O Py € X)) et HPOH =1, dtou
log IP(a)‘ Z2-1 - ql+E . Or il est clair que

log |P(a)| = - (log H(P) + (deg 2)1TE) .

Nous allons d'abord montrer que, pour tout polynéme P € Qfa; , «vo aq_l][X] ,
de degré £q-1 telque |[Pf=1, ona P(a) #0 mod R(ql*€) . Considérons
- 1+¢
donc uvn polyndme P(X) = §§=O C. X e 4 xX] tel que P(aq) =0 mod R(q ") . I1
est immédiat de voir que, pour tout entier m<q , on a
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(1) 6, < oy
i g-m)r °
q
p
En effet, puisque
q _ R l+e
Co : ¢, 8y + eee F Cq aq =0 mod R(q™7) ,
on voit que ICO'i < 1/p 9, et par suite, on en déduit
C q-1

0 .
— = R
(a +Cl)+02 a(1+ ...+Cq aq 0 mod R(q

l+¢
-r .
q)
r
Alors de méme, on voit que I(Co/aq) + Cll £ (l/p 9) , pais, comme rq n'appar-~

tient pas au groupe de valuation de Xq—l , on voit que

C
0 1
max(ia—l y le D<=,
q D q
et ainsi de suite. On montre la relation (l) par récurrence, ce qui prouve ensuite

|Cq| =1, puisque ||P|| =1 . Alors on en déduit que

C0 ¢ -1 l+e
24 aq q q

q
et comme ql+8 >qr , on a donc lZ(Cm/(aq)mH <1, et par suite, d'aprés (1),

on a quI <1, ce qui contredit 1'hypothése. On a donc établi qu'il n'cxiste pas

de polynéme P e (a cee aq-l] de degré < g tel que |[P|| =1, et

1 ?
P(a.q) = 0 mod R(ql+E) .

Pour démontrer la proposition, il suffirait naturellement de montrer que, pour
tout polynbme P € JX] tel que |[P|| =1, et degP<q, ona logIP(bq)l 3q1+€.

En effet, il est clair que a = bq mod (R(ql+€) .

Considérons donc un polynéme P e QX] tel que [Pl =1, et deg P< g, et tel

que P(bq) =0 mod R(ql+E) . On a évidemment
1 (a)
P (b ) P (v )
- —aq-1 q -7 _ 1+e
P(bq) = P(bq__l) ta T+ e b8y "“"‘9“"019 0 mod R(g™™ ") .
Comnme
1 1
laql = '—-—-rq > (qs) ’
P P
on voit que
S € l+e
1 = - > s > -
o a7] = - x> -(aa)® > = a¥F

et par suite
s
(aq) #0 mod R(ql+€) , quel que soit s < q .
laintenant, d'aprés ce qui précede, il n'existe aucun polyndme
Q e_@_[al y see s aq_l][xj

tel que
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i

1+ E)

ol =1, degQ<a, Q(aq) o mod R(q

?

et on voit donc que |(P(n)(b _1))/n§g <1, Vnggq.Or, puisque [Pl =1, il
est clair que 1l'un au moins des (p n (bq_l))/n! est égal & 1 . On voit donc que

le polyntme P n'existe pas, et la proposition est donc dénontrée.

Ainsi, pour tout € >0, $(1, 1 + &) contient des nombres transcendants, et
d'aprés la proposition 1.3, nécessairement, ils sont dans QP \'ép . Mais par
contre, on ne peut préciser si s(1, 1) contient lui aussi des nombres transcen-
dants, ou si, & 1l'instar de Sm(l , 1), il est réduit & la cldture algébrique de

Q. En fait, il est trds vraisemblable que $(1 ’ l) contienne des nombres trans-

cendants.
2. Fonctions 1| et 6 , et type de transcendance p-adique.

Soit K un sous-corps de C admettant une base de transcendance finie

(al y ®oe an) sur Q o Alors, il existe y € K entier sur g(al 9 ees o aq)

tel que K =.g(al g ees aq , ¥) . On appelle systéme privilégié de X sur Q un

tel systéme.

Soit v = [K : Qﬁal y eee s aq)] . Tout x € K peut s'écrire sous la forme
w1 Qi(al g ses 5 8 ) 5

. Ay ’
i=0 ﬁ;(al y ses 3 ad)

X =

ou Qi et Ri sont d ux polyndmes premiers entre eux de Z[Xl s ees g Xq] « On ap-

pelle dénominateur de x relativement au systéme privilégié (al s eae 5 8 )

le ppecm Q des Ri (0£igv-1). Alors x Q(al y ese 3 &8 ) peut s'écrire de

~

fagon unique sous la forme Zz;é Pi(al y oo s aq)yi (Pi e 4X , e, Xq]).
iflaintenant, sur K , on peut définir les fonctions 1 et relativement au sys-—
téme privilégié (al y eee aq y V) .
Soit
7(x) = max(log H(Q) , log H(PO) , see , log H(Pv—l))
et soit

) .

Remarquee. ~ 5i L est un sous-corps de K , et si L est algébrique sur Q ,

8(x) = 1 + max(deg Q , deg PO ; eee 5 deg Pv—l

évidemment il existe des constantes A1 et A2 € Ef telles que

A s(x) € 1(x) < A, s{x) , pour tout x e L .

o

Les principales propriétés des fonctions T et & sont résumées par les lemmes
2.1, 2.2, 2.3, 2.4. Dans ces lemmes, K est un corps qui admet un systéme privilé-

gié (a1 s see aq , ¥) , et T et & sont les fonctions assocides & ce systéme.

LEMNME 2.1,

(1) Pour tout Xy y e s X € g[al yoeee s 8y v], ona
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Nx, + eee + x ) £ max ’P(X)+logn§_’_c_6(x + e +x ) < max 6(x.) .
1 BT ik 1 nt g ¢

(ii) Il existe une constante C € ET telle que, pour tout Xy 5 eee s Ky €K,

on ait
Mz, + eos +X ) C(Zr1 “ﬂ(x.) + log 8(x.))
1 i i
et
6(x1 X eee X X ) 0(2? 6(Xi)) ([47, preuve du lemme 4.2.5)

LEMHE 2.2. = Soit (a1 y ses g a& , V') un autre systéme privilégié de K, et
soit ' et &' les fonctions associées & ce systéme. Alors, il existe A et
BeR telles que

Ai(x) €1'(x) €BM(x) et A 6(x) € 8'(x) < B 8(x) pour tout x € X .

([4], lemue 4.2.22).

Adnsi les fonctions T et & mne dépendent pas (3 une constante prés) du systéme

privilégié choisi.

LEAHE 2.3. - Soit a € $(a, B) , et soit K unsous-corps de Q? , algébrique

sur ‘Q(a) . Alors, il existe une constante D€ ff telle que

- log |x| & D(ﬂ(x)a + 5(X) )

pour tout x e K .

Preuve. — Une relation analogue est bien connue dans C . Ici, la traduction dans
QP cst obtenue & 1'aide de 1a relation |n| 2 (1/|n]), pour tout n € 2 ([4],
4.2.23).

On connait le lemme de Siegel pour les extensions transcendantes de type fini

[4]. Ici, on obtient les résultats suivants & 1l'aide des fonctions T et & .

LEMME 2.4, - Soit A=Za , «o0 a, » y] . Il existe une constante S € Iy

telle que, pour toute famille finie (b )1<1<n 1<i<r de A telle que 2rgn,

il existe (g , «ov ) 5.) e A" et (gl yoeee s B A0, ey 0) satisfaisant

22:1 bij §i =0, pour tout j =1, «e0 , T,

max ﬂ(gi) o(max ﬂ(b ) + log max 3 6(bij) + log n)

max, 6(§i) <8 max; é(bij) ([47], preuve du lemme 4.3.1).

Comme dahs C , on peut définir dans Q? le type de transcendance [2]. Soit K

un corps tel que Q <K < C . Alors, on dira que K a un type de transcendance in-

férieur ou égal 3 o s 11 a une base de transcendance finie sur Q (a1 g oo 4 8 )

et s'il existe une constante C E‘E telle que

- log IP(al y see 5 & )] c(s(eNY,
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pour tout polundme P(X1 y ees s Xq) € Z[Xl y eee Xq] . De plus, on dira que K

a un type de transcendance strictement inférieur 2 « s'il a un type de transcen-

dance inférieur ou égal & un nombre B < o .

Alors, d'apres le lemme 2.2, il est facile de voir que 1l'existence de ¢ (donc

du type de transcendance) ne dépend pas de la base de transcendance choisie.

PROPOSITION 2.5. - Soit K c gp un corps qui a un type de transcendance infé-

rieur ou égal & o .

(i) Pour toute base de transcendance (bl , eee s bq) de K sur Q, il existe

une constante C € BT telle que

- log |2(b, , ven , bq)l <c(t(eN¥,

l ?

pour tout P(xl y eee s xq) €ZX 4, een s Xq

(ii) Toute extension algébrique de K a aussi un type de transcendance inférieur

-

ou égal & « .

Dans la méme voie que la proposition 2.5, en nous limitant au cas ou q=1,
mais en dissociant ce qui a trait aux fonctions 1T et & , on obtient la proposi-
tion 2.6.

PROPOSITION 2.6. — Scient o et B € Ef , soit x € s(a, B) , et soit y algé-
brique sur ‘Q(X) . Alors, y € s(a, B)

I1 est clair que, si Q(x) a un type de transcendance < & , alors x € s{a, @) .

~

Les propositions 2.5 ou 2.6 permettent d'établir la réciproque.

COROLLATRE 2.7. - Un corps Q(x) a un type de transcendance inférieur ou égal 2

o si, et seulement si, x € S(a, @) .

Alors, grice aux propositions 1.3 et 2.5 et au théorcme 1.6, on obtient le corol-

laire 2.8.

COROLLAIRE 2.8.

(1) Aucun sous-corps de Q , transcendant sur Q , n'a un type de transcendance
P < 2 D

strictement inférieur a 2 .

(ii) Pour tout € >0 , il y a des sous-corps de QP transcendants sur Q qui

ont un type de transcendance inférieur ou égal & 1 + € .

Remarque. — Dans ¢ , une extension transcendante de degré q sur Q ne peut '
avoir un tvpe de transcendance strictement inférieur & q + 1 . De méme ici, en
fait, le principe des tiroirs de Dirichlet montrerait qu'un sous-corps de ép de
degré de transcendance q sSur Q ne peut avoir un degré de transcendance stricte-

ment inférieur & q + 1 .
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3. Problémes d'exponentielles p-adigues.

Nous avons vu au § 1 . Quelques propriétés immédiates de transcendance d'exponen—
tielles p-adiques. laintenant, nous pouvons utiliser les outils 17 et & , défi-
nis au § 2, pour appliquer, dans le cas p-adique, les procédés classiques (de
Gel'fond et Schneider, notamment) . Ainsi, gréce & une méthode de Schnrider (comme

au théordme 7.2.9 de [4]), on démontre le théoréme 3.1,

TIiéORﬁEiE 3¢l = Soit T € B_+ , et soit K un sous-corps de 'g‘p de type de trans-

cendance & T . Soient uw; , ees , W (resp. v, , eee , v_ ) des nombres Q-li-

1 n
néairement indépendants de C  tels que maxi’j Iui v,] < p_(l p-1 . Alors, si

TL (m(n + l))/(m + n) , 1'un au moins des nombres Uy g_’g exp(ui vj) (1$ ignm ;

1 £ j £n) est transcendant sur X .

Ce théortme, appliqué dans le cas ou n= 1, u, est algébrique, et oW n =2,

permet avec l'aide du corollaire 1.5 (iii) de momtrer le corollaire 3.2.

COROLLAIRE 3.2. - Soient « et BEe _Ij_+ tels que o < o+ B, et soit

o= (1/(-1))

ae sla, B) \Q, et soit b e C, Ztel gue max(|v| , |ab]) < . Aors

1'un au moins des nombres exp b et exp ab est transcendant.

Maintenant, en reprenant la démonstration du théoréme 3.1 dans le cas ou m = 1 ,
n=2, en supposant u € S« , B) , et en dissociant ce qui a trait aux fonctions
N et &, avec 1l'aide de la proposition 2.6, on obtient une généralisation du

théoréme de Gel'fond-Schneider.

rd N\
THEOREME 3.3. - Soient o et P e K tels que 30f - 20 - 28 <0 et a< B,

soit ue S(a, B) tel que Iu -1 <1, et soit v e gp \ Q@ algébrique sur
1/(p-1)) . Alors u’ est transcendant sur Qu)

Q(u) tel que |vegul <p

De méme grAced uneméthode de Gel'fond (similairement & la démonstration du théo-

réme 7.3.5 de [4]), on obtient le théordme suivant.

THRORBUE 3.4. - Soient o, B € R tels que 3oB -38 - 20<0 et ag P .
Soient u et vel , Q-linéairement indépendants et tels que v soit algébri-
- -1
que sur Q(u) , ue€ 8(e, B) et max(|u| , |v]) <p (1/(p )

Alors _@_(u , €Xp U , exp v) est une extension transcendante de _g(u) .
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