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FONCTIONS ANALYTIUES
DANS CERTAINS CORPS VALUES AU SENS DE KRULL

par Yvette PERRIN

Soit K un corps algébriquement clos muni d'une valeur absolue au sens de Krull
dont 1l'ensemble des valeurs est constitué d'un groupe totalement ordonné I' que
1'on notera multiplicativement et d'un élément absorbant O qui minore tous les

éléments de ', T est supposé non archimédien et X complet.

Si x € K, on notera |x| sa valeur absolue. | | possdde les trois propriétés

suivantes :
2| =0 e x =0,
|| =[xyl ,
|x + y| s supllx] , |v]) .

Si 1'on considére sur [' 1la relation de préordre
Y<Y &>imeZ, in€Z tels que y‘mSYSY‘n,

la relation d'équivalence associde & cette relation sera dite relation de compara-
bilité, et 1l'ensemble quotient de I par cette relation sera appelée charpente
de I .

Pour que l'on puisse faire dans K de 1'analyse non triviale, c'est-a-dire, pour
qu'il existe des séries convergentes, non réduites & des sommes finies, il faut et
il suffit que la charpente de I’ posséde un plus petit élément, ou bien qu'elle
contienne une partie cofinale dénombrable. Nous nous placerons dans la 2e hypothése,
la premizére conduisant & une analyse trés proche de 1'analyse ultramétrique classi-
que. Si ® est un idéal premier de ltanneau O des entiers de K , 1l'ensemble des
valeurs absolues des éléments de @ est un ensemble mineur de [' u {0} (c'est-a-
dire un ensemble tel que, si ]x[ appartient a cet ensemble, o < le appartient
également & cet ensemble), réunion de classes de comparabilité. Réciproquement, si
I est un ensemble mineur de )O , 1( , réunion de classes de comparabilité,

x€K g |x| € I} est un idéal premier de {q .
{ ;

Pour tout idéal @ premier de d , on notera I@I 1'é1ément du complété de
Kurspa de I associé 3 1'ensemble mineur {|x| ; |x| € #} . Le fait que I possé-
de une suite cofinale dénombrable de classes de comparabilité entraine l'existence

d'une suite @n d'idéaux premiers de ¢ tels que

lim e | =0 .
n—e n

R. JOBEIKA a montré quc, dans ces conditions, une série de Taylor & coefficients

dans K converge partout dans K ou seulement en un point. De méme, une série de
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Laurent converge nulle part ou bien sur K privé d'un point. Cette situation rend
trivial le probldme du prolongement analytique de la somme de telles séries, mais

incite & regarder ce que devient ici la théorie des fonctions analytiques élaborée

par M. KRASNER dans le cas o la valuation est 3 valeurs réelles.

Définissons, comme en analyse ultramétrique classique, un €lément analytique sur
une partie D de XK comme limite uniforme sur D d'une suite de fractions ra-

tionnelles sans pbdles dans D .

Le premier problime qui se pose est celui-ci : Les é1léments ainsi définis véri-
fient-ils le principe du prolongement analytique ? Ou, plus précisément, quels sont

les ensembles analytiques de X 7

1. Ensembles analytiques.

Définitions. — Une partie D de K est un ensemble analytique au sens faible si
tout élément analytique, qui s'annule sur un disque non ponctuel contenu dens D ,
stannule sur D tout entier. Elle est un ensemble analytqiue au sens fort si tout
é1ément analytique sur D , dont l'ensemble des zéros admet un point d'accumulation

dans D , est identiquement nul sur D .

Notations. — Pour toute la suite de 1'exposé, donnons-nous une suite d'idéaux

premiers (@n)neN' de 1l'anneau @ des entiers de X telle que, pour tout n € N ,

le | <|e| et lim__|P| =0.
n+l n n-e ' n _
Notons Ag 1'anneau de fractions de & défini par @n , et k@ son corps ré-
n n
siduel A )
Pol

Si la fraction rationnelle f = (ao +oay Lt eeet 2, Xq)/(bo + by X+ ...+bp )

a tous ses coefficients dans 1'anneau A@ , nous noterons f 1'élément de 1{6a (x)
n n
a désignant la classe de a modulo @ .

- = 29y /(% = P
(aO *oeee + By X )/(bO Foeee + bP x5, 0

Démontrons le théoréme suivant.

THEORMIE 1. - Tout ensemble ouvert de K est un ensemble analytique au sens fai-
ble.

LEMME 1. - Soit D un ouvert contenant o . Pour tout élément analytique f sur

D, il exsite une suite de fractions rationnelles (f )
n’neN

—~

sans pbles dans D

telles que
pour tout x € D, lf(x) - fn(X)l < l@nl ’
pour tout neN, f = Pn/Qn , P € A@n[x] , Q€ A@n[x] .

Démonstration. - Puisque 1lim |@n| = 0 , on peut toujours trouver une suite

n—oe

telle que |f(x) - fn(X)l < l@nJ , pour tout x € D .

approximante de f (fn)mEE_

AP ISR

Soit r e I' tel que le disque d(o , r+) soit contenu dans D . Sur ce disque,
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f est borné, donc il existe M el et ny € N tel que :
pour tout n > ny et tout x € ao , ), |fn(x)| sM,
pour tout n €N , fn n'a pas de pdles dans a(o , r+) .

En divisant éventuellement numérateur et dénominateur par une constante, on peut

supposer gque fn =P /Q s OU (0) =1 . K étant algébriquement clos, I est

n’ “n “n
initialement dense, donc les inégalités de Cauchy sont satisfaites, et les zZETros

d'un polyndme correspondent aux c8tés de son polygone de Newton [1l.

sur d(o, r') , Q, ne s'annule pas, donc |Qn(x)| = 1, pour tout x € d(o,r"),

et si

Qn(X) =1+ b? X + eee + bz x4 ,

S |Qn(x)| = sup; |b2|rl =1

Soit n, tel que 1/r e A63 . Pour tout ne N, Qn € A,63 [X] . D'autre part,
! i
si xedlo, ) , lfn(x)l = IPn(X)‘ , donc, pour tout x € alo , r) et tout

nzn, |Pn(x)| LH

Soit n, tel que H/r € A . Pour tout nell, P €4y [X], et finalement,
®n n n
2 2
si n ;.sup(no » By n2) ’ Pn et Qn appartiennent a A@nFX] .

Démonstration du théoreme 1. — Soit D un ouvert, et soit f un élément analyti-

que sur D , qui s'annule sur un disque a(a , r) contenu dans D .

Par la translation x —>» X - a , on peut se ramener au cas ou D contient le

disque d(o , r) et oh f s'annule sur ce disque.
Soit fn une suite approximante de f telle que :
pour tout x e D, |f(x) - fn(x)l < I@nl ,
i = P
si £ Pn/Qn ) {-.n e A@n[x]
9
Qn (S A@ [X] N Qn(O) =1

n
pour tout x € a(o , r) , £(x)

o donc %fn(x)l < I@nl , et par conséquent

fn(xi =0 mod Pn , donc fn(x) =0 .
Soit ny tel que | @ | <r «31i n Z‘no , on a I@n| <r . I' étant initiale~

ment dense, il existe une infinité de points X, de d(o , r) tels que
< N < P . 7 b . s
l@nl lxil r, et |xi| # lxji , ¥ if#j.TIlen résulte que T a une infini
té de zéros, donc est nulle.
I1 existe n, tel que si n >mn, , 1'é1ément de ko (x), .5; , est nul. Soit

n
xeD, x#o0, D étant ouvert, il existe pe I’ tel que le disque alx , p)

e N tel que l@n | < sup{|x|"1 , P} .
: 1

soit contenu dans D , et il existe n,
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Pour tout n z.nl , X classe de X mnodulo @n n'est pas un p8le de f;' car
la distance de x a un pdle quelconque de f  est supérieure & I@nl . Donc

n
f;(i) = fn(xi , et puisque fr =0, tfn(x)l est inférieure ou égale a I@nl .

Vnzn o, Ifn(X)I < ]@nl == |f(x)]| < I@nl ==f(x) = 0 .

En analyse ultramétrique classique, tout ensemble analytique au sens faible est
un ensemble analytique au sens fort, puisque tout élément analytique sur un ensem-
ble analytique est loczlement développable en série de Taylor et que 1l'ensemble des
zéros d'une telle série, sur tout disque circonférencié, est fini. Dans notre cas,
un élément analytique sur un ouvert quelconque n'est en général développable en sé-
rie de Taylor au voisinage d'aucun point de son domaine de définition, cependant on

a ici encore le wéme résultat, a savoir le thdéordme suivant.

THEOREME 2. - Tout ouvert est un ensemble analytique au sens fort.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du résultat suivant.

THEOREHE 3. =31 f est un élément analytique sur un ouvert, non identiquement

nul, f admet, sur tout disque borné contenu dans cet ouvert, un nombre fini de

z8ros .

Démonstration. — Soit f wun élément analytique sur un ouvert D , non identique-

ment nul, Soit d(a , r) un disque contenu dans D . f n'est pas identiquement
nul sur ce disque sinon f serait nul sur D , donc il existe a, €d(a , r) tel

0
que f(ao) #0 .

Par la translation X —= x - 8y s ON peut se ramener au cas ou l'ouvert D
conticnt le disque d(o , r) et ou f(o) est non nul. Soit (fn)neN' une suite
approximante de f sur D telleque, pour tout ne€ N et tout x €D ,

|£(x) - £, (x)] < e | .

Pour tout ne XN , fn peut s'éerire

fn(o) ﬂi(l - (1/Pn i)X)

£ (x) = 2 .
n Al - (1 )X
M - (178, %)
Puisque f(o) # 0, il existe o e I' tel qu'd partir d'un certain rang ny fn
n'ait pas de zéros dans le disque d(o , a) . Soit n, 2;no tel que
. 1
!@nll < 1nf(a g Ty w) .
N -1 -1 ) . N R
Alors, pour tout =n > n; pn,i et qn,j appartiennent a A6D ainsi que

n
fn(o) et, puisque, pour tout x e d(o , r) , lfn(x) - fn+l(x)| < !@nl , on a,

dans kg (X) ,
n

n- fn+l ¢

Soit



4-05

T (-pt x n (1 -t x)T1 = ¢t . %)
. : n,i . n,i . n+l, ]
gn’ied(o,r) pn’fdd(o,r) 3
-1 ' . -1 -1
) p eg(o r)(l i pn+l’i) P ;L(o r)(l T Paelyd ) U(l " o R
IH'l,i 4 n+]_9-j_“ ’ J
et ceci entraine, pour tout n > n,
M (1 - p;li X) = M (1 - p;il 5 X) .
! H
Pn,iEd(o’r) Py1,:5000,7)
Posons
(x) L ( - (x) ;E%E;
P (X) = 1-p . X, RWX) = .
n p. .€d(o,r) n,t n n%
n,i
Dans k@n(X) , on a donc fn = fn+l ’ Pn = Pn+l , et par conséquent Rn = Rh+l .
Si n>n bt #0 mod (P), donc d°P = ©F =4d°F (P et
1 “n,i n”’ n n n+l ? n

]
¢tant dans k_[X]). P_ et P ont méme nombre de zéros comptés avec
n+l Py n n+l

leur ordre de multiplicité, soit k .
Donc, pour tout n > n, Pn a k =zéros ; on peut les numéroter de fagon que

lpn,i pn+1,il |6)n‘ )
Pour tout i e {1, ..., k} , la suite (Pn i)n est une suite de Cauchy. Soit
?
p, sa limite, et soit P le polyndme 17§_1(1 - pEl X) .

Soit d'autre part R 1'élément analytique sur i(o , r) , limite de la suite Rn
On a, pour tout x e d(o , r) , f(x) = P(x) R(z) .

Or,si x € a(o , r) , R(x) est non nul puisque, pour tout n > ny

an(x)} > l@nl , donc f a au plus k zéros distincts dans d(o , ) .

2. Fonctions analytigues.

Définition. — Une fonction f , définie sur une partie D de K , est une fonc-
tion analytique s'il existe une famille enchainde d'ouverts recouvrant D et telle

que la restriction de f & chacun d'eux soit un é1ément analytique.

Un premier probléme se pose : Les fonctions analytiques ainsi définies vérifient-
elles le principe du prolongement analytique uniforme ? Les résultats suivants nous

permettent de répondre affirmativement a cette question.

PROPOSITION 1., - Soient A et B deux ouverts bornés tels que ANB#¢ ,
a(a, x\4)#0, a(B, X\ B) #0 .

Tout élément analytique sur A et sur B est élément analytique sur A U B .

Ramencns-nous par une translation au cas oh o € A nB .
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LEMIE 2. - Si D est un ouvert borné de K contenant o , et tel que la distan-

ce de D & son complémentaire d(D , K \ D) soit non nulle, si f est wn é1ément

analytique sur D , il existe une suite (f ) ney de fractions rationnclles possé-

dant les propriétés énoncées au lemme 1, et satlsfalsant 3 la condition supplémen-

taire suivante :

Pour tout nelN , f; est un élément irréductible de kp (%)

Démonstration du lemme 2, - Soit (g )

_ unc suite approximante de f telle
n'nelN N

que, pour tout n e N ,
| £(x) - gn(x)[ < |@n| , pour tout x € D,

g, = Pn/Qn » P et Q appartiennent & Ay [x] .

n
Soit T_ la fraction de kg (X) irréductible telle que f; = g; , et soit ny
ol
tel que D soit contenu dans A et da(p, X \'D) > l@n | . Alors, pour tout
' @no 0
n > ny s la classe modulo @n d'un é1ément quelconque x de D n'est pas un pble
de é; ni de f; . On a donc, pour tout x € D,

£, () - elx)| < @]

La suite (fn)nEN est une suite approximente de f qui possede les propriétés

demandées.,

Démonstration de la proposition 1. — Il existe une suite approximante (fn) de
f sur A telle que, pour tout x € A, ]f(x) - fn(x)| < ‘@n‘ , et telle que

1'é1ément f; de kg (x) soit irréductible.
n
De méme, il existe une suite approximante (gn) de f sur B telle que, pour

tout xe B, |flx) - gq(x)l < l@h] et telle que 1'élément E; de koa (X) soit
) n

irréductible.
A 3B étant ouvert contient un disque d(o , p)

i x e dlo, p) lfn<X) - gh(x)l < l@ni

oy <. -z .
Soit n, tel que I@no‘ p o Alors, Vn ,,no , on a, dans k@n(X) f g,
Soit dtautre part n, € N, n, >-nO tel que A uUuBE€ A6D , l@ l < a(a, x\4),

n, el
et |@n I <a(B, K\ B) , et soit x € A u B . Supposons par excmple que X € A .
1

Si n zn la classe de x modulo Eh X n'est pas un pbdle de ?; wnaisg, puis-

?
_ -,—' - _—— . s . - ]
que fn = 8, et que fn et &, sont irréductibles dans k@ (X) , x n'est pas

non plus un pble de g,
Donc f;(i) = é;(i) , d'ou il résulte

2 (x) - g ()] <]} .

Ceci montre que &, est une suite approximante de f sur A , donc sSur AuUuB.
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PROPOSITION 2. — Soit 4 wun ouvert. Il existe une suite croissante d'ouverts bor-

nes (An)neg‘ tels que
A= Lhey;An !

Pour tout n e N , d(An , K\ An) > l@nl .

Démonstration. - Notons

B, l'ensemble des vy € K \ A tels que d(y , &) < IPnI )
B! 1'ensemble qyegn(y R |@n|) ,

v L\
Al 1'ensemble 4 \ B! .

N

On a de toute évidence B cB , B' .  cB', donc A Al .
n+l n n+l n n n+1

Hontrons que d(AA , K\ Aﬂ) > |@n| . Soient x € Aﬁ et v eXK \ Aﬁ . Supposons

aue alx ,y) <10 .

x € A : NS é A
X € AA ={ et , yveKk\ A} =3¢ ou .
x ¢ Bg vye A et ye Bé
Supposons que ¥y é A,
yeK\4
< ) qp— — v,
a(x , y) < | ip =>y €B =>x B}
x € A

Supposons que y € A et y € Bﬁ , alors il existe z ¢ Bn tel que |y-z| < '@nl'

Mais puisque | x - y| < !@nl , |x -z < |@n[ , donc x € B! .

D'autre part, Aﬁ est un ouvert puisque d(Ag , K\ A&) > I@nl . Soit x e a,
il existe n € N tel que le disque a(x , IPHI) soit contenu dans A , il en ré-

sulte que x n'appartient pas & Bg , donc x € Aﬁ et A=U . Pour avoir

1
neE_Ah
une suite d'ouverts bornés vérifiant les hypothdses de la proposition 2, il suffit

. e 3 . - ‘
de prendre la famille An définie par An = An n A@ .

n
PROPOSITION 3. - Soit (Aa)aEA une famille enchatnée d'ouverts recouvrant 1'ou-
vert A . Pour tout o e A, soit (o) la famille d'ouverts non vides asso-
— — a,n’neN
ciéde & Aa par la proposition 2.
Alors la famille (A ) est une famille enchainde dlouverts qui recouw~

a,n’ «€i,neN
vre A .

La déuonstration est facile.

TI1 résulte de ces trois propositions les théoremes suivants.

THEOREME 4. - Si A est un ouvert borné tel que d(4 , K \ A) soit non nulle,

toute fonction analytique sur A est un élément analytique sur A .

COROLLAIRE 1. - Toute fonction analytique sur un ouvert vérifie le principe du
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prolongement analytique uniforme.

Démonstration du théoréme 4. — Ramenons-nous su cas ou o0 € A et ou f est une

fonction analytique sur A . Il existe un disque d(o , p) c &4 sur lequel f est
élément analytique, et d'aprés le lemme 2 il existe une suite (fn) de fractions

rationnelles telles que
pour tout x € ao, p) , |[f(x) - fn(X)i < ‘@nl
£ € hp (x) 1'éléuent de kg (x) , ?;1 , est irréductible.

A
Dans k (X) , on a, pour tout x e d(o, p) , £ T (x) - £, (X) 0 donc, si =n
Fy

vérifie l@nl <p, = fn+1 dans k&h(X) et, pour tout x € A . tel que 1la
classe x de x modulo f ~ne soit pas un pdle de f; ni de ?n+l , on a
F )= (% < -
fn(x) fn+1(,x) , done |£ (x) - (x)l LN
Montrons que si x € A, sa classe x modulo @n n'est pas un pble de ?;_ ni
Tpet *
D'aprés les propositions 2 et 3, il existe une chaine finie Aa 5 d'ouverts re-
9

liant 0 & x tels que d(Aa ; 0 K \ Au j) soit non nulle et, d'aprés la propo-
?
sition 1, sur chacun de ces ouverts, (fns est une suite approximante de f en

particulier au noint x . Donc x n'est pbdle dlaucune fraction fn .
Les pbles de £ sont donc dans K \A.
Soit ny € N tel que |6°n0| <d(A, K\ 4A) . Alors, si n Zn, , pour tout
()} < le_|

x€h, {ln( n+l
La suite fn converge donc uniformément sur A vers un élément analytique qui

coincide avec f sur d(o , p) donc sur A tout entier puisque f vérifie le

principe du prolongement analytique.

Démonstration du corollaire 1. - Soit f wune fonction analytique sur un ouvert

A . D'aprds la proposition 3, on peut supposer f définie par une famille fa

d'éléments analytiques vérifiant les propridétés suivantes :
fa est élément analytique sur 1l'ouvert A& ,
d(Ac_: , K\ Aa) #0, A, est borné,
la famille AOZ est enchainée.

Supposons qu'il existe une chafne finie AQ y ese Aa telle que

1 P
Aa n Aa ¢ .
1 P
Soit B = UI‘:—-I A, B est un ouvert borné d(B , X \ B) # 0 donc la restric-

o,
1

tion de f & B est un élément analytique g .
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g coincide avec fa sur A

1 1
g coincide avec f sur A
o «
1Y D
donc T et f coincident sur A n A .
«, « o o
1 P 1 P

COROLLAIRE 2. = Soit A wun ouvert, il existe une suite croissante d'ouverts A.n

tels que :

A=U . 4
neﬁ_ln ?

si f est une fonction analytique sur A, la restriction de f 2 An est un

élément analytique.

On prend pour (An) la suite définie & partir de A par la proposition 2.

nelN
Le résultat énoncé est alors une conséquence immédiate du théoréme 4.

Ce corollaire 2 va nous permettre de montrer que l'analycité est conservée par
les opérations rationnelles, la convergence uniforme, la substitution, la dériva-

tion.

PROPOSITION 4. - Si f et g sont deux fonctions analytiques sur un ouvert A ,

f + g est une fonction analytique sur 4 .

En effet, d'aprés le corollaire 2 du théoreme 4, il existe une suite croissante

An d'ouverts tels que
- |
A = JneE;An .
Pour tout ne N, f!A est un élément analytique sur A -
n
Pour tout nel , gIA est un é1lément analytique sur A .
n

Pour tout ne N, (f+ g)[A est donc un élément analytique sur A , et par
n

conséquent f + g est une fonction analytique sur A .

PROPOSITION 5. - Si f et g sont deux fonctions analytiques sur un ouvert A ,

fg est une fonction analytique sur A .

Considérons les ouverts An définis par la proposition 2.
Chaque ouvert A  est borné (An c ﬁpn) et vérifie d(An y K\ An) > I@nl . Sur
chacun de ceg ouverts un élément analytique quelconque est borné. Donc sur chaque

An , f.zg est un éléuent analytique ce qui prouve que fg est une fonction analy-

tique sur A .

PROPOSITION 6. -5i f est un élément analytique sur un ouvert 4 , si z(t) est

1'ensemble des zéros de f sur A , 1/f est une fonction analytique sur 1'ouvert

AN\ z(f) .

Q

Si f est une fonction analytique sur A, si 7(f) est 1'ensemble de ses zéros

sur A, 1/f est une fonction analytique sur 4 \ Z(f) .




4-10

Soit f un élément analytique sur A non identiquement nul, et soit (fp)peN

une suite approximante de f sur A .

.l s Y : - - Id .'F“ .
Soit (qn>n§§ une suite de points de [ vérifiant :

. N ,
pour tout n €N , %1 < o
lim (e} = O .
n-e n
Pour tout n €N , l'ensemble O = !f|~l ()05 , —> () est un ouvert de 4,

car l'application |f| de A dans I u {0} muni de la topologie de 1l'ordre est

continue,

La fanille (On) est enchainde, car croissante, et recouvre 4 \ z2(f) . Sur

nel

On ’ lf\ est minorg'par « ~non nul, donc 1/f y est élément analytique, limite

. . 1 /
uniforme de la suite <_/fP)P€E .

Supposons maintenant que f est une fonction analytique non identiquement nulle
sur A . Il existe une suite croissante (Ap)peN d'ouverts recouvrant A tels que

la restriction de f & chacun d'eux y soit un él¥ment analytique.

Soit (qh)neN une suite décroissante d'éléments de I’ tendant vers O quand

n—->+®.
f n'est identiquement nulle sur aucun AP , donc il existe 0 e N tel que,

pour tout n ano et tout pe XN,

o= A n lflal()a , —>() n'est pas vide.
n P n
Cette famille d'ouverts est enchainée car filtrante, et

U oi = A\ z(f) .
PG,ILUEHO

Sur chaque Og , 1/f est élément analytique, donc 1/f est fonction analytique
sur A\ z(f) .

PROPOSITION 7. — La limite uniforme d'une suite de fonctions analytiques sur un

ouvert A est une fonction analytique sur A .

Soit (fp)peN une suite de fonctions analytiques sur A convergeant uniformé-

ment sur A vers une fonction f .

Soit (An)neN la suite d'ouverts associée a4 A par la proposition 2. Sur An ’
chaque fp est un é1lément analytique. Donc f , limite uniforme sur An d'une

suite d'éléments analytiques, est un élément analytique sur A .

PROPOSITION 8., - Si f et g sont deux fonctions analytiques respectivement sur

les ouverts A et B, si g(B) <« A, alors f o, g est une fonction analytique

sur B .

o—

Soit (An)nEN une suite croissante d'ouverts tels que la restriction de f a
Ah soit un é1dment analytique. La famille g—l(An) est une suite croissante d'ou-

verts recouvrant B . Sur chacun de ces ouverts f o g est une fonction analytique.
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En effet, soit g"l(Ai) un tel ouvert, et soit (fn) une suite approximante de f

sur A, ,
i

Pour tout neN, f og= (Pn o g)/(Qn » &) eost une fonction analytique puis—
que les opérations rationnelles conservent 1l'analycité, et que Q o g ne s'annu-
le pas sur B . La suite fn o & converge uniformément sur g-l(Ai) vers f o g o

f ¢ g est donc une fonction analytique.

PROPOSITION 9. - 51 f est un é1ément analytique sur un owvert, f est dériva-

ble en chaque point de cet ouvert.

Démontrons les résultats préliminaires suivants.

LEMUE 3. -~ Soit f = P/Q wune fraction rationnelle telle que :

As) =1, Pe afx], Qe afx], @ &tent un idéal premier de 4,
Q)]

Alors, si 0 < |h| < I@I

I

1, pour tout he @ .

[P(h) D(o)] (o) P! (o) - Plo) Q' (O)l <

el .
Démonstration. - Posons
— " n 1 —
P(x) = 8y * 8 X+ eeeta X , P (o) = a
\ a, - a. b
E[P(h, - P(o) l(n)] ! 0 "1
h W(h) 1
. n -— P - 5
{8 b+ o+a b ao(b1 h o+ eee + bp n) a; - a5 by
='ﬁ[ ]— 1

1+b, ha oo +b 0P
1 P
2 1%

1+b het eoobd B (h)
1 P

Re 4[x1; si |nl <|e|l, |an)] =1 . donc Q) € ¢ et R(h) € 4

I3 n-2 P p_2 - - p"’ 1
Mu+.“+anh (%@fu”HEh Y- (a a1>ﬂb+"rmph )

Donc
R(h)

lh| < |@] = by e P .

LEMiE 4, -9i f est un élément analytique sur un disque non ponctuel a(o ’ p) ’

f est dérivable au point o .

Démnonstration., — Soit (fn) une suite approximante de f telle que, si

= Pn/Qn_e K (%)
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PneA@[X], Qnera[X],
n n
Qo) =1,

vxedlo, p), |flx)- fn(x)| < I@n| .

Qh(o) =1 = IQn(h)l =1, Uh, tel que |h| <p .Soit ny tel que e | <p.

Montrons que 0
e lim £1(o) existe
n——)@: n
20 lim _ £1(0) = £'(0) .
10 Ul fﬁ(o) existe. - Pour tout x non nul,
g (o) - 11(0) = £ (o) - £a () = g0 (0 - 7,,,(0)
n+l n n+1 g =
f (x) =f (o) (x) - £ (o)
_.n n + n n _ g (o) ,

d'aprés le lemme précédent.

Si n > n, et si x est tel que |xl < l@n—ll , alors on a :

(x) - f

3 fn+l n+l
t
lfn+1(o) - X , < I‘Pn-ll !
f (x) - ¢ (o)
|£5(0) - ————1I <o | -
Si x est tel que ‘@nl < |x| < !@n-l‘ , 1/x € A@n , donc
fn+l(x) - fn(o)l < |@ |
X n' ?
puisque ifn+l(x) - fn(x)l < l@nl , de méme
£ (o) = £ (o)
n+l n |<|6°!.
X n

Finalament pour n 2>ny , lf£+1(o) - fn(o)i < !@n—ll , et la suite fﬁ(o) est

une suite de Cauchy. Soit g(o) sa limite.

20 lim fg(o) = (o) .

n—e

f(x) - £(o) _ 2(0)

X

fn(x) - f (o) f (x) - £ (o)
——] + [—— 2— - £1(0) ) + [£2(0) - &lo)] .

Soit x tel que o < le < |@q| . I1 existe me N tel que

_ [f(X) - £(o) _

0o < Ixl <ol < el

Soit n>m+ 1 >q
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l

26 -5, )] <o ] <P

m+1 | £(x) - fn(x)ll
et - :' x 1 < m+l| 9
x| > le_ |
de méme
(o) = £ (o)
n
X < I6am+l| °
D'apres le lemme 3,
f (x) - f (o)
- X - - fﬁ(o)l < |63mI i

et 1'on vient de voir que, pour

Finalement, si o < |x| < l@q]

donc

[a]

2oy, £ () -2 (o)] <|f .|, done

2100) - alo)] < lo < o]

~

If(X)

=) - £lo) _ 4(0)] < el

Um fg(o) = f'(o0) .

—

Démonstration de la proposition 9. — C'est une conséquence immédiate du lemme 4

et du fait que toute translation permet de ramener 1'étude de la dérivabilité au

point 0 .

On démontre alors facilement la proposition suivante.,

PROPOSITION 10. - Si f est un élément analytique sur un ouvert borné A tel

que a(a , K \ A) soit non nulle, f' est un élément analytique sur A .

Si

f est un élément analytique sur un ouvert A, f' est une fonction analy-

tique sur A .
Si f est une fonction analytique sur un owert A , f' est une fonction ana-

lytigue sur A .

[1]
(2]

(3]

[4]
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