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EXISTENCE DE FPONCTIONS CROULANTES

par Marie-Claude SARMANT-DURIX

I. Fonctions s'écroulant pour une seule valeur du spectre

1. ngothéses.

Nous sommes dans un corps k ultramétriquement valué, complet, algébriquement

clos et maximalement complet [27.

Soient R' et R deux réels positifs tels que R!' <R . Soit {bi}iEN. une sui-

te d'éléments de k tels que :
(1) R < lbilp <R, VielX,

b, = b >0

(i) dinf N jlp = P

bi;ébj
(iii) A={xek ; R'< lxlp <R, x#b,, VieN} estquasi connexe.
On pose, pour p € ET » P <Py s
b, = {xex; R <‘|xlp <R, |x- bilp >p, Viel}.
Rappel. - Soit f(x) une fonction analytique sur A telle que f € H(Ap) ,
¥ p>0 . Alors 1'équation f(x) + o =0 a un nombre fini de solutions dans A4 ,
sauf peut-&tre au plus pour une valeur % de o . Dans ce cas, f(x) + % n'est

pas quasi inversible dans Ap , et
11m‘X|HR’XeAp f(x) + % =0 .

On dit alors que f(x) + % s'écroule pour |x|p = R . Ceci ne peut arriver que
si A admet un T-filtre croissant © , ce que nous supposerons ici. Ap admet

aussi un T-filtre croissant gp [1].

2, Valeur d‘'écroulement d'une fonction croulante simple.

Nous savons [8] que, pour {aé}ieN , une suite d'éléments de k telle que

a; = bi —>» 0 quand i —> + @, 1a fonction

L, X - a .
f(x) = ﬂi:O(——-_B%) + o, 08 wek,

X—
stécroule pour une valeur de « au plus.

Supposons donc que f(x) = ﬂ:;o((x - ai)/(x - bi)) + &« s'éeroule. Nous allons

calculer o .

Posons T = {x € k 3 |x|p >1}, T est un trou de Ap .
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Nous savons que f£(x) € H(Ap) [8]. I1 existe donc fT(x) € H(CT) tel que f-fy
se prolonge dens T et soit nul & 1'infini (C'est la partie singulidre de f rela-

tive au trou T ) [7].

Posons [4] s(f, T) = sup| _ *f(x)l , donc s(f , T) = 0 . Nous savons que

lepllgy € s(£ 5 1), done |y lcr et f(x) =0,

D'autre part, ||f - fT{ <s(f, 1), done £ - fp =0, et f(x) =0 sur T .

Conmne f(x) =0 sur T, H:LO((X - ai)/(x - bi)) + =0 sur T . Faisons

tendre x vers + « ,

- a.
ﬂ;:(x l)—%l.

Done o=-1.

3. Fonction croulante ayant une famille de pdles donnée.

La famille des {bi}ieN' étant définie comme & 1l'alinéa 1, elle remplit une
condition nécessaire pou;'qu‘il existe une fonction croulante ayant les bi pour

zéros, Voyons si c'est une condition suffisante.
Ap admet, V p < pp » Un T-filtre croissant.

Soient 4 eee &, ... les différentes valeurs de |b, ]|

0’ n i'p
< < < LI BN < < < L < i .
0 < 4 d1 dn dn+1 R et dn —>R si n -+
1 kn
Soient bn s sme bn les bi de valeur absolue dn ¢ I1 y en a un nombre fini
k .
n

La condition "Ap admet un T-filtre croissant!" est équivalente & la condition

[5] :

k
' . . _ . ' n
"Il existe des entiers qn,i y 1&iKL kn , tels que, si 1l'on pose a, _-Z -1 qn 57
on a iO tel que 1 < i0<$ kn ,
O n d n iqmn l._l q"n
n_wm——) M2, o ) I
b - b
n n p

k est maximalement complet, nous savons [3] qu'il existe une série de Taylor g
de rayon de convergence R qui admet pour seuls zéros les b; , chacun avec 1l'or-

dre de multiplicité 4,5 °
?

LEIME 1 [5]. - 1imIXl R gEA Ig(x)lp =4+ @,
P 77 o

Démonstration. - Posons Pj(x) - ﬂiil(l - (x/bg)) . Alors

glx) =M% | p.(x) x g (x) ,

ol gﬁ(x) est une série de Taylor qui n'a que des zéros de valeur absolue stricte-
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ment supérieure a dn .
fa ] i
silxl < I3l
= |TH = m
6| = 1T 2,001 Tg (] = & T, 20
ou A. est une constante.

0

0
Posons x =b ~ +k , avec Ihlp < pg -

i
. 0
650 4wy = a [T T3 (1 -2 D
n P - AO j—_‘l i=1 .bi P
J
bio k, br - bio 4,
-4 th-l ﬂ J ( 3 ‘n ) 3,1| l (BB n n ) n 1| l-li— 0
0 "'3=0 "i=1 i= 1 1#1 or i)'p
j n b
i n
rp n n kn ' : OI n i | I n iO
_________2 ___R
= AO =0 dJ ﬂl 1 lrl ( n ) n :

D'aprés ce qu'on vient de voir, ceci devient infini avec n . Donc Ig(x)]p , qui
devient infini pour |x - bi‘p = p larsque !bilp —3> R , devient infini aussi

pour |x - bi‘p >0 (puiSque sa valeur augmente).

LEMME 2. - g(x) étant défini comme ci-dessus, et c¢ étant une constante non

nulle, les zéros ai(c) de 1'équation g(x) - c =0 sont tels que
ai(c) - bi -0 , quand i —> + =,

Démonstration. - Plagons-nous dans le cercle |z - bilp < Py » et posons x::bi+h.

Dans ce cercle, nous pouvons développer g(x) en série de taylor
43
g(bi+h)=Bih +ooo,
et
lg(bi + h)lp —> + © avec i , lorsque ]hlp = p constante < p, .
Nous &tudions les zéros de 1l'équation g(bi +h)=c .

Polygbne de Newton :

/]

v(e) :\

v [g(bi +h\)] ‘\ \

pour {h|p= p N\ \\
0 N

Ne
P

\}\ droite de pente h%%

v[Bi] — — — —
droite de pente logp p
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Soit p < Py * Pour |hlp =0, v[g(bi +h)] —> - y quand i -w> + ® , Donc

U | IO tel que i > IO " implique"v[g(bi +h)]} <) "

. 0] ‘ b _— z
implique ! f(bi +h)=c a q; zéros a, (¢) , vur a;

,1 ,; (e)

tous de méme valeur absolue < p , les autres zéros possibles &étant tous de valeur
absolue Z Py e
Résunons nous :
1" i n o4 i n - < ",
"p>0, II, tel que i >1I " implique lai’k(c) bil p

Comme les zéros a; k(c) de g(x) =c peuvent visiblement &tre mis en bijection
9
avec ceux de g(x) , on pourra introduire le produit infini
, ,
(x - a; l(C))...\x - ai’qi(C))

5

q.
i
(X - bi)

qui sera défini pour =x # b, (ien .

LEMNE 3. - (1/e(x)) eH(A ) , 81 0<p< by » &F 1/g(x) est une fonction crou-
o 51 et
lante.

Remargue, - Pour plus de comwodité, nous ferons la démonstration en prenant g(x)
avec des pSles simples ; le raisonnement est le méme si les bi sont des pSles

multiples, mais les notations sont plus compliqudes.

Démonstration. - Choisissons une constante c¢ € k , et posons

X - b,
) _glx) = ey i
o) = ERTON e—atey) -
@(x) est une série de Taylor convergente pour |x| <R , sans zéro ni pbdle ;
elle n'appartient pas & H(Ap) , si (1/g(z)) ¢ H(Ap) .

bi - ai(c)

ox) = (1 - =) M - ) .

X - a.
1
Soit ce A o
p
VE, 31‘1 tel que I‘l<IX|<R=;l-§SCT'p<E.

b, - ai(c)| ’bi - ai(c)] ..

N tel que i >N = | | < ,
X ai(C) o P

donc

X - b,
T i
Ty < |X| <R --—>|CP(X) - 1=O(-X——-_§;(_CT)IP < €.
Posons T, = sup, Iai(0)|p . TTng—-bi)/(x - ai(c))) est développable en série

2 ’

N, =0 y1l- (bi/x) Ao xj
no<§f:—;;t57) = ”O T (ai(c)/x) =1+ 3;-+ ;5 + eee + —3-+ .es

X

de laurent, pour Ix}p >r
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@(x) - Wg((x - bi)/(x - ai(C))) est développable en série de Laurent, pour

T, < lep <R, =i

o(x) = @t O Xt 9, X4 e P, ... ,
J
alors
W) My ST (g - 1) ‘. x?
P - Om = ese Xj e on- +cp1X ...+cpj + eee
Or :

-b
N, * i n n
supr2<|x|<R | o(x) -]TO(;—:—E;TET)|P = max[supn20 lan'p R, sup, lanlp r2]
ce qui exige: |p(0) = 1|p <e, ¥e>0, donc 0) =1, et lelp P<e,
i3>0.

J

Lorsque € —>» 0 , r —> R . Pour que 'wjlp r° tende vers O a j constant,

il faut que Wj =0, Vj>0: @(x) est une constante.

Donc o(x) = @(0) =1, et

. ¢ e X - ai(c)
Tglx) T 0 x - bi ‘

D'ou (1/g(x)) € H(a ) , et la fonction
p

- C o X~ ai(c)
GO .

est une fonction croulante.

Remarque : Autres fonctionscroulantes.

(a) Soit g(x) une série de Taylor ayant pour seuls zéros les bi , et soit

h(x) wune série de Taylor telle que

i.'é;_]‘ieH(Ap), ¥ p>0 et g;h -—>1,si |x] =R, xEAp

(i. e. (n/g) —>0 , si |x| — R, x €Ap).
Alors ((g - h)/g) - 1 est une fonction croulante, et on peut mettre (g - h)/g
(oo}
sous la forme : ﬂi:O((x - ai)/(x - bi)) .
(v) Réciproquement, si la fonction ﬂzLO((x - ai)/(x - bi)) - 1 s'écroule, po-
sons g(x)[ﬂzlo(x - ai)/(x - bi)) - 1] = - n(x) . Alors

g(x) -h(x) o X%
g(x) T i=0 x - bi ’

et

g&é;lﬂx) —31,si |x] =R, xe€ % .

On ne peut a priori rien dire de plus : On voit que h(x) n'a pas besoin d'étre
une constante, et que TT;((X - ai)/(x - bi)) - 1 peut s'annulér sur A (et méme

une infinité de fois).
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IT. Fonctions s'écroulant pour plusieurs valeurs du spectre

1. Hypotheses.

Soient Rl s R2 € BT . On pose

A={xek; R, < x| < Rz}o

Soit {bi}467 une suite d'éléments de A tels que :

o j - = >
1o inf, . Ibi bjl A
2° A =4 - UiEI C(bi , p) (p< po) est quasi connexe avec exacterent deux
T-filtres C? et GS , 1'un croissant (GS) , 1'autre décroissant (Gi) .

2. Fonctions s'écroulant vers O pour deux limites de ’le .
Soit g(x) une série de Laurent ayant pour zéros les bi .

Soit Re R tel que R <R<R, .

Posons @

A:):{xeAp; Rl<lx|5R}, A = {x; R1<!X|$I{},

Ag ={x e Ap ; R < x| < R2} , oA ={x; Rg|x| < R2} .
On peut considérer g comme le produit de 2 fonctions g, et €5 »
g, ayant pour seuls zéros les b, pour Ibil <R,
g, ayant pour seuls zéros les bi pour Ibi|- >R

(Crest-a-dire qu'on prend pour g, une série de Taylor, convergente pour |x|<3R2 ’

et pour une série de Laurent, convergente pour |x| > Rl ).

&1
Quand lxlp -_ R2 s, X € A" , alors
p
ley (D)) —>+ =
Igl(x)lp reste fini, mais # O ’
donc Ig(x)l - + ®

D'autre part,

é?-e H(A")
11 P } n>-é- e H(A;)') .
= H(A")
On obtient des résultats analogues sur A'
p
1 1
lim | \ =0, —eHQ),
Ix!p Rl,xeAp glx g 0

Soit @€k, a«#0 . L'équation (1/g) - @ =0 a une infinité de zéros dans

A" , dont seulement un nombre fini dans A" , et une infinité de zéros dans A' ,

dont seulement un nombre fini dans A'
p
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A partir du rang I, (i 2,12) , les zéros de. (1/g) - @ = O sont dans les cerw

cles C(bi y p) « Pour 1 I les zéros de (1/g) - a sont dans les cercles

l ?
C(bi s p) o On peut les indicier avec les indices i des b, . Soient a, ces z6ros.

La fonction :

1 n (x - bi X - bi
(== a) x Il ; (=—=) 1. _; (—=)
g 1511 X - a, 1212 X - a,

est analytique sur A avec un nombre fini de zéros et de pdles.

Quand ]XI ——Q-Rl ou R2 , 1/g —0 et

My o) T b
. 7————-) . — =1 pour X € A .
1$Il x - a; 12&2 x-a’''p ! 0

Le nombre de zéros de la fonction ci-dessus est donc égal au nombre de pbles : Si
les a, sont les zéros de (1/g) - o dans A, alors :
X - b,

o(x) = (- T} (G=2)

iz==®'x - a,
i
est une fonction analytique sans zéro ni pSle dans A .
En développant, comme précédemment, «(x) en série de Laurent :

: i
CP(X)'—‘Zi:CPiX s pour I’2<|XI<R2,

avec r, suffisamment proche de R2 , on obtient

, . a, = b,
|22 0y x4 @l - (Gl < e
i

2

X -D>

ce qui entraine @(O) = - o , puis 9 = O pour i >0 , et en faisant de méme

dans un domaine Rl < Ix] < Ty @ o= O pour i <0,

D'ou

X

a.
1 4 i
gmos el

Lorsque |x| —> R, ou R, , x€ Ap , on a donc

X - a,

ﬂ+w(§‘:rj§%) —» 1.

-0

3. Fonctions s'écroulant vers des valeurs distinctes pour deux limites de |x| .

(a) Existence,
L'intersection des plages des deux T-filtres Gg et Gg est vide. Soit

3, 1'idéal des éléments annulés par Gf ’

1
32 1*idéal des éléments annulés par Gg .
I1 n'existe aucun idéal maximal [1] contenamt 3, et &, : 3, + 3, = H(Ap-) .

P

Donc, il existe fl € 81 y

" -
f2 € 82 tels que 1 = f1 + f2 . Et comme
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. _ . - _ .
11m62 fz(x) =0 et ln.mz;1 ;1(X) =0 , on a aussi
111116l fz(x) =1 et 1im62 fl(x) =1,

Cherchons donc des fl et f2 possibles,

(b) Mise en évidence.

Reprenons la fonction g(x) du § II.1.

Posons .
o) = 0w 2, nlx) = A, o) = 2

10 Démontrons que @(x) € H(A ) . - Posons g(ﬁ) = h(x) + k(x) . Soit R tel que
, p

kix
xeAp,R§|x] Rg_..__l()l .
Posons A" = {x € Ap ; R Ix] < R2} , l/ge H(AS)
p

Pour x € Ag , ona olx) = 1/((x(x)/n(x)) + 1) .

1 k(x)

1 1 1]
k(x)eH(A;}) , Tl-G)-GH(A;)) ==>m+leH(Ap) .

| (e(x)/n(x)) + 1] =1 sur A" , donc (k/h) + 1 est inversible sur A" , et

9= 1/((k/n) + 1) e H(A") . Posons A = {xed ; R < |x] <R} . Alors
P P p

n(x) e H(A;)) , 1/g(x) e H(AF')) = o(x) € H(A;)) .

o(x) e H(Aé) , olx) e H(A;) ==>¢(x) € H(Ap) .

2° Limites de @(X) o« = S1 lep —_— Rl s, Xe€ Op alors [h(x)lp est constant
#0 et lg(x)l ~> + ® , donc o(x) —>0 .

Si le , xe A alors Ih(x)lp — 4t © et |k(x)|p est constant # 0 ,
donc (k(x)/h(x)) - 0, et

1
o) = EEEETTT L

3° Développement en produit. - Soit @ ek , a#0 et o # 1 .

Sur A" = {x; RZ|x| < R2} , o(x)=-o auneinfinité de zéros a; qui, pour

i> 12 , Sont dans les cercles C(bi s P) .

Sur A' = {x 3 R, < x| R}, o(x) -« a une infinité de zéros a; qui, pour

i< Il , sont dans 1eb cercles C(bi y D) o

La fonction :

- b,
=)

X - a, I.'x - a,
i 2 i

I
((x) =) 1T
est une fonction analytique munie d'un nombre fini de zéros et de pdles dans A .

Si Ile"ﬁRz’
- Db X -

I .
1 i ®
@(X) - -1 -a et Iﬂ_mggf:—gi)1722(—-——-:£)]p =1,

X - a.
1
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pour lx|p asez proche de R2 .

De wéme, si !xlp -—> Rl ,

I - b, X - Db,

1
ox) ~o—-a et Iﬂ_m(x_a1 U}"”(X_al)i
i 2 i

pour ]xlp assez proche de Rl .

La fonction ci-dessus a donc autant de zéros (ai) que de pbles (bi) . Btudioms

la fonction

o, X = b,
W(x) = (o(x) - )T (—) .

8
C'est une fonction analytique sans zéro ni pble dans A .
silal, =8y, N — -,
siolxl =R, [ — !-alplﬂiZ(-%-)lp
Développons W(X) en série comme au § II.1 : Ve >0, 1 r, tel que
r, < x| < R, =1 -9x)] <e, Vxe Ap ,
1N tel que

ooX i
2
-®'X - &a

s TP
H_N(;C——_——a:)lp<€, VXEAP .
Alors

_bi
=< e,

X
T , +N
r, < x| < R, , X€ Ap == | y(x) - (1 - a)rT_N( 2
et par un développement en série de Laurent pour lep > v !p , on obtient
§(0) = 1 - o et 4, =0, pour 1 >0 .

De méme V e >0, 1 r tel que

Rl < lx‘ < ry =3 q(x)lp < e.

Alors

' . X -Db
! N i
R, < |x| < r,, XE€ Ap = |y(x) + a]Tiﬁ(X - ,1)' <e.

1
x/b,)
“#(X) + @n+N l)(————(r}-(7a—)-| < € .

. -+ tos :
Et on développe ﬂ_N((X - bi)/(x - ai)) ’ pour lep < Ilep , en série de Taylor

cette fois, ce qui permet de conclure
4+ bi
1'}‘(0) = - @ﬂ_oo(-a:;> et \vi =0 , pour 1 < 0 .
On doit donc avoir :

b,
4 @, 1
1 - = —aﬂim(—a—:{-) °
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