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IDÉAUX DE FONCTIONS ANALYTIQUES BORNÉES

STABLES PAR DÉRIVATION

Jean-Paul BEZIVIN

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, D. BARSKY, P. ROBBA)
4e aimée, 1976/77, n° 7, 9 p. 13 décembre 1976

On note K un corps ultramétrique complet, algébriquement clos. Le disque unité

~ouvert" D de K est 1’ensemble D = K ; jx)  l) . On note B l’ensemble

des fonctions analytiques bornées sur D , qui s’identifie à l’espace des séries

f = 1 a Xn avec sup)a ! 1  + co . On en fait une algèbre de Banach à norme mul-
n, n n

tiplicative en posant Ilfll = sup) a ) .

1. Rappels~

On rappelle un résultat de généralisation d’un théorème de M. Van der PUT

[2~ et se démontrant de manière analogue.

PROPOSITION 1. - Soit f OE B une suite de fonctions analytiques bornées sur D

telles que ~ a si h ~ + Soit g E B , on suppose qu’il existe une

constante c &#x3E; 0 telle que, ~ x e D , on ait

Alors il existe une suite th d’éléments de B vérifiant

On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. - Soit telles que ~fh~ - a si h - + ~, et soit J

l’idéal de B engendré par les f- . Alors,

2. Idéaux stables par dérivation.

On veut étudier les idéaux de B stables par dérivation. On commence par montrer

ut il y en a, et caractériser les f E B qui peuvent appartenir à de tels idéaux.

PROPOSITION 2. - Soit f E B . Pour qu’il existe un idéal I de B, stable par

dérivation, propre et contenant f, il faut et il suffit que l’ on ait (*) :

Preuve. - Soit 1 un idéal propre, stable par dérivation, contenant f . On a

)f(h) )) $ ) Ih II Ilfll , d’où on déduit BBf(h)1B ~O si 



7-02

On peut alors appliquer le corollaire 1 aux f~h) . Si n’était pas réalisé,
l’idéal J = (f , f’ , ... , f~ ~ ...) serait égal à B ; , or il est inclus dans

1 y d’ où une contradiction.

Réciproquement, soit

Il est clair que I est un idéal, stable par dérivation ; s’il était égal à B,

on aurait une égalité

D’où

ce qui constituerait une contradiction avec (~) .

Donnons un autre critère . Soit a e JK) , 0  03C3 ~

PROPOSITION 3. - Pour que (*) soit vérifiée, il faut et il suffit qu’il existe
une suite de disques D = D(X , o) , telle que = 0 (où l’on a

note = ).
h h

Preuve, - Soit m ~ N ~ m ~ 1 y et considérons l’ensemble E (f) = (x ~ D ;
1/m) . Si (~) est réalisé, 0 , ? m ~ 1 . Soit 

et jo’j~o- . On a alors

Comme |03B1| $ o . on a sup. ’ , fi 1 y d’où

. 1

D’où 
m 03C3)  i/m , 

et ie résultat.

Réciproquement, soit E &#x3E; a , et q e N tel que ~f(p)~  E pour p % q .

Choisissons k tel que On a

Si l’on prend alors un élément x quelconque dans D(X~ ~ ~~ , on a

d’où

Ce résultat permet de construire des f vérifiant (*) . Par exemple, soit

a , tels qu’il existe une suite IL E N, n~ = + ~ y et vé-
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1 ~I""’h &#x3E; a . On sait alors 
f = a [(X - ~)~J . Une telle fonction vérifie le critère de la proposition 3 ;
en effet, f = (X - h , avec gh = B , d’où on déduit d’abord

puis 
-

Comme o-  1 , J 1, - 0 , d’où le résultat.
On peut aussi se donner, au lieu d’un zéro multiple, d’ordre n. zéros

distincts situés dans cr) .

On aura le même résultat. En particulier, il n’est pas besoin que f possède des
zéros d’ordre tendant vers pour que f vérifie (*) .

A partir de maintenant, on se fixe a e 0  La relation

y ~ |x - y|  03C3 est une relation d’ équivalence sur D, on note D..
À E A les classes d’équivalences, qui sont des disques fermés de rayon J .

PROPOSIT ION 4. - Soit I un idéal non réduit à (0) et propre de B , stable

par dérivation. Alors il existe un filtre S sur A , tel que

où l’on a noté = = 

supx~D03BB !f(u)1 . .

Preuve. - Pour f~ 1 , f # 0 , soit A (f) = (X eA; 
où E est un réel strictement positif. D’après la proposition 3, puisque I est

stable par dérivation, on a A (f) ~ ~ . On va montrer que 1 ~ ensemble des intersec-

tions finies A "1 (f.)n " n ... n A (f ) (où les f. 1 E I et les E. a. &#x3E;0 )~ forment

une base de filtre sur A. Il suffit clairement de démontrer que chaque intersec-
tion finie est non vide ; on voit facilement qu’il suffit de le faire pour

~i = ~ &#x3E; 0 , ~ i = 1 , ... , n.
Considérons les i = 1 , ... , n, Cet ensemble forme visible-

ment une suite gm d t éléments de B tels que - 0 si m -2014~-+ oo .

On peut alors leur appliquer le corollaire de la proposition 1, E &#x3E; 0 ,

est non vide. Soit x,. ~ E : on voit facilement que l’on a, W i . 03C3)~.
Si D. est la classe de x.. y on aura donc 03BB e A (f ) n ... n A (f ) y 
résultat.

Soit S le filtre sur engendré par cette base de filtre. Il est clair que,

? f ~ 1 y = 0 y ce qui termine la démonstration.
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3. Idéaux remiers fermés stables ar dérivation.

PROPOSITION 5.

(a) Soit U un ultrafiltre sur A, p alors si l’ on note ~ l’application
f E B ~ 03C6u(f) = limu~f~03BB, % est une semi-nonne multiplicative continue, dont
le noyau Ker 03C6u (f ; %(f)==0) est un idéal premier ferme, stable par dériva-

tion de B ( éventuellement réduit à {0}).

(b) Pour tout idéal propre I, et stable par dérivation9 il existe un idéal du

type Ker tel ue I ~ Ker 

Preuve.

(a) ~ est clairement une semi-norme multiplicative et continue, et l’on voit

f ac ilement que lIon a

d’où la stabilité par dérivation.

(b) La proposition 4 fournit un filtre S sur A tel que l =9 

Soit tl un ultrafiltre plus fin que , il est clair qu’alors on Ker c~ ,
qui est premier, fermé, stable par dérivation diaprés (a).

Soit un idéal du type Ker U ultrafiltre sur A (qui correspond tou-
jours au o E tel que 0  a ~ Rcv(exp(x)) ). La présence du rayon de conver-
gence de l’exponentielle peut sembler surprenante, la proposition suivante montre

qu’elle est artificielle.

PROPOSITION 6. - On note A les classes d’équivalence de D pour la relation

y ~ | x - y|  03C3, et fi celles relatives à la relation x - y) 5 r , où

r est dans (a 9 l( . So it un ultrafiltre sur = Ker Alors
a

il existe un ultrafiltre U sur A tel que

Preuve. - Soit

et

Soit A . On note
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On a alors

Deux cas se présentent alors: &#x3E;

10 Si limu03C3 nx(f , r)  + 00 , on déduit de limu 
cr 

= 0 que

2° Si n.(f ~ r) = + ~ , on a

et, 1 &#x3E; R &#x3E; r ,

D’où en faisant tendre R vers 1, R  1 :

D’où encore

Donc

J ~ u ,

Mais comme ~f~03BB,0 BBfBBB 1B., r , la réciproque est trivialement vraie.

Enfin, on obtient il 
r 

à partir de fi 
a 

par la relation d’équivalence sur des re-

Présentanks xx des classes de D modulo R par

11, I L -

Si 1 ! on note U l’ image de l’ ultrafiltre U03C3 sur r , on obtient un ultrafil-r

tre, et il est clair que

d’où le résultat.

Une question posée par M. Van der PUT concerne l’existence d’idéaux maximaux de

B , stables par dérivation [2]. On ne résout pas ici cette question, mais la propo-
sition 5 admet le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Soit ? un idéal maximal stable par dérivation. Alors :

1° Il existe un ultrafiltre tl sur A tel que m = Ker 03C6u.

2° Il existe une famille xÀ’ À E et un ultrafiltre U sur A tel que

Preuve. - Le 1° est immédiat à partir de la proposition 5. Pour le 2% on se don-

ne x~ représentants des classes d’équivalence de A. On a
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Soit

Il est clair que, V fe B , d’où

d’où le résultat. 

4. fermés stables ar dérivation.

Dans cette partie, on suppose K maximalement complet. On montre que, dans ce

cadre, il existe des chaînes infinies strictement croissantes d’idéaux premiers fer-

més, stables par dérivation.

LEHJ’.iE 1. - Soit xh une suite d’éléments de D, et 03B8h ~ ]0, 1( , ?h , telle

qu’il existe Soit tL un ultrafiltre sur N . On note

D =D(x. , eh) . Alors (P= (f~ B ; 
h 
=0~ est un idéal premier, fermé,

stable par dérivation (éventuellement réduit à (0) ).

Preuve. - Il suffit de vérifier la stabilité par dérivation, qui provient de la

relation 
’ 

’

Si l’ on fixe la suite x h et l’ultrafiltre U, le lemme suivant donne une condi-

tion suffisante sur deux suites 9. et T. pour que les idéaux associés par le

lemme 1 soient identiques.

LEMME 2. - Soient Th et eh deux suites d’éléments de )&#x26; y l( tels que eh
j~ Th tendent vers 1 ~ h 2014~ + co . Alors si (l - Th)/(l - )0 , + ~(~
les idéaux associés par le lemme 1 sont égaux.

Preuve. - On a d’abord que si E = (h; eh} et E2 = (h ; 

E u E2 = ! . Comme U est un ultrafiltre, E ou E2 est danss tt : on peut donc

supposer que 9, ~ T, y V h 

On a encore

(avec des notations évidentes).

Si on déduit

Si lim~ 0 , on voit facilement que l’ on a

donc aussi
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et comme l’ on a

on a trivialement

Donc lim,. = 0 - limu |f|h(03B8h) = 0 , et l’implication réciproque
étant triviale, on a le résultat annoncé.

Le lemme 2 nous indique que c’est l’ordre de croissance de eh vers 1 qui est

important.

On peut maintenant construire un exemple de chaîne strictement croissante d’i-

déaux premiers fermés stables par dérivation.

On se donne une suite x. , vérifiant

Dans ces conditions, on montre facilement qu’il existe deux suites d’entiers nh
et qh , h E N , telles que .

LEMME 3. - Il existe une suite double d’entiers m(l)h, vérifiant3. - I1 . existe une suite double d entiers m(l)h, verifiant

Preuve. - Par récurrence, construisons par exemple. On prend

(où [ ] désigne la partie entière) y et on vérifie que ainsi défini

convient.

Soit maintenant un ultrafiltre U sur N , non trivial, fixé dans tout ce qui
suit. 

,

On définit On a alors

Si ~ E N et f eB , on pose

Diaprés le lemme ly Ker 03A6u,l = &#x26;l est un idéal premier, ferme, stable par déri-

vation.
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PROPOSITION 7. - La suite Pl , l E ! , y est une suite strictement croissante

d’idéaux premiers, fermés, stables par dérivation.

Preuve. - On remarque tout d’abord que la suite est trivialement croissante, puis-

que  6~~ ; d’où ~ ~~(f) ~ ~ ~(f) , ? f , et 6£, C ~+1 . Pour montrer
que les @~ forment une suite strictement croissante y on va exhiber tel

que

On a m~.t), V h . Par suite, on a

On sait alors qu’il existe f dans B, tel que f admette xh comme zéro à

l’ordre exactement m(l)k, et ne s’annule pas ailleurs (parce que K est maxima-

lement complet, voir [2]).

Montrons que fae E P . On a V k , ft(X) = (x - ?L ,(x) , relation
on déduit

puis

Hais

d’où

e t le f ai t que f. ~ E ~’~+ ~ .
Montrons que f. ~~. * On a

On en déduit, en posant

Comme , donc

On a d’autre part

Pour k assez grand, fae n’a que xk pour zéros sur = rk . Donc
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nta plus de zéros sur Ixl = rk . On en déduit que l’on a

Enfin, y Finalement,

LY a

ce qui prouve que f 
t ri @;..
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