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IDRAUX DE FONCTIONS ANALYTIQUES BORNEES
STABLES PAR DERIVATION

par Jean-Paul BEZIVIN

On note K wun corps ultramétrique complet, algébriquement clos. Le disque unité
"ouvert® D de K est l'ensemble D = {x € K ; |x| <1} . On note B 1'ensemble

des fonctions analytiques bornées sur D , qui s'identifie & 1'espace des séries

f= Zn>0 a, X" avec suplanl <+ » , On en fait une algtbre de Banach & norme mul-
>

tiplicative en posant Hf“ = sup|an| .

1. R&EEels 0

On rappelle un résultat de [1], egénéralisation d'un théoréme de M. Van der PUT

[2], et se démontrant de manidre analogue.

PROPOSITION 1. - Soit f

telles que Hfh
constante ¢ >0 telle que, Vx€ D, on ait

h € B une suite de fonctions analytiques bornées sur D,

—>0 si h—>+ = . Soit g€ B, on suppose qu'il existe une

|le(x)| < clsup, |£,(x)) .

Alors il existe une suite th d'é1éments de B vérifiant

10 suththH <+ @,

h==+°°t £

0 o —
2° 8=4 46 iy

On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. - Soit f, € B, telles que |t | —>0 si h—>+ =, et soit J
1'idéal de B engendré par les fh . Alors,

J =3B &> inf_ g suphlfh(x)l =6 >0 .

2. Idéaux stables par dérivation.

On veut &tudier les iddaux de B stables par dérivation. On commence par montrer

qu'il y en a, et caractériser les f € B qui peuvent appartenir & de tels idéaux.

PROPOSITION 2. — Soit f € B . Pour qu'il existe un idéal I de B, stable par

dérivation, propre et contenant f , il faut et il suffit que 1'on ait (¥*) :

. (n)
(%) inf__p suphlf (x)| =0 .
Preuve., — Soit I wun idéal propre, stable par dérivation, contenant £ . On a

1£m)| < |n 2] g, a'oh on aéauit [|£'| —>0 si B—s+ .
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(h)

1'idéal J = (f , ', ves , T B) , ee.) serait égal & B ; or il est inclus dans

On peut alors appliquer le corollaire 1 aux f . Si (%) n'était pas réalisé,

I, d'ou une contradiction.
Réciproquement, soit
; h
I={g; 1 t, €B, suthhH <+ et g=2 ty f( )} .

I1 est clair que I est un idéal, stable par dérivation ; s'il était égal & B,

on aurait une égalité

1=2 ty f(h) avec sup!lthH =A<+ o,

D'olu
h h
1 g suplt, (1122 (®)] < 4 sup | £ )]
ce qui constituerait une contradiction avec (¥*) .

3 \ . X
Donnons un autre critére. Soit o€ |K|] , 0 <o < Rev(e™) .

PROPOSITION 3. - Pour que (%) soit vérifide, il faut et il suffit qu'il existe

m

une suite de disques D = D(Xm , 0) , telle que lim o, l!fHDh =0 (ou l'on a
noté HfHDh = supXeDh [ £(x)| ).

Preuve. - Soit m € E , m =1, et considérons 1'ensemble Em(f) = [x €D ;
suphlf(h)(x)| < 1/m} . 8i (%) est réaliss, E (£) #0, Vm 321 . Soit x €E (£)

et o€k, |of.<o.O0naalors

h
2x, + @) = o g e ()

l?z_;

<1, d'ou
h
|£(x + o)| < suph(-%%—

Comme ‘Oll <o, ona suph |h1‘
RUCSIEEY

D'ou “an(x o) S 1/m , et le résultat.
m

Réciproquement, soit e >0 , et q € N tel que Hf(p)ll <€ pour p 2q .

Choisissons k tel que Hf“D(X.h,c) <ewl.ona

< - D o) .
“D(Xh,c) i (%, 5 9)
Si 1'on prend alors un élément X, quelconqgue dans D(Xh , 0) , 0na

£zl s s 52,

q
|f<s)(x0)| $5-<¢e si o sga,
o]
dtolu (s)
3 S —
1nfxeD supsalf (x)l =0 .

—

Ce résultat permet de construire des f vérifiant (*) . Par exemple, soit

x, €D, x #0 , tels qu'il existe une suite n €N, lim mn =+ @, et vé-
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K3 3 n Ilh - - 3 rd . L]
rifiant >0 IXhI >0 . On sait alors qu'il existe f € B vérifiant f # 0 ,
- bal

f=0 [(x- Xh) h] « Une telle fonction vérifie le critére de la proposition 3 ;
en effet, f = (X - xh)nh g, » Uh, avec € B, d'ou on déduit d'abord
el =l » pais

&y

£, o) < " Tyl -
oy

Comme o<1, 0 —>0, d'ou le résultat.

On peut aussi se donner, au lieu d'un zéro multiple, d'ordre n, o, ny zéros

distincts situés dans D(Xh y O) o

On aura le méme résultat. En particulier, il n'est pas besoin que f posséde des

zéros d'ordre tendant vers + « pour que f vérifie (%) .

A partir de maintenant, on se fize o€ |K| , 0 <o < Rev(e®) . La relation
IRy &= !x - y|~$ o est une relation d'équivalence sur D , on note Dh ’
Ae A les classes d'équivalences, qui sont des disques fermés de rayon o .

PROPOSITION 4. ~ Soit I wun idéal non réduit & {0} et propre de B , stable

par dérivation. Alors il existe un filtre $§ sur A, tel que

fe I = lmgltl, =0,

od 1'on a noté |£ll, = ||£fl, = sup_p I£(u)] .
A A

Preuve, — Pour fe€ I, f # 0, soit Aa(f) ={Ae A ; Hf”x <€},
oh € est un réel strictement positif. D'aprés la proposition 3, puisque I est
stable par dérivation, on a Ae(f) # ¢ . On va montrer que l'ensemble des intersec-

tions finies A (f ) N ese N A (f ) (oﬁ les f.€ I et les e. >0 ), forment
€ 1 g, B i i
une base de filtre sur A . Il suffit clairement de démontrer que chaque intersec-

tion finie est non vide ; on voit facilement qu'il suffit de le¢ faire pour
g, = €20, Vi=1, ¢e0 , 0.

i
(n)

i ?

ment une suite g d'éléments de B tels que [lg |l —> 0 si m—>+ = .

Considérons les f i=1, eeo y,n, n€QN,Cet ensemble forme visible=

On peut alors leur appliquer le corollaire de la proposition 1, d'ou, ¥ € >0 ,

h
E,_ = {xeD; Supi,hlf§ )(x)|<s e}

. oL ) . . . + 1 . < .
est non vide. Soit x, € E_; on voit facilement que l'ona, Vi, “fiHD(x o)SeE
Si DK est la classe de X, 5 On aura donc A € Ae(fl) N cee N Ae(fn) , d'ou le

résultat.

Soit § 1le filtre sur A , engendré par cette base de filtre. Il est clair que,

i fel, 1im3Hth =0 , ce qui termine la démonstration.
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3. Idéaux premiers fermés stables par dérivation.

PROPOSITION 5.

(a) Soit U un ultrafiltre sur A , alors si 1'on note ) 1'application

feB —-ﬁacal(f) = limuﬂfnk » @ est une semi-norme multiplicative continue, dont

le noyau Ker g {f; qu(f) = 0} est un idéal premier fermé, stable par dériva-

tion de B (éventuellement réduit 3 {0} ).

(b) Pour tout idéal propre I , et stable par dérivation, il existe un idéal du

txge Ker Py tel que I < Ker By

Preuve,

(a) @y est clairement une semi-norme multiplicative et continue, et 1l'on voit

facilement que 1'on a
1B, ) <z e,
d'ou la stabilité par dérivation.

(b) La proposition 4 fournit un filtre & sur A tel que fe€ I => limg||f]],=0.
Soit U wun ultrafiltre plus fin que & , il est clair qu'alors on a I <Ker @ ,

qui est premier, fermé, stable par dérivation dlaprds (a).

Soit ® un idéal du type Ker @ s U ultrafiltre sur A (qui correspond tou-
jours au o € lKl tel que 0 <o < Rev(exp(x)) ). La présence du rayon de conver-
gence de l'exponentielle peut sembler surprenante, la proposition suivante montre

qu'elle est artificielle.

PROPOSITION 6, -~ On note A les classes d'équivalence de D pour la relation

xRy ‘x -yl <0, et Ar celles relatives 2 la relation |x - y| <r, ob

r est dans QJ ’ 1[ . Soit Ub un ultrefiltre sur 43 9.33 P = Ker Qu « Alors
o]

il existe un ultrafiltre Ur sur AT tel que

03 = Ker = Ker O
@y = Ko @y

Preuve, — Soit a€ D, r et Re )0, 1( . On a, en désignant par

Na(f , r) = Card[ Zéros de f dans D(a , )],
na(f , r) = Card[ Zéros de f dans D(a, r )],

{ (f,r)

[£1,() = oupp, el E@ < @ 5T el )

(£,R)

ERCEC R RC

et

Soit X € Ab « On note

I#i,0 = 9Ppen(x, o) 1EE ot el o = supgep(y oy 1201
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On a alors ( )
n, (f,r
gy AM?
”f“)\,r z (}' ';lfo,r .
Deux cas se présentent alors :
1° 51 lim, n}\(f y T) <+ ® , on déduit de limy) !lf\l)\ o =0 que
o) [} ?
1i e =0 .
muo 'i H}\,r
20 51 lim, n)\(f , T) =+, 0on a
[e)
1im,uoN)\(f , T) =+ @,
et, YR, 1>R>r,
N, (£,r)
Ty A
£y, < R el

D'ou en faisant tendre R vers 1, R <1

N)\(f,r) I
el s Il
D'olu encore
Lim, |[£l, . =0 .
(o} ’
Donc
limy [ff], S =0 = limy l£ll, =0
[e) ! o) ’
Mais comme ”fHA,o‘S “f“k,r , la réciproque est trivialement vraie.

Enfin, on obtient Ar a partir de A, par la relation d'équivalence sur des re-

présentants x, des classes de D modulo R par
AS AN & |x, - x| €.

Si 1'on note Uf 1'image de 1l'ultrafilire Ub sur Ar , on obtient un ultrafil—-

tre, et il est clair que
. I - :
Lmy Ielly,o =0 == limy_ 5, e =0 >
d'ol le résultat.

Une question posée par M. Van der PUT concerne l'existence d'idéaux maximaux de
B , stables par dérivation [2]. On ne résout pas ici cette question, mais la propo-

gition 5 admet le corollaire suivant.

COROLLAIRE, - Soit M wun idéal maximal stable par dérivation. Alors :

10 I1 existe un ultrafiltre U sur A tel que M = Ker Py e

2° I1 existe une famille x Ae A, et un ultrafiltre U sur A tel que

)\,
Moo= {f; limy |f(x)\)| =0} .

Preuve, — Le 1° est immédiat & partir de la proposition 5. Pour le 2°, on se don-

ne x, représentants des classes d'équivalence de A . On a

ECNIRY N
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Soit g;u(f) = lim, Jigfl, et @u(f) = 1im.u|f(x;\)| .
I1 est clair que, ¥ fe B, Qu(f) < qf) , dtou

Ker QU,C Ker @u <B,
#

d'oh le résultat,

4. Chaines croissantes d'idéaux premiers fermés stables par dérivation.

Dans cette partie, on suppose K maximalement complet. On montre que, dans ce
cadre, il existe des chaines infinies strictement croissantes d'idéaux premiers fer-

més, stables par dérivation.

LEMHE 1. - Soit x, wune suite d'éléments de D, et 6, € Jo,1(, vh, telle

qu'il existe § >0 , 6, =8, Vhe N .Soit U un ultrafiltre sur N . On note

D = D(xh , Sh) . AMlors @ = {fe Bj; limg Hf“Dh = 0} est un idéal premier, fermé,

stable par dérivation (éventuellement réduit & {0} ).

Preuve. - Il suffit de vérifier la stabilité par dérivation, qui provient de la
relation ’

<1

ety <5 lielp < . Ielly, -

Si 1'on fixe la suite Xy et 1l'ultrafiltre U , le lemme suivant donne une condi-
tion suffisante sur deux suites 9, et T pour que les idéaux associés par le

lemme 1 soient identiques.

LEMIME 2. - Soient T, et 6, deux suites d'é1éments de )8 , 1( tels que 6,

et 7, tendent vers 1 si h—>+ @ . Alors si limy (1 - 71)/(1-8,) € do, + <,

les idéaux associés par le lemme 1 sont égaux.

Preuve. - On a d'abord que si E, = {h; Ty, < 6y} et E, = {hs; o, <7},
El vE, =N. Comme U est un ultrafiltre, B, ou E, est danss U : on peut donc
supposer que eh Z.Th y Yhel.

On a encore

T nh(f,eh)
|f|h(7h) 2.@5—9 |f|h(9h) (avec des notations évidentes).
h
T, n, (£,6h)
. . hy"h'"? . fas
Si 11mvj(§;) £0 , de 11mu;|flh(7h) =0, on déduit
lim, Iflh(eh) =0 .
T, n (f,8,)
Si lim, (égﬁnh R o , on voit facilement que l'on a
h
1im,u nh(f R eh)(l - eh) =4
donc aussi
1imU:Nh(f y 0)(1 - 8) =+ =,
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1
et comme 1l'on a Nh(f'eh)
on a trivialement

0.

]

Limy |2}, (ep)
Done limu.|f|h(Th) =0 = lim, |f|h(9h)

étant triviale, on a le résultat annoncé.

0 , et 1l'implication réciproque

Le lemme 2 nous indique que c'est 1l'ordre de croissance de 6, vers 1 qui est
important.

On peut maintenant construire un exemple de chaine strictement croissante d'i-

déaux premiers fermés stables par dérivation.

On se donne une suite % vérifiant

10 |Xh+1| > lxhl y V Kk, ,xol >0,

”heN IxhI >0 .

Dans ces conditions, on montre facilement qu'il existe deux suites d'entiers
et 9, » h €N, telles que

%y
30 ﬂhE_l}[ |z, | = >0

“n
40 1imh_q_coqh=+°°, 1lm.h_’+°°———+°°, n 2q,>2, Vh.
)

LEMME 3, - I1 existe une suite double d'entiers mlfl , vérifiant

(z) (z+1) >aq, ,

(a) n.h > m
(b) m(o) = n‘h ,
(e) lim (m(z))/( JQ'J'l)) ©, ¥4 fixé.

vh, V4,

. . (1)
Preuve, - Par récurrence, construisons m, par exemple. On prend

wt) = o [

(oo [ ] daésigne la partie entiere), et on vérifie que. ml(cl) ainsi défini

convient.

Soit maintenant un ultrafiltre U sur N , non trivial, fixé dans tout ce qui
suit. () (2)
4 2) _ 1
On définit 6 par eh =1 ;m « On a alors
h

(1&+1) (I&) , V4 ,%h et e}\lZ);-%,Vh,Vz,

Si L eN et f e B, on pose

ty ,(£) = Limy 2] (e o0

D'aprds le lemme 1, Ker B , = 63'2 est un idéal premier, fermé, stable par déri-
?
vation.
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PROPOSITION 7. - La suite @2 » 4 €N, est une suite strictement croissante

d'idéaux premiers, fermés, stables par dérivation.

Preuve, - On remarque tout d'abord que la suite est trivialement croissante, puis-

eZz+1

que 6, ) < eﬁz) ; dlol @u,z+l(f).s @u’z(f) ,Vf,et ® < ® _ . Pour montrer

& A+1
que les @Z forment une suite strictement croissante, on va exhiber fz € B tel

que
£, €f, , et fzé@z .

On a n, B:mé%),v h . Par suite, on a ()
4
e
nkEE.IXkI >0 .
On sait alors qu'il existe fz dans B, tel que fz admette x, comme zéro a
1'ordre exactement miz) , et ne s'annule pas ailleurs (parce que K est maxima-

lement complet, voir [2]).

(4
m i
Montrons que f, €f . .Ona Vk, fz(x) = (x - Xk) k xk,z(x) , relation
d'oi on déduit
Hfzn = ka,ﬁﬂ ’

P (4+1) ﬁz)

il ooy <Ll

Mais
(%)
e]({z+1)=]__mi+1 et;l—l({z:_ﬂ-—-,+co si k-—-a+°°,
k k

dtolu

R

et le fait que fz € §k+l .

Montrons que f£ ¢ &2 e« On a

()
fﬂ(x) =(x - xk)mk Xk’z(x) .
On en déduit, en posant T, = kal , iiz)
Igln(o,z,) = =i ”zk,z“n(o,rk) :
(4) 2)
Comne ﬂkeN lxklmk >0, ona limkq+w rik =1 4 donc

”Xk,zuD(O,rk) —_— Hsz si h—>+ @,
On a d'autre part
(4)
fol#) 7

k

_ ! .
”fZHD(Xk,eéﬁ)) Hkk’sz(xk,eiz))

Pour k assez grand, fz n'a que X, pour zéros sur |x| = |xk| = r,. « Done
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« On en déduit que 1'on a

)‘k,.e nta plus de zéros sur |x| = Ty

HXK’ZHD(Xk,Giﬂ)) = “hk,LHD(O,rk) .
(4) 1

Enfin, 91(«:2) =1 - l/mli'e) « Donc [Gl(c’?’)]mk —> = si k —» + « , Finalement,

11 lie, 17y g, ,(£) #0
im © = = ’
koo 14 D(xk,eéz)) e Uy d
ce qui prouve que f, ¢ P, -
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