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REPARTITION DES ZEROS ET DES POLES
D'UNE FONCTION ANALYTIQUE

par Marie-Claude SARMANT-DURIX

Nous nous plagons dans un corps K valué complet algébriquement clos et de plus,

maximalement complet [ 2].
o]
Etant donné un produit infini défini sur K , Il ((x ~a)/(x=1)), nous
© n=0 n n
n=
aussi, &tre mise sous la forme d'un produit infini.

cherchons & savoir si, ¥ a€ K, la somme || _O((x - an)/(x - bn)) + o peut, elle

1. Domaine de définition.

Soient R, , R,€ K tels que 0 < R, <R, + On pose
A={xeR; R < x| < Ry} .
Soit {bn}neN une suite infinie d'éléments de A tels que

(1) inf o Ibn -b | =6>0;
(ii) a - {bn}neN soit quasi connexe [2].
On pose, pour p € (o ’ 5) ’
Ay=a- UneE.D(bn y P)

ou D(bn , p)=f{x€K; |x- bnl.s e} .

Ap est évidemment quasi connexe comme A . Nous allons commencer par étudier ses

propriétés.

REMARQUE 1. - {bn} n'admet pas de sous-suite & distance croissante, et donc

Ap n'admet pas de filtre croissant [1].

En effet, si {bn} admettait une sous-suite {b } telle que
i

lb. =bv | <|v -v |,

i M-l Ber M
alors, pour j >1i+ 1,

lbn. - bn.l’S sup(lbn. - by, Ly ey lbn. - bn.l) = Ibn. - bn.I ’

i J i i+l j-1 J J=1 J
donc un point a , tel que la - bn | < 6 , serait centre d'une infinité de circon-

férences de rayons |a - b | =|b. -1
J i J
qui ne serait donc pas quasi connexe.

rencontrant le complémentaire de By s

REMARQUE 2, - {bn} peut admettre des sous-suites & distance décroissante, mais
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alors elles correspondent toutes a un méme filtre décroissant de Ap .

Démonstration. - Soit {bn } une sous-suite a distance décroissante de {bn} :

i
Ibn. - bn. | > ,bn. - bn.I :
i i-1 i+l i
Alors C ={7ie§'D(bni y Ibni - bni-1|) n'est pas vide, puisque KX est maximale~

ment complet. Par contre, il ne doit pas &tre contenu dans A , puisque A est

quasi connexe. La seule possibilité est donc
¢ = 0(o, R .
{bn } sera donc une sous-suite a distance décroissante si, et seulement si,

i
|bni]-—a R, quand i—=>+ =,
Dans ce cas, Ap admet un filtre décroissant défini par la base constituée des

parties Ap nT.,ou [, estla couronne {xekK; R, < |x| <r} . Le diamdtre

du filtre est évidemment Rl .

En conclusion, Ap n'admet pas de filtre croissant, et au plus un filtre décrois-

sant.

by

2. Fonction & étudier.

. . . . 3 1 I'd z
Soit {an}neﬂ_ une suite infinie d'éléments de AO , telle que a, - bn|‘4> 0
si n—=>+ « , Alors le produit infini
X -a,
20 = Ty (G=5))

est défini pour tout x # b .

De plus, pour tout p >0, f est un élément analytique sur Ap : f e H(Ap) .
(Par contre, f n'est pas élément analytique sur AO , mais seulement fonction ana-

lytique sur AO .)
Nous allons étudier les solutions de 1l'équation
f(x) + a=0,

et nous allons chercher a mettre f(x) + o sous la forme d'un produit infini, soit

X - cn(a)
£(x) + a = b(x) 1 =——p—0,
~ n

ou h(x) est une fraction en x .

Nous voyons que le nombre de zéros de f(x) + @ dans Ap est 1ié a la question

de la quasi-inversibilité de f + o dans H(Ap) .

DEFINITION (Rappel)[1]. - Une fonction g € H(D) est quasi-inversible s'il exis-

te un polynéme P dont tous les zéros sont intérieurs & D , et un élément

h e H(D) , inversible dans H(D) , tels que & = Ph . (Rappelons aussi que h est

inversible si, et seulement si, il existe m >0 tel que Ih(x)l >m, ¥xe€D.)



6-03

Si f + o est quasi inversible dans H(Ap) , f(x)+ @ n'a donc qu'un nombre

fini de zéros dans A .

Nous allons donc étudier les conséquences pour la fonction f + « de la proprié-

té " f + & quasi inversible dans H(Ap) ",

PROPOSITION 1. - Soient Pl < Py Si f + o est quasi inversible dans H(Ap )

alors il l'est dans H(Ap ) °
1

Démonstration. -~ Supposons que f + o est quasi inversible dans H(Ap ) , maeis
pas dans H(Ap ) . 0

1
Alors f + o est annulé proprement par un T-filtre S de Ap ([1], prop III,
1
2, §6 , p. 42). (C'est-a-dire que si & est défini par la famille des parties
(p )161 de Ap , 7 e>0, 1 i(e) € I tel que 0 < supXeDi ) If(x)l <€)
Mais on a vu que Ap n'admet au plus qutun filtre percé, et s'il en admet un,
1

soit § , alors $ est décroissant de diamétre R, .

Donc f + a est annulé par un filtre percé décroissant & , de diamdtre R,, de

Ap , et par suite :
1 (£(x) + @) =0 4

1lim I
]

xI*RI,xEA

D'ou, d'aprés les résultats classiques de comportemant d'un élément analytique

sur un filtre percé, comme A <A,

o P1
1lmlx|*RI,x€A (f(x) + a) =
Po
ce qui contredit évidemment 1'hypothése : f + « quasi inversible dans E(a ) .
0

PROPOSITION 2. - Supposons f + « inversible dans tous les Ap pour 0 <p<a.

Soit p < & quelconque. Alors les trous D(bi ) de Ap contiennent tous un

zéro unique de f + « (sauf peut-&tre pour un nombre fini d'entre eux).

Démonstration (par 1'absurde). — Supposons qu'il existe po & , et une sous-

suite {bn } de {bn} tels que, V q € N, le nombre my des zéros de f + «
q
dans D(bn , po) soit différent de 1.

Puisqu'on ne peut extraire de la suite {bn} aucune sous-suite & distance crois-—
sante, on peut évidemment extraire de {bn } soit une suite & distance décroissan-

te, soit une suite & distance constante. O% peut se ramener au cas ol {bn } elle-
q

by

méme est soit & distance décroissante, soit & distance constante.

le cas : {b } 4 distance décroissante. - Soit p, < py . V q fixé, il existe

pq y avec p, < p <Py s tel que le nombre de zéros de f + «o dans D(b ’ p )
soit encore mq ’ au moins & partir d'un certain rang, car si, pour tous lé€s nq ’

les mq zéros étaient sur la circonférence



6-04

C(bn ’ po) = {x H lx - bnql = pO} ’

q

alors f + o ne serait pas quasi inversible dans H(Ap ) .
1
Nous voyons donc que v[f(x) + o] n'est pas constant dans la couronne
I"(bn y P s po) , puisque f(x) + @ n'a pas de zéros dans cette couronne, mais

q, ¢
m zeros (avec m 1 dans le disque D(b .
q ( q # ) q ( ng ) pq)

Donc v[f(x) + o] n'est pas constant sur la circonférence C(0 , |bn ) .
q

Donc 1'inégalité v[f(x) + @] # v[f(x) + @, v(x)] a des solutions dans

B, n c(o , Ibn |) ," et comme |bn | ——B-R; (voir la remarque 2), elle a des solu~
tidns dans un nombre infini de circonférences centrées en O, Done v[f(x) + o, u]

n'est pas borné dans Apl (voir [1], p. 30, prop. II, 5 (iii)).

k .
. . _ i
(Rappel : v(P , u) = lnfi:O,...,k [v(ai) + iu] pour un polyndme P(x)_.Zizoaix ,
et est construit par prolongement pour une fraction rationnelle, puis pour un é1é-

ment analytique.)

Par conséquent f + o n'est pas quasi inversible dans H(Ap ) ¢ contradiction.
1

=r, Yp#q.

2e cas : f{b_} & distance constante. - Ib -b
—_ g ny
Les termes de la suite {bn } sont alors tous situés dans des classes différen=-

o
P

tes de la circonférence C(bnq, T) .

Comme précédemment, on voit que v[f(x) + @] n'est pas constante dans la couron-
ne p <|x-%b | <p., et par conséquent la relation
q Ng 0
vy [f(x) + o] # vy [f(x) + @, - 1log r]
n

n
a q

a des solutions dans une infinité de classes de la circonférence C(bn ’ r) de

sorte que f + o ne peut pas &tre quasi inversible dans H(Apl) : con%radiction.

D!'ou la conclusion suivante.

THEOREME. - Il existe au plus un % € K tel que f + % ne soit pas quasi in-

versible dans les H(A ) , et pour tout o # % » il existe une suite cn(a) et

une fraction h(x) telles que

x - c_(&)

£(x) + a = h(x) _ (=) .

Démonstration, - Puisque Ap admet au plus un filtre décroissant & , il y a au
plus une valeur % telle que f + oy mne soit pas quasi inversible (si f + %

est annulé proprement par $ , f + o ne le sera pas pour o # % )e

Supposons maintenant f + o quasi inversible dans H(Ap) . Alors, d'aprés la pro-
position 2, V p >0, 3 ny tel que n >ng entraine que le disque D(bn , P)
contient un zéro unique cn(a) .

Donc lim [cn(a) - bn] =0 (et ceci & partir d'un n assez grand, Soit N ).
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Donc ﬂ ((x -c (a))/(x - b )) existe, et on voit facilement que

x-D> N-1

My &= Cz —) T, (e = v ) elx) + o]

est un polynbume ; f(x) + o se factorise donc sous' la forme
X - cn(a)
f(x) -+ h(x) n>1 -—-—-—-———x 5 ’

ou h(x) est une fraction.

Remarque. - Si f + oy n'est pas quasi inversible dans H(Ap) , alors f + a

est annulé par le T-filtre & , et donc

limlxi—*R+ . [f(x) + CY] =
1? p

3, Cas général : pbles d'ordre infini.

Nous allons étudier maintenant une fonction f wun peu différente.

Soit {alll} une suite infinie & double indice d!'éléments de telle que

AO ’
(1) a; - bn —>» 0 quand i —>x,
‘s i

(ii) ﬂieli an/bn —>» 1 quané n —> ®,

Nous étudions alors une fonction f(x) du type suivant :

2(x) = 600 Mooy ey = )] ,

ou k est un élément quasi inversible de u(a) . f(x) est défini pour tout
X € AO . De plus, pour tout p >0, f est é1lément analytique sur Ap ’ f(EH(Ap).
Mais, comme au § 2, f n'est que fonction analytique sur By
On examine alors les solutions de 1'équation f(x) + « =0 . Si on peut mettre
f(x) + @ sous la forme
i
X -c (a)
2(x) + o=k, () Mgy My =1

o k, estun élément quasi inversible de H(A) , alors

ci(a)
(1) ——>1 8 i—><,
n
cl(a)
(11) nleV b —_—>1 si n—>x,

donc, 7 p >0, dans A_ il n'y a qu'un nombre fini de cl(a) : f + a est quasi
inversible dans H(A ) . Réciproquement, regardons, comme au § 2, quelles sont,

pour f + o, les consequences de 1'hypothdse : f + o quasi inversible dans H(A )

La proposition 1 reste valable, car sa démonstration n'utilise pas 1l'ordre de mul

tiplicité des pbles de f + o &

llous transformerons la proposition 2 de la manidre suivante :

PROPOSITION 2 bis. — Supposons f + o gquasi inversible dans les 4, pour
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0<p<b&.80it p<8 gquelconque. Alors 3N tel que

n>N => f + o n'a pas de zéro dans la couronne F(bn , Dy 8) e

Démonstration (toujours par 1l'absurde). - Supposons : 1 p < & tel que, VN,

in >0 tel que f + « ait un zéro au moins dans la couronne I‘(bn , P, 8), ce

que nous pouvons écrire

¥yq, 1 nq >q tel que f + o ait des zéros dans F(bn y Py 8) e

q
Nous pouvons extraire de la suite {bn } soit une sous-suite & distance décrois-

. . . q ‘ .
sante, soit une sous-suite 3 distance constante, ou encore supposer comme au § 2

2

que {bn } est une sous-suite de {bn} 3 distance, soit décroissante, soit cons-~

tante.

le cas ¢ {b_} est & distance décroissante. - f + @ a une infinité de zéros

dans D(bn , p) et un nombre fini non nul de zéros dans F(bn y Py 8) . Pour que
vl f(x) + g] soit constante dans T(b, , o, 68) , il faudrait que f(x) + «
q
n'ait pas de zéro dans F(bn y P s 8) ;3 le polygone de Newton de f + « autour de
q

by, seragit alors
q

__groite de pente logp )

- e -

— ey —— pen—

e
— —
e i

~
- X

Comme ce n'est pas le cas, v f(x) + @] n'est pas constante dans F(bnq sy 0, 8),
donc pas constante sur la circonférence c(o, |bnql) , et on peut conclure de la

méme fagon qu'au § 2.

2¢c cas : {bp } est & distance constante. - On établit comme précédemment que

v[£(x) + o] n'est pas constante dans la couronne F(bnq , o, 8), et on conclut

comme au § 2 .

La conclusion sera identique au § 2 .

/ ) . .
THEOREME bis. - I1 existe au plus un % € K tel quo f + oy ne so;t pas quasi

inversible dans H(Ap) et, pour tout « # o s il existe une suite c;(a) et un

é1éuent k(x) quasi inversible dans H(A) tels que
. . X - c;(a)
£(x) + a = k(x) neﬂ'[lieﬂ_(i_:—g_—__)] .

n

Démonstration. - L'existence d'un oy au plus tel que f + &, ne soit pas quasi

inversible se démontre comme au § 2.
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Si a# ob , £+ a est quasi inversible dans tout H(Ap) , et alors :

Soit {c (a)} 1'ensemble des zéros de f + o qui se trouvent dans le disqgue
(b ’ §) » I1 est évident que cet ensemble est infini et que c (a)/b —> 1 si

n
n—-)‘”.

D'apres la proposition 2 bis, on a :

i .
vp>0, AN tel que n > N => Icn(a) - bnl <p, Viel,

soit

i
c-(a)
P
|2 -1|<T-L|-<—-,
bn bn Rl
d'ol encore i
. c (a) 0
Miey 55— -t <% >
~ 'n 1
donc i
cn(a) .
iel\rv—-ﬁ-r:—-——él si n—>=x,

((x - ¢ ( @))/(x - b ))] existe.

et le produit infini T[] e il ieN

Le produit

(£(x) + ATy, (T, (——B))]
-~ ~ X - c \¢

est donc une fonction analytique sur A qui n'a aucun pble dans A ; elle y a donc

seulement des zéros, et en nombre fini. Donc

( @)
£(x) + a = kl(x) [ﬂﬁeg_( ien (-;7:717——9)] y

oh k(x) est un élément quasi inversible de A .

4, Récapitulation.

Nous avons traité d'abord le cas ou les pbdles étaient simples, puis le cas ou les
pbles étaient "d'lordre infini", Il est facile de voir qu'on peut traiter de méme le

cas ou certains pbdles seraient d'ordre infini et d'asutres d'ordre fini.
P

Nous pouvons donc récapituler tout cela par le théoréme suivant.

V4
THEOREME. - Soit f wune fonction analytique uniforme de support AO s telle que

fIA soit élément analytique pour p < § .

Alors si f est quasi inversible dans H(4A ) (¥ p<6), il existe un ensemble

{cl(a)} eI d'éléments de AO , indicié par un ensemble In N, fini ou infini,

et une fonctlon k(x) quasi inversible dans H(A) tels que

X - ci(a)
£(x) = k(x) [rgeg‘(rgel @1;1:%?‘*9)] .
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Remarque., - Nous avons pris un domaine
A={xeRj; R <|xisR2}

circonférencié supérieurement. Le probléme aurait évidemment été le méme si A

avait été circonférencié inférieurement, c'est-a-dire pour
A={xeR; R <|z] <R},

en remplacant les filtres décroissants par des filtres croissants.
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