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‘Groupe de Travail d'Analyse Ultramétrique 2-01
(Y. AMICE, D. BARSKI, P. ROBBA)
4e année, 1976/77, n° 2, 10 p. 18 octobre 1976

ALGEBRE D'IWASAWA

par Daniel BARSKI

Résumé, - On donne une nouvelle caractérisation de 1'algeébre d'Iwasawa, et on étu~
die ses rapports avec les caractérisations antérieures. En particulier, on montre
les rapports étroits qui existent entre cette caractérisation et celle de Mazur-
Serre-Katz.

l. Notations.

Soit p wun nombre premier, ¥ , Zz, Q, -%p R

2@ ont leur signification habituel-
le [1], QP est le complété de la cldture algébrique de gp , et KP est une ex-
tension finie de Qp d'anneau des entiers Oy . La valeur absolue sur g? ’ QP ’

K ,0 et C
R ~p
et soit a € Qp , on désigne par

est normalisée par |p| =p = . Soit p un nombre réel positif,

B(a,p)+={X€Qp; |X - a] < p} (resp. B(a,p)"={X€Qp; |X - a|] <p})

la boule fermée (resp. ouverte) de centre a et de rayon p . Si B < QP , On note
H(B). (resP. HO(B) ) 1'espace des éléments analytiques sur B (EESP' des é1éments
analytiques sur B nuls & 1'infini), c'est-a-dire le complété pour la norme de la
convergence uniforme sur B , notée || ”B , de 1l'espace des fractions rationnelles
de QP(X) sans pble dans B [1]. Nous dirons que F(X) est une fonction analyti-
que sur B(a, p)~ si F(X) est un élément analytique sur B(a , r)¥ pour tout
r<p [1]. On pose U, ={xe Zp i lx -1 < q—l] oW g=p si p>2, et qg=4

si p=2, et on pose

-1 -
U= ez s -1l sqt e,

Si 4=U, ou A=§p , on note G(A,Op) (resp. C(4,K ) , C(A,gp) ) 1l'espace des
fonctions continues de A dans O (resp. K_, g_ muni de la norme de la con-
vergence uniforme sur A notée || ”A . On note Ct'(4 , K@) (resp. C'(a, Ep) )
le dual topologique de C(A , K@) (resp. c(a, Qp) ) dont les éléments  seront
appelés les mesures sur A . On considérera que C'(A , Kp) ccr(a, Qp) . On note

A f dp , la valeur de u sur une fonction de c(a, Q_) . L'espace des mesures
sur A est muni de la norme |lul| = sup!JA £ daul/llell, » 1e sup &tant pris sur les

fec(a, gp) - {0} . On notera
cya, k) ={uwec(a, K); [ulst1).
On pose, pour tout he N =N - {0}, N
-1 = p -1
l ph)+ -U

Bm’h =B(1L+qm, q et @p’h =¢,-Ug Bm,h .

Il est clair que ® est un quasi-connexe de Q? dont les trous intérieurs

p,h
sont les boules B . [1]). On note, si ae Q, a >0, [a] 1la partie entidre de
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a ([aJeN, a-1<[a]l< a) .

2. Introduction.

Dans ses travaux sur les fonctions L p-adiques, K. IWASAVA [6] a défini 1'alge-
bre
- m = — 1 .
A= of[r]) ~0oflu,]]= Lin 0,[0,/0,1
J. Ps SERRE [ 10] a défini ensuite 1'algebre T qui est 1'adhérence pour la topolo-
gie de la convergence uniforme sur gp de
L={fe C(g_p , op) ;
s
£(s) = Zu hu u , ue€ Ul
il a montré qu'il existait un isomorphisme canonique entre T et A, et a proposé
d'appeler algébre d'Iwasawa ces algebres. B. MAZUR [8] et J.~P. SERRE ont montré

et A_€09_, A =0 sauf un nombre fini} ,
u- p u

que l'algdbre d'Iwasawa est aussi isomorphe & 1'algébre des mesures p € Cé(Ul, K )

1
€ C:(Ul f K ) telle que

et, si fe L, il existe u
f(s) = j us du, pour tout s € Z
uEUl i ~ °

En outre, il est facile de voir que tout élément de T se prolonge en une fonc-
p = pl_l/(pml si p>2 et py=t.
Or Y. AMICE et J. FRESNEL, dans leurs travaux sur les fonctions zéta p-adiques des

tion analytique sur la boule B(0 , pp)- , O p

corps abéliens réels, ont montré qu'il y avait un lien étroit entre les propriétés
de continuité, d'analyticité d'une fonction f de gp dans Ep et les propriétés

de prolongeabilité analytique & la Krasner de la fonction génératrice,
Px) = 2 5 £(a) X*,

de f sur des quasi-connexes du type QT -B(1, p) avec p <1 . En fait, c'est
le théoreme de Mittag-Leffler p-adique [1] ou [9] qui permet de faire le lien en-
tre ces propriétés grice aux inégalités de type Cauchy qu'il fournit. Nous allons
montrer (théordme 1) qu'une fonction f de Zp dans Kp appartient 2 T si, et
seulement si, F(X) = Z£;O f(n) X* est, pour tout entier h 20 , un élément analy-
tique sur le guasi-connexe ®p,h satisfaisant a HF“Q h\s qph . Nous montrerons
comment la connaissance de F , et en particulier la cggnaissance du développement
de F en série de faculté, permet de calculer p, ainsi que les fonctions de L

(2 )\u u® , Ssomme finie) qui approchent uniformément £ sur Z_p .

Le principe qui consiste & relier des propriétés de congruences d'une suite
(an)n>0 aux propriétés de prolongeabilité analytique p-adique de la fonction géné-
”
ratrice 2 a, X & été utilisée pour trouver des congruences entre des nombres

120
3 définition combinatoire ou arithmétique ([3], [4], [5]).

3, Fonctions génératrices des é1éments de 1'algébre d'Iwasawa.

Rappelons la définition de 1l'algebre d'Iwasawa. Soit L 1le sous-Op—module de
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C(Zp ’ Op) engendré par les fonctions s —° y OU U € Ul , son adhérence L
pour la topologie de la convergence uniforme sur Z_ est 1'algébre 4'Iwasawa. Nous
allons étudier les fonctions génératrices F(X) = ZnEO £(n) X™ des fonctions f
de 1l'algebre d'Iwasawa, et nous les caractériserons parmi les germes de fonctions

analytiques au voisinage de zéro.

Soit £ 1le sous—Op-module des fractions rationnelles sur Qp ’ Q?(X) , engendré
par les fractions rationnelles (1 - uX)_1 y OU u € U, , soit £ son adhérence
pour la topologie de la convergence uniforme sur B(0 , 1) ,» C& qui a un sens car
le pdle de (1 - uX)_l est ut qui est de norme 1, donc les éléments de £ sont

des fonctions analytiques borndes sur B(0 , 1)~ . Par définition, £ < H(B(0, 1)7).

PROPOSITION 1. - Pour qu'une application f de 2 dans O appartienne 3 1'al-

gdbre d'Iwasawa i , 11 faut et il suffit que F(X) = Zn>0 f(n) ) appartienne at€.

Comme C _ est algébriquement clos les inégalités de Cauchy sont vérifides, c'est-
3~dire que si G(X) = 2520 g(n) X est une fonction analytique bornée sur B(0,p)”,
alors

HG”B(O’p)- = Supngolg(n)l Pn [1].

La proposition est alors immédiate.

Soit M€ Z  tel que Inl = q—l « 51 u € Ul , on peut écrire de manidre unique

u=14+mv(u) , ob v(u) e Zp . Nous allons maintenant démontrer le théordme sui-

vante.

THEORELE l. = Soit f wune application de Zp dans K? . Pour que f appartien—

ne & L , il faut et il suffit que la fonction génératrice F(X) = 2n>0 £(n) x*

by

. . h
>
appartienne, pour tout entier h >0 , 3 HO(Qp,h) et _que “FHQP,h\S Qo .
Pour démontrer ce théoréme nous aurons besoin de quelques lemmes techniques.

Fixons quelques notations concernant des quantités qui interviennent dans la sé-

rie d'interpolation sur N des fonctions (1 - uX)-l avec u €U, , donc

u=1+ mw(u) avec v(u) e 25 . Posons, pour « et P appartenant a Ep ’

o 15 ()" (9 (1o (arpi)n) (n)x
%B,X|= 20 (-1 /I lB)X) T = e T e B K (= (o) %)

(Remarque n = 1 (1 - QK)(ﬁX)-l =
=2 e, B, X|T T F DK n+1 , ou l'on a posé

(z) _ Y(Y - 1)..£§Y -n+ 1) )

I n
I1 est clair que '
a 4 o, By,

X .
sur la base des polynbmes de la fonction de 2 dans C
a ba S polyn (n) Ly Zp

XJ est le n-idme coefficient d'interpolation [2],

gx(t) : t—> (1 - (a+ Bt)X)_l .

I1 est immédiat que '; g i] est un élément analytique sur B(0 , p)” avec
-1 ? 9 I~

= . . n
p = = supOSkSh |a + Bkl o En particuljer, si aoa=1 et B =1, alors ‘} , T, X
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< |nt ﬂnl
B(0,1 Y

est un élément analytique sur B(0 , 1) et “[ n |"
) .J y Ty X

LEMME 1. - §i u e Ul EE. u =14 nv(u) , on a formellement ( = X4adiguement)

(1 - )™ =ano(vz(1u)) [l T, X-

Soit T 1'automorphisme de g? [[x]], défini par

n
T(F)(x) = £(X) avec F(X) =2 an%-!- et 2(X) =2, a X",

T est X-adiquement continu (et méme (X , p)-adiquement continu). On a de manidre
évidente, si « et P appartiennent 2 QP s T(eax) = (1 = QX)-l et

2o (P - 1)) =3 o (- PE @ - e [0

o, B,
Donc

T—l((l_ux)—l) - euX - e(l+nv(u))X - eX ((eﬂX-l)+l)v(u) - zgao <V£P)>6X(enx—l)n ,

et par conséquent,

(1 - ux)~t = T(euX) _s . (vi?)) T(eX(e"X M =3 i (v(u))[ n X] .

nx n n 1, m,

\ s + = n
LEMME 2, - Soit G € H(B(O , r)") , avec 0 <r <1, alors &(X) —anbn[l,n,x]’

e

R +
le second membre converge uniformément sur B(0 , r) , et

n.n
”G”B(O,r)+ = suanO |bn (n!)ﬂ |r .

. . . - n
Si G est une fonction analytique sur B(O , 1) , On a encore G(X)_anobn[l,n’xj,

le second membre converge uniformément sur B(0 ’ r)+ pour 0 <r <1 ; en outre,

si G est borné sur B(0 , 1)” , on a

HG”B(O,l)‘ = 8up - Ibn (n!) nnl

Montrons que si G € H(B(O y r)+) , avec 0 <r <1, il existe une suite de nom-

n +
bre de QP ’ (bn)neﬁ_’ telle que G(X) = ZnZO bn 1, m, X sur B(0 ’ r) « On
sait que
n +
a(x) = Znao a X' sur B0, )",
avec lim _ |an|rn =0, puisque Ge H(B(0O, r)") et, en outre,

n
HGHB(O | p) = SUPL Ian|r [1].
L'existence des b est alors immédiate, car on a en fait une égalité de séries
formelles. Il reste a montrer que Zn>0 b o

20 mn |1, m,
Nous allons montrer par récurrence que

X converge sur B(O ’ r)+ .

RN TR n
_|bn(n.)ﬁ Ir N maxOSan |aj|r .
Clest vrai pour j =0, car bO = ay . I1 est facile de montrer que

— 1 n s 1 j N =
a =b, (o) + ZijSh % 0 (bj (3;H)m) , ou % n ZP .
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Donc d'apres 1'inégalité ultramétrique et 1'hypothése de récurrence

(\npn n

Ibn (nt)m |r < maxostn lajlr

et par conséquent, comme r <1 , 1imnqm |bn (n!)ﬂn|rn = 0 . Ceci montre la conver-
n

. + - R
gence uniforme sur B(0 , r)” de ZnZO b [i ", Kl vers G(X) , car

’

(1 = x)(2 = (1 + mMX)e.o(l = (1 + nm)X)| = 1 pour tout X e B(O, 1)7 .

D'aprés 1'inégalité ultramétriqgue, ”GHB(O r)+.$ SUp ~4 ‘(nz)nn bnlrn o« On a vu
,

que lim Ibn ()m|r™ = 0, soit n(r) 1e plus grand entier tel que

oy @A) C oy e el

n(r

on a n(r) <+ «, Donc

n - , n(r) n
HGHB(O,r)+ - ”Ziao s [1,n,XJHB(O,r)+ = SUF|x|=r le(@)] = SUP|X| =r IZ%:O bn[l,n,g]l

d'aprds le principe du maximum [ 1] et ce qui précdde. Donc
n(r

Z:n=0

1650, r)* = S9P|x|=r b (a)r® X (1=(1+(n+1)m)X) 0 s (1= (140 (x)m)X)

On est donc ramené au cas d'un polyndme c, X" . Comme Qp est algébrique-

Zn:O
ment clos, on a

n(r) 0
“ c_ X

Z:n——-O n

n
B(0,2)+ = "Pogncn(r) IcnIr [1],
or, pour 0 <r <1, ona
" = e = 1 n(r)| n(r)
**Posnsa(r) logle™ = “UPosngn(r) [b, (n})|r” = Ibn(r) (n(x))m | .
La premidre partie du lemme est démontrée. La deuxidme partie du lemme se démon~-

tre en passant & la limite lorsque r tend vers 1.

PROPOSITION 2. - La fonction analytique F(X) = Eg

si, et seulement si,

bn(F)Xn appartient a £

>0

0 =7 a®|, 2 o

N -1
o mez , [l =q et a(F)eo .

On sait, d'apres le lemme 2, que toute fonction F analytique bornée sur B(0,1)”

peut s'écrire de maniére unique

F(X) = 2 5 an(F)[l o ’ X] ’

la série du second membre convergeant simplement vers F(X) sur B(O ’ l)- . Si
F(X) = (1 - uX)"1 , uE€ Ul , alors, d'aprés le lemme 1, si on pose u =1 + mv(u) ,

on a ,
an(F) = (véu)) € gp c Op .
Donc,si Feg, an(F) € GP . D'aprds le lemme 2, 1l'application F —> an(F)
est une forme linéaire continue sur 1l'espace des fonctions analytiques bornées sur

B(0 , 1)7 , muni de la norme de la convergence uniforme sur B(0 , 1)” , & valeurs

dans . Cette forme est en particulier continue sur le sous-espace £ . Donc,

c
~Pp
comme ©

p

est complet, an(F) € OP si Pef (par passage 2 la limite).
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Réciproquement, soit F une fonction analytique bornée sur B(0 , 1)~ ,

Fx) =2 n .
(x) n20 an(F)[l , T, XJ
Supposons que an(F) € O . Alors, pour tout entier h 20 , il existe n(h) € X

et G € Op[[X]] tels que

h n(h) 0 n
‘ F(X) = Zn=0 a (F)[l T, x] +p G, (%)

~h
<07p ). Posons
n(h) n nlh n Kk 1
R0 =3 @), B =T e D @G- 1w

I1 est clair que Fh € £ , puisque an(F) € Op , et par conséquent F € e,

(i1 suffit de choisir n(h) de telle sorte que Inl

La proposition est démontrée.

COROLLAIRE. - Une application f de 2  dans C  appartient a T si, et seule-

ment si, sa fonction génératrice F(X) = 1320 f(n) X® peut st'éerire

F(X) = Znao an(f)[l , o , XJ )

avec an(f) € @p pour tout entier n 20 ,

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 1,

Soit f wune application de Z‘p dans K_p appartenant & T , alors d'apreés la

proposition 2,
n

,n,X] avec an(f)€® .

P
nul & 1'infini. En effet,

F(X) = ano an(f)[l

lontrons que P(X) est un élément analytique sur (Dp n
9

[l ’ ITl‘ ’ X:‘ = ZZ:O (- 1)n—k (E)(l - (1 + k“n)X)"l

est le n-iéme coefficient d'interpolation sur la base normale des polynémes (i)
(c£. [2]) de 1a fonection de Z, dams G, gX(t) , définie par

gy (t) = (1 - (1 + mt)x)™h .

31 Xe Qp,h y  8x esl’f:l une fonction localement analytique sur g—p de rayon
d'analyticité totale p =~ [2], et en outre
SUPrg  SUPogneph SWP(1ym)ep . |&x(P)] < " .
p,h N m,h

Donc d'aprés un résultat général 4'Yvette AMICE (corollaire 3 du théordme 3 de

[2]), on a |
“[1 , n , x] H@p?hs I~ [n/Ph] A

. s s ‘\ . ‘ n
Cette inégalité entraine que Fe HO((DP,h) puisque [1 T,

X] tend vers zéro,

n
. € i =l
lorsque n tend vers + ® , uniformément pour X (Dp,h » et que lim [1,TI,X]—O

pour n 20 .

Enfin, 1'inégalité précédente et 1'inégalité ultramétrique entrainent ”F”(D hquh

puisque an(f) € Op , donc |an(f)| <1 « La condition nécessaire est démontPde.
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Remarque. - Au lieu d'utiliser les résultats de [2], on peut donner une démonstra-
tion directe du résultat (cf. [3], [4], [5]).

Réciproquement, supposons que F(X) = Znao f(n) X se prolonge en une applica-
tion de HO((D h) (d'une manidre unique d'aprés l'unicité du prolongement analyti-

9
que [1]) et que ”FH@ < qph , pour tout entier h =0 . On sait, d'aprés le

pyh
théoréme de Mittag-Leffler p—adique ([1]) ou [9]), que 1'on peut écrire de maniere
unique sur ®
q p,h ? ph—l
F(X) =Zm=O Fm,h(X) '

ou Fm’he—: HO('Q-p- Bm,h)

outre, on a

et F - Fm se prolonge analytiquement sur Bm p 3 en

’h‘ ? ’

HFHQ h = sup0\<m<ph HFm’h‘&—p_Bm n *

’ ?

Comme Fm,h < Ho(g_p - Bm,h) , on a de manidre unique [1],

Py n(®) = Zo M (1= (14 qu)”t x)™

myn,
n _hn h
avec sup -, I)\m,n,hl ¢ p = ”Fm’h‘b;p’Bm h\< QP .
9
On obtient donc d'une part que I)\m 1 hl <1, et d'autre part que, pour n 2 2,
_ -1 =h vl

|)‘m,n,hl <aq p . Done
-1

-1 -1 -h =1

P00 = Tog My (- (e )™ 07 )-8 57 0

s 4t e
S3i 1'on montre que )‘m,l,h

®p , on aura alors montré que F € £ et donc que
f el . Il suffit en fait de montrer que )‘m,l,h € ;{p puisque “‘m,l,hl <L1l.

Soit alors ¢ un élément du groupe de Galois de 'Q‘P sur _Igp . On sait que o

est une application continue de _Q_p dans lui-méme. Donc, si 1l'on pose

P (X) = Zn230 o(£(n)) &,

on a
h
-1 -1
P =70 =Ty K0 =%y ooty ) (- (e )T 0
R -1 )
=25 Km’n,h(l -1+ qgm)™ X)) .

D'aprés 1l'unicité de la décomposition de Mittag-Leffler de F et de 1'unicité du
développement de Fm n e série de Laurent en (1 - (1 + qm)—l X) , on déduit que

?
- € . , N .
km,n,h c(xm,n,h) , et donc que )\m,n,h 'I‘{*P Le théordsme est démontré

Remarque. — Le fait que ;{_p soit une extension finie de Q—p n'est pas essentiel.

4. Lien avec les mesures p-adiques.

Nous allons faire le lien entre la caractérisation obtenue au peragraphe précé=
dent pour les éléments de 1'algdbre d'Iwasawa et la caractérisation employée par

No. KATZ dans ses travaux sur les fonctions L p-adiques.
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Nous avons vu que f € T ( f application de gp dans Qp ) si, et seulement si,

n n .
F(X) = Zn;O f(n) X n>O n(f) [ i X] avec a (f) € GP (proposition 2).

n
M, X

I

Zk:O (- l)n—k G )(1 - (1 + kﬂ)X) est le

n-idme coefficient d'interpolation sur N de la fonction de +t ,

Nous avons remarqué que [l
?

gy () = (1 - (1+ )0,

e . . - > .
qui appartient a (”P QP) si 1nfﬁeU1 lu - XI 0
D'aprds J.-P. SERRE [11], ceci suggeére d'essayer de lire la formule précédente
donnant F(X) comme étant la valeur d'une certaine mesure de C! (Z P) sur

- . ' rd 3
gX(t) . Or la suite (an(f))nZO est une suite bornde d'éléments de K@ , il existe

donc, d'aprés [11], une unique mesure e C'(z_, K) telle que
? q’ Rp ? 2p q

He
Lﬁz Q) dug(x) = a,(f)
~Pp
pour tout n 20 . En outre, ke € Cé(gp , Kp) puisque an(f) € Op pour n =20 .

On peut donc écrire, si fe T,

B0 =Tt R =S a @ [, 2] -] CENCR

oi W, est définie par J (x) du(x) = a_(f) pour n >0 . Nous avons démon-

b: =Y/
tré la proposition suivante :

PROPOSITION 3. - 8i fe€ L, il existe une unique mesure p, € G} (gp , ;gp) telle
. n
que, si F(X) ?ano f(n) X,

7(x) = J,EZP 6 (8) qu(6) , b gp(t) = (1- (L+ )N, XgT, .

Notons ¢_, € C(Z , O ) 1a fonction caractéristique de la boule de Z_, de
m’h ~‘p — _h + ~‘p
centre m e gp et de rayon p (=Bm, p )" n gp) . On a

pr-1 -1
gg(t) = Lim 2 o 4y 5(8) (1 - (14 wm)x)™,

la limite étant uniforme en t sur 2 . On a donc, comme o est continue,

Loy & augl®) = Loy Qim0 4 ,(8) (@) ang(®)
P ~p h-l
= iy . in:O pez, tm,n(t) ex(m) du(t) , X £ T, .
,.._p 9

Donc en développant gX(m) en série de Taylor au voisinage de zéro, en fait pour

|X] <1, i1 vient 0

F(X) = lim_, Zz:; Itez? (Fso (1 m)% X 4y (1) aug(t)
h
-1
=30 X ‘[te,%p (1im Zz_—.o (1 +m)" by n(t))ang ()

les permutations effectuées entre les sommations, 1l'intégration et le passage a

la limite sont 1égitimes puisque, d'aprés les inégalités de Cauchy,

h_1
Sy (1w ()
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converge uniformément en n et en t lorsque h tend vers « ., Or
p -1
. n n
llmnrﬂ>zm=0 (1 + m) wm,h(t) = (1 + mt)" ,
la convergence étant uniforme en t sur Zp et en n sur N . Par conséquent, si

felT, |X <1,

F(X) = zn;o £(n) X* = Zn;O (Jte—%p (1 + wt)™ dp.f(t))Xn .

Or, .
Jhizp (1 + ﬂt)n dpf(t) = juGUl ut dvf(u)
ol v € Cé(Ul R E?) , et est définie par
JueUl g(u) dvglu) = Ite.z.p g(1 + mt) dus(t) pour g€ (U, C)) .
Donc

F(X) = 2 X (IuGUl u” dve(w)) .

Par conséquent, si f€ L , on a, pour nelN,

f(n) = JuEUl un dvf(u)

et, par continuité, pour s e 2 ,

s
f(s) = juEUl u dvf(u) .
I1 est clair que Ve est unique, car les mondmes " engendrent un espace dense

dans C(Ul , Op) d'aprés le théoreme de Weierstrass p-adiques [ 2]. Donc Ve est
la mesure associée par MAZUR-SERRE-KATZ ([7] et [6]) 2 1a fonction f de 1l'algdbre

d'Iwasawa. Nous avons donc démontré le résultat suivant :

THEORELE 2. - Soit me Z el que |[n| = ¢! . Soit f une application de Z
dans QP . Une condition nécessaire et suffisante pour que f € T est qu'il existe

: A — s
une mesure v, € CO(Ul , gp) telle que, pour s € Z, , on ait f(s)"JuEU u dvf(u)

L. s . s 1
Cette mesure est définie de la manicre suivante : Si

F(X) = Zn>,0 £(n) X% = Zn>,0 a (£) L , n x}

i

. - 12 o ae) -

et si M est 1l'unique mesure de Cé(gp ’ K?) telle gue <€7, (n) duf(x) = an(f)
alors -P

JueUl g(u) avp(u) = jt%gp g(1 + mt) du(t) pour toute g€ c(u, , QP) .

Enfin, on a

F(x) = fueul (1 - wx)™h avp(w) = Lez (1= (1 + m)X)™" dug(s)
P
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