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FONCTIONS L p—-ADIQUES ATTACHEES A UNE COURBE ELLIPTIQUE

par Pierrette CASSOU-NOGUES

Soit K un corps quadratique imaginaire de nombre de classe l. Soit E une cour-
be elliptique, définie sur K , dont 1l'anneau des endomorphismes est isomorphe &

1'anneau des entiers de K , OK . Fixons un moddle minimal de Weierstrass pour E
2 _ 4.3

(1) y—4x—g2x-g3,

ou g5 et g3 appartiennent 2 OK , et dont le discriminant A n'est divisible

que par les premiers de K pour lesquels E a mauvaise réduction, et éventuelle-

ment les premiers de K au-dessus de 2 et 3. Soit p(z) ls fonction de Welerstrass

aattachée & ce modéle, et L 1le réseau associé. Puisque le nombre de classes de K
est 1, il existe Q€L , tel que L = OOK .

On notera ¢ 1le Grdssencharacter (au sens de SHIMURA [15]) de E , défini sur

K, et | son conducteur.

Soit F une extension abélienne finie de K , contenue dans C de conducteur J
sur K . Soit @ le p. p. c. m. de § et de f . Notons G(F/K) 1le groupe de
Galois de F sur K . Pour tout idéal € de K , premier & § , Og désignera 1le
symbole d'Artin (€, F/K) .

Pour tout o € G(F/K) , on définit

;F(o , k, 8)= Z( Wk(ﬁl) Ng~°

M,@):l,cgfo
ou la sommation est prise sur les idéaux ¥ entiers de K , premiers & © tels
que Oy =0 Cette fonction, définie pour Re(s) > 3/2 y Se prolonge analytique-
ment & tout le plan complexe. Soit ¥ un caractere de G(F/K) & valeurs complexes.
On définit
LT X, o) = Zce(;(F/K) x(0) ¢plo &, )

et

s, ¥X) =T(s +2) 2°L(7°X, s+ %) , oh 4= |/&G

( & désigne le discriminant du corps X ).

HECKE [7](n® 14, § 6) a montré que, si *%;k x est un Grdssencharacter primitif
mod &, alors
—K — —_K — k
€<l-s,1¥x)=w(‘¢ X)g(sy’\,“X):
ou W(¥ X) est un nombre algébrique de module 1. Soit s = k/2 , alors
k 1 k-1 _ kK —
Ly~ %, 1) === (k= 1)} &7 LG %X, k) «
(™ X)
D'autre part, N. ARTHAUD [1] a prouvé que, pour k entier positif, g(c , kK k)Q—k

appartient & F . Donc si \yk ¥ est un Grdssencharacter primitif mod @,
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Q‘k nk'l L(¢k X 9 1) est un nombre algébrique.

Soit p un premier de Z , qui se décompose dans K , différent de 2 et 3, et
ne divisant pas € . Soit gp le corps p-adique élémentaire, ZP son anneau de
valuation, Qp le complété d'une cldture algébrique de gp , et mb 1'idéal de
valuation de Q_p . Fixonx T , un plongement de Q ‘dans C. , Q étant la clétu-

re algébrique de Q , contenue dans C .

Soit p 1le premier de K , au-dessus de p , tel que T(p) < mb « On se propose

d'étudier le probldme suivant :

Existe-t-il une fonction analytique f , définie sur ZP , & valeurs dans Qp ’
telle que pour tout entier k d'un ensemble dense dans Zp , Oon ait
- Kl
£(k) = @7 L x, 1) 2

(4 partir de maintenant, on écrira a pour T(a) si a € é:.)

On montrera l'existence de telles fonctions p-adiques, on étudiera 1l'analogue de
la formule de Leopoldt pour s =1 , et on en déduira une formule p-adique des
résidus. La méthéde utilise la TI'-transformation, déja employée par IWASAWA [8] et
LEOPOLDT [10] pour 1'étude des fonctions L des extensions abéliennes de Q .
C'est LICHTENBAUM [11] qui le premier a eu 1'idée d'utiliser cette méthode dans le
cas elliptique pour interpoler des nombres d'Hurwitz généralisés. Il a, depuis, ap—
pliqué sa méthode & un cadre plus large. On peut aussi définir des éléments de
Stickelberger, et suivre ce que fait IWASAWA ([8], [2]). Signalons enfin que tout

ceci se généralise au cas ou le nombre de classes est supérieur & 1 [3].

I. Rappels.
l. La I-transformation.
Soit M wun sous-corps complet de Q? OM son anneau des entiers. On note QM

9
1'ensemble des séries formelles de M[[x]] ’ Z§LO a, ' telles que

0 et P = OM[[x]] .

Soit GM 1'ensemble des fonctions continues de gp a valeurs dans M . QM et

i

lim |n! a I
n—e n

qn sont des algebres de Banach, munies respectivement des normes

3 1
l:Lmn In. an| et SUP, o lf(x)l .
~p
Rappelons que w est la fonction continue
w: 4 —> Z
~p ~p
pn
X — llﬂﬂrﬁn bl

On a donc

I

o (x)

On pose, si x ¢ pgp ,y X

t = d pZ_ .
X e w(x) X mo p“P

x/w(x) .

1l
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LEMME 1. — Soit o wune classe de congruences mod(p - 1) . I1 existe une applica-

tion lindaire, bornée, unique r¥ . QM —_— GM , telle que V s € 'Z~p ’

wi(n)@® si pfn,

0 si p|n

f((1 + 1)) (s) = {

LEMME 2. - Soit A € Q, et
I(x) = A(x) -%Zg Aglx + 1) = 1),

ou la sommation est prise sur les racines -iémes de 1. Alors our tout m entier
p sy D

positif tel que m = o mod(p - 1) ,

P e) =S G - 1)y -

LEMME 3. - Si A€ P, T (A) est une fonction d'Iwasawa.

M !

Les preuves de ces lemmes se trouvent dans [8], [10] et [11].

2. Groupes formels.

Soit L wun corps quelconque. On appelle groupe formel, défini sur L , tout é1é-
ment de L[[X , Y]] , tel que

(i) F(x,0)=0; F0O,Y)=0,
(i1) F(x, ™y, 2)) = F(F(X, Y), 2) .

Si P et G sont deux groupes formels définis sur L , on appelle homomorphisme

de groupes formels, tout élément de IL[[X]] tel que

£(r(x , 1)) = a(£(x) , £(Y)) .

On note G 1le groupe formel additif Ga(X , Y)=X+7Y, G le groupe formel
multiplicatif Gm(X , ¥) =X+ Y+ XY .

On utilisera le lemme suivant :

LEMHE 4 [6]. - Soit L un corps de caractéristique 0, et F un groupe formel dé-

fini sur L . Alors il existe un homomorphisme unique zF : P — Ga , défini sur

L, tel que z&&o) =1 . Supposons gque 3 soit un anneau intégre de corps de frac-

tion L , et que F soit défini sur 3, alors #.(x) € s([x]1] .

Si F=0G ,
—— m ©

> n-1 X% zé X
sz(X) =log(i+x)=2_, (=17 F3 eGm(X) =2 _ o

On peut construire un groupe formel 3 , défini sur 1'anneau des entiers de K ,

associé au module de Weierstrass (1) [17].
Posons t = - 2x/y y W= - 1/y alors X = t/2w y ¥V = -1/w . (1) devient

H
1.3 1 2
w_-é-t—zgetw-g:,’u?,
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et on obtient 1l'expression formelle

L
2

2

ou les Ai € OK o« Donc on en déduit
x=t2a(t) et y=-2t7 b(t),

ou a et b sont des séries en t & coefficients dans GK et premier coefficient

1. Si 1l'on écrit la loi de groupe de E , Py =P +P,, en utilisant ce paramétra-

ge, on obtient t3 = E(tl , t2) , ou B est un groupe formel défini sur % -
Puisque t = - 2p(z)/p?'(z) , on peut écrire
t=z+Z:='2akzk,ot1 Tk22, a €K,
et ceci est un isomorphisme du groupe Ga dans B défini sur K .

D'autre part, soit T 1le complété de 1'extension maximale non ramifiée au-dessus
de Kp, et QT son anneau des entiers. LUBIN [12] a montré que puisque p sé dé-
compose dans K , il existe un isomorphisme g , défini sur QT de E dans Gm .
On a donc

-1
r

G ——— ﬁ £, 0 .
a m

*
Donc il existe v € OT , unique, tel que

u = exp(yz) - 1 et 1t = glexp(yz) - 1) .

3, Théorie du corps de classe.

Soit ¥ un idéal entier de K . On dit que T € E est un point de #-division

sur E si
u={aE® H aT:O}.

On notera Eu 1l'ensemble des points de Y-division de E , et K(Eﬁ) le corps

engendré sur K par les coordonnées des points de U-division.

LEMME 5 [5].

(i) Pour tout idéal t, de K, fel que T|?l , K(E?l) est le corps de classes

de rayon Tl H

(i) F(E ) a pour conducteur gp ; F(Ep) n K(Eg) = F ; le compositum de F(Ep)
et K(Bg) est K(Egp) .

4. Fonctions elliptiques.

Soit L un réseau quelconque de C , et soit

oz, L) =2 T o (1= 3) explg+ %(%)2) .

Soit

6(z , L) = a(L) exp(- 682(L) z2) o(z , L)l2 ,
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ot A(L) est le discriminant de L , et

. -2 | |=28
5,(L) = lim o o0 L, g0 © 19T
Rappelons que L = Q0 , Soit ¥ un idéal entier de K . On définit
NY
&z , ) = oz Lzl ,
o(z , &~ L)

ou N% désigne la norme absolue de U et ¥ L le réseau 0wl ., . ROBERT [14]
a montré que ©(z , ¥) est une fonction elliptique pour le réseau L , dont 1'ex-
pression en fonction de p(z) est
oz, w) - 2 T, o),
a(@ ) 7 (p(z) - p(2))

ou le produit & droite est pris sur un ensemble de représentants des classes ﬂ—l L
mod L .

Fixons un ensemble B dtidéaux de K , entiers premiers & g , tels que
{(b, x(Eg)/K) , b €B} = a(k(Eg)/F) .

Soit p €C, tel que (p(p) , p'(p)) soit un générateur des points de g

division de E . Soit #% un idéal entier de K , premier & gn . Posons

Mz, p, % =T 5 ez+ (o) p,u.

LEMME 6, - Az , p y 4) est une fonction rationnelle de p(z) et p'(z) a

coefficients dans F .

Soit o € G(F/K) s on notera AC(Z y Py 4) 1la fonction ratiomnelle en p(z) et

p'(z) , obtenue en faisant agir o sur les coefficients de Mz, p, %) .

LEMME 7. = ¥ o € G(F/K) ,

@©

. v k
z 7= log AU(Z , P, ¥) = z%:l ck(p , 4, 0)z ,

ou ¢ (p, &, o) =12(~ 1)kt

k=l,2,'-.

-k - k.
p (WugR(o , k, k) - ¢ (¥) gplooy , k, k) pour

On trouvera la preuve de ces lemmes dans [1].

COROLLAIRE, - Vk >1, Voe G(F/K),

~k
o QF(o,k,k)eF.
IT. Fonctions p-adiques

Soit Kp le complété de K en p , et Op son ameau d'entiers. Soit T = y(p).

Notons P 1le premier de F au dessus de p tel que T(%) < m% ’ ]9‘“.S le complé-
té de F en P, et O, son anneau de valuation. |

T
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LEMME 8. -~ Par rapport au paramdtre +t = - 2 p(z)/p'(z) sur B ’ Ac(z y Py )

a un développement

* k
AO_(Z,p,M)=%(=Ohk(p,u,O')t ’

ol hk(p , $,0), k>0 appartient a 0., et ho(p , ¥, o) est une unité de
57—
o . ‘
P

Preuve, - Voir[1].

On peut maintenant montrer le lemme suivant.

LEM:E 9. - Par rapport au paramdtre u = exp(yz) - 1 sur G s %E-log Ao(z,p,ﬂ)

a un développement

o]

d “ k
I log AU(Z , P, U = §£=O bk(p , 9,0)u ,

ol bk(p , &, 0) appartient 2 O » Tk20.

D'aprés le lemme 8, nous savons que
AO(Z,p,ﬁ)=Zk_Ohk(p,ﬁ,0')t ’

ou, pour tout k entier positif ou nul, hk(p , 4, 0) appartient a , et

O

P

ho(p , Y, 0) est une unité de G% . Alors
*® hk(P y ¥, o)
2eet

d
3¢ Log(1 + N ) t

‘s s s s dz . .
est une série en t & coefficients dans C% . De plus, It est aussi une série en

k

t & coefficients dans C% « En effet, 1'application
T

=
[p]

est le logarithme. Donc, d'apres le lemme 4, %% est une série en t , & coeffi-

cients dans Q? et premier coefficient 1. Donc ;
L)
© h(p,d, o)
g“log(l + 2 121{ £)
z = O(p 9 4 ’ G)

admet un développement en série»par rapport au paramétre t & coefficients dans QB'

Si nous remplagons t par son développement en série par rapport & u 3 coeffi-

. d " k
cients dans 9 , EE-log(l + z;;l (hk(p , 4, o)/ho(p , 4, 0)) t ) admet alors

un développement en séries par rapport & u 2 coefficients dans OT . Notons

C(p,u,c)(u)' cet élément de QT[[u]]'.'Alors, dtaprés le lemme 3, Fa(C(p,u’c))

est une fonction d'Iwasawa définie sur Zp & valeurs dans @, . Posons

mez, A o=12(-1)" ",

—~

a mod(p - 1) ,

i

LEMME 10 - YVmeN , m

Fa(0<p , 9, 0))(m) = Am p—(m+l) m!
m+1( ) m+1

[vei(gp(o,me1) ’LNTL tplo0,me1)) - wm“(w)(z;F(crcrg,m+1)—1—N;<-P—) eplooygom+1)) ],
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9_‘"}_ QF(O',k)=QF(O',k,k)o

Preuve., - D'aprés le lemme 2,

o &t Z
(8,00 = 17 Clouots = oo

o Ty g o) (®) = O g o)) _%zg C (o a,0) (80 + 1) = 1),

et la somme est prise sur toutes les racines p-iémes de l. Le point g(u + 1) -1
de Gm , produit d¢ u par { - 1, qui est d'ordre p , correspond sur Ga au
point y-l z4+q, ot u=exp(yz) -1 et q est tel que (p(qg) , p'(q)) est un

point de p-division de E . On a défini
Mz, o, %) =T e(z+y(0) p, 9
et, si o e G(F/K) ,
AO_(Z s Py 51) = nbEB ®(Z + \V(bc) P u) )

ol ¢ est un idéal de K , premier & g, tel que G, =0 » On a donc égalité des
séries formelles

~1
Z_ 1) - 5 _p'(y " =z + y(be) p)
C(P,M,o)(e 1) = Zi)eB ) o

vz o+ 4(ve) p) -p(s)

et
p'(y Lz + y(bc) p + q) ,
p(yt z + 4(be) p+ q) - pl&)

Ei C(p,ﬂ,c)(;ez - 1) = Zyep 22 Zﬁ

1a deuxidme somme étant prise sur un ensemble de représentants des classes non nul-

les de m’l L mod L , et la troisidme sur tous les points q tels que

{(p(q) , pH(a))} = B .

On peut alors montrer que
¢ e? - 1) = e -1
¢ Cle,0)( @ 7 ) = g m,00) )
d'oly 1'on déduit aisément le lemme 10.

Soit maintenant v un caractere de ¢(F/K) & valeurs complexes. En remplagant
F par le corps des invariants du noyau de ¥ , on peut supposer que le noyau de ¥

est trivial. On consideéere

LEE X0 ) = Legri) XO) Gplo s K, 9)

On ne s'intéresse qu'aux valeurs de k , k =0 mod(p - 1) . Puisque p est dé-
composé dans K , p-1=0 mod w , ol désigne le nombre de racines de
1'unité dans K . Donc wk a pour conducteur 1. Alors wk x est un Grossencharac-
ter primitif mod § , si x est un caractére primitif mod § . Pour tout o € K,
on notera S(o) 1la trace de « . Soit b 1la différente de K . On choisit, une

o tel que 9—1 p~t = (6,) de telle sorte que &, Jd ait pour

dénominateur h, , ol (hO) = f o Soit

T(0) = Zpgoay XM exp(2mis(3,))

fois pour toutes, §
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ou M\ parcourt un systéme complet de représentants des classes résiduelles mod § .
Soit

Lk 8 = Ty (1 - Le) x(p)y-1

1y Xo ply s :

Np
Alors, d'aprés HECKE [7](n° 14, § 6),

-k ‘
8 (k - 1)

k . —
» T , k) .
L (¢ %, 1) e LT X, &
Mais
k
L x 1)=ﬂpj/ (1 - ( )S( ))-1 ’
| Np
donc
k
Wi x s 9) - Moy (1= &"Sﬂl‘ﬁgﬂl) L, %, 9)
Np
et

k
- 1 ( ) (
L % , 1) = 6Ok e - 1) x Mol 1 (1_3,_—-%]_5&) LT X, k) .
(em)* T AT y - L) X))
P Ny

Considérons T o %X , le caractére de G(F/K) & valeurs dans Cs s associé & T

et a x , et la fonction

L Zoea(p/k) TCO) T ,0))(e) :
A1 (v - ()™ (<)

C'est une fonction d'Iwasawa, définie sur gp , & valeurs dans QT , qui ne dé-

Lp(w’ery‘s) =

pend pas de ¥ . On a le résultat suivant.

THEOREME 1., - I1 existe une fonction d'Iwasawa sur ZP , telle que, pour tout en-

tier négatif, n = 1 mod(p - 1) ,

LP(W7X9pyn)
- -n+ -1
) -n+ -+
= xn(pcflaal)n‘l(l’ ¥ Nép)x(ﬁ)) gl —nﬁ% (Qn-l(zﬂ)-n L(¢_n+lx_1)) .
M- (ax(a)y
ol 1 Nq)

Nous avons défini des fonctions p-adiques pour un caractére ¥ , et un premier
p qui ne divise pas le conducteur de x . On s'intéresse maintenant aux caracteéres
du groupe de Galois de F(Ep) sur X . Soit © 1le caractére canonique qui donne
1taction de G(F(Ep)/K) sur Bp . Le caractére p-adique T ° 8 sera noté 9
aussi. I1 peut &tre défini de la fagon suivante : si o € G(F(Ep)/K) , soit ¥ un
idéal de X , premier & gp , tel que o = (4, F(Ep)/K) , alors 8(c) = w(y(¥)) .
Soit 6, 1la restriction de 8 2 ¢(F(Ep)/F) . D'apres la théorie de LUBIN-TATE
[13], on sait que G(K(Ep)/K) est isomorphe 2 (QK/p)* . On pose

285 > ©) = Zoeg(a(ep)/m) %) ¢
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A - o N O ' . . .\ .
ou ( est une racine p-iéme de 1. [ est défini de la maniére suivante : ({ -1

est un point d'ordre p de G qui correspond dans G_ a q tel que
(p(q) 5 p'(q)) soit un point de p-division de E . go - 1 correspond a
(p(q) ’ p‘(q))0 « Soit M wun sous-corps complet de Qp , et AE QM . On pose

Aa(u) = OGG(F(Ep)/F) eaa(c) A(Qc(u +1) = 1) .

____.a_.__....z
(65 » C)
LEME 11. - YV s€ 2_, r*Ba)(s) = I‘-B(Aa)(s) .
~p
Ceci permet d'étudier r*c )(m) pour m=-1 mod(p - 1) . Soit
(p,ﬁl,c)

L1, Zosu(e/) K@) T 9,00 () :
V20 (Wt = ()™ xe%(w)

C'est wne fonction d'Iwasawa qui ne dépend pas de U . On a le théoréme suivant.

(‘%Xea’ P"‘S)

L
P

THEOREME 2. - Il existe une fonction d'Iwasawa sur Zp , telle que, pour tout =n

entier négatif, n =1 mod(p - 1) ,

LP(Q”XGO[; pyn)
m (I_W'n“( q)x—l?"a( 1))y
: -1t
= i ((pra) oy h) A — (@7 (em)™ (7™ xe®, 1)
- m (1_,&Tn <Q)XQQ(Q))
al 1 Na

IIT. Formule de Léopoldt. Fonctions L p-adiques.

On va étudier les fonctions p-adiques que l'on vient de définir pour s =1 .
Les unités elliptiques de ROBERT [147 jouent ici un réle important. Considérons une
paire (&, 7) , ou & = {ﬁj ; JeEJ} et M= {nj s je€J}; J estun ensemble
fini d'indices, quelconque, les ﬂj sont des idéaux entiers, premiers & gq , et
les nj des entiers rationnels satisfaisant ZjeJ nj (N%Ij - 1) =0 . Etant donnée
(@, n) , on définit

A o
e(z , (&, m)) =HJ_EJ &(z , dj) J .

Soit ® un idéal de K , et (p(p) , p'(p)) un point de D-division de E ,
alors G. ROBERT [14] a montré que @(p , (€ , L)) est une unité de K(Em) .

1. Formule de Léopoldt.

On peut montrer le résultat suivant.

THEORENE 3.

L (‘l' Ko P 1) = — (1 - )(.(P)) ZOEG(F/K) X—l(c) logp(ﬂbeB ®(\k(b)p ’ (a’ﬂ»)c
T "R p Sieg By = XT))

Si o est une classe de congruence non nulle mod(p - 1) ,
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b (6% p,1) o Y ZGEG(F(EP)/K) < Lo™%) 1ogp(rLeB B(gry(0)p , (4,7)))°
P NERACURICNAI DI HOCRE x6(9,)) )

Tout d'abord, (& , ) est choisi de telle sorte que les dénominateurs soient

des unités yp-adiques. D'autre part, on a
hlay oy (6M) =TLa(a, o, 86) 7,
qui admet le développement en séries
®
Mz, 6, (0,1) =5 o nle, (61 ,0)

ou les hk(P , @m) , c), k>0, appartiennent 2 y et Ty (p, (a,7) , o)
est une unité de QB « On considdre alors 1og(1+(hk(p ?&,ﬂ) c)/ho(p,(ﬂ.ﬁ) G))t )
qui admet un développement en séries dans F$ .
pement en u , on.obtient une série en u & coefficients dans T , que 1l'on note

s(p, (A,N) , o)(u) . I1 est alors facile de voir que

Coote) o oo K@) T (61,0)(6)
prrrRe s & T(X) ZjeJ nj(Nuj - (w(uj)>s X(uj))

En remplagant t par son dévelop-

et

2 “L(o) t™(s(p, (a,70),x)) (s)
pr,xe“,p,l_s): y  Toea(w/x) * %

JATGO 2y ng(vd - (xv(%!j)>s_xe°‘(mj))

On emploie ensuite la méme méthode que pour le lemme 10.

2. L-functions.
SIEGEL [ 16] a montré le lemme suivant.,

LEMME 12, - Soit X un caractére primitif des classes de rayon modulo un idéal

entier §# 1 de Q(/d) . La fonction L(s , x) peut &tre prolongée analytique-

ment en une fonction entitre de s , et sa valeur pour s = 1 egt donnée par

L(1, x) = - z;jjgjgziy cecl(jf*( c) loglw§(0)|

ou c parcourt les classes de rayon mod § , et @b(c) désignent certaines unités

du corps de classe de rayon § .

On en déduit, en utilisant [14], le résultat suivant.

LEMME 13. -~ Pour tout x # 1 de clg) , notons ¥' le caractire primitif asso-

cié & x . Alors

2n gl (1= ¥(¥) Np_l)

w /3 T(X) ﬂp}g(l - %' (p))

L(1, x) =-

Zoe o1 (gx(e) Loel e, (c)]?

Lp(¢ » X » P, 1) est l'analogue p-adique de
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-1
- 12(1 - .ﬁ&ﬂ_) Q‘T (1 - (e L(WO s X o 1)
P INPICESICIRLY D) 2m

lMais L(xJ;O y X 1) =1(1, X) , o X ~est défini par

(k(Bg)/x) —> C(F/K)

\\\\\\\Z X

‘\"g
Donc
~ 12(1 - X( ) ‘ﬂf(l—x (@) L(° , x, 1)
Mg (1= x(2) (@7
12(1 - -X—(ﬁ)

3 cali(eg)/x) X (0) 1ol ()] .

Ja L(SZ)
D'autre part
v - B 3y ) ) 20sy S, (4)°
L;(¢9X’p,1) = x ‘X n. (N, - x(¥.)) )
b JT (%) €3 T3 TR

On peut choisir po tel que
(99 5
ey , ) = (JW) *
@ o}

Alors on définit

Lp(W y Xy po ’ S) = Lp(W y X S) °

IV. Formule p-adique des résidus.

Soient 4, , u?(Ep) y , & , respectivement, le discriminant de F(Ep) sur
Q , le régulateur, le nombre de racines de 1'unité, le nombre de classes de F(Ep)

et le degré de F(Ep) sur K . On a

(ZT)g 21
‘”F(Ep)“/— o /3 x?fl

ou ¥ parcourt l'ensemble des caractéres de (F(Ep)/K) , et X' est le caractéere

L(1, x') ,

primitif associé & X . Nous allons donner un analogue p—adique a cette formule,

p dz/Az qui interviendra dans no-

tre formule. Soit AK et A (E ) la cldture intégrale de Z dans K et F(Ep)

Tout d'abord nous allons définir la quantité

— ° , '
w , w, une base du Z-module AK 3w, eee , W UNe base du Z-module AF(Ev)‘

Soient Oy , wee 5 O,y les é1éments de G(F(Ep)/K) ; Ogr++10py Tgrert900p 1

les éléments de G(F(Ep)/Q) ; 56 et Eé désigneront les éléments de G(XK/Q) .

Soit & 1le groupe des unités globales dans F(Ep) . Puisque F(Ep) est totalement
imaginaire, le Z-rang de & modulo la torsion est égal & g - 1 . Soit

€ 5 see 5 €, 4 UD ensemble d'unités fondamentales dans & .
g-
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On sait que

R, = |det(loglojle )] , 0si<e-1; 1<k<e

et
2— .
d = det (Oz(ua)) sy A=0,¢g3 1i=1, 2,
2 .
A = det (cj,(uﬁm)) , 0<j'<22-13; 1<n<gz2g,

ne dépendent pas du choix de (uﬁ) , (u&) , (cj) , (ek) .
Mais
det(loglc.(ek)l) det(Eﬂ(u&))
8, (Cay), () (), (e))) = Tote () —

0<j<eg-1 5 1<k<g ; 4=0,g; i=1,2 5 0<j'<2¢-1 5 lsms2g,
dépend du choix de
(U)l) 9 (wl':l) 9 (GJ) ) (ek) ’ 1
Rd®
IAoo((wj_) 9 (wl;l) ) (GJ) ) (ek))l ='_A'_J§T ’

est un invariant de F(Ep) qui apparait dans la formule complexe des résidus.

Etant donnés (ui) , (u&) , (Gj) y (ek) , on considere le nombre p-adique

det(log._ o.(e,)) det(EZ(ui))
b (o), (), (), (o)) = getgojlj(%ﬂ N

Parmi les bases (wi) ’ (uﬁ) ’ (ek) et les permutations des groupes de Galois,

on choisit ceux tels que

Aoo((wi) ) (wl;l) ’ (OJ) ’ (ek)) >0 .

Pour un tel choix, A ((w.) , (@), (6.), (e.)) ne aépend que de F(Ep) : on
11 i) i m J k
le note R dg/n= ,

La formule p-adique des résidus s'écrit sous la forme suivante.

(1-8) , ob 8

7 N - . %— —L
THEORBUE 4. - T, I (4,x'51) = ¥° Phgt s Ry @/ T

“(gp) P

désigne 1l'ensemble des premiers de F(Ep) au-dessus de P .
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