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FONCTIONS L p-ADIQUES ATTACHÉES À UNE COURBE ELLIPTIQUE

Pierrette CASSOU-NOGUÈS

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, D. BARSKY, p. ROBBA)
4e année, 1976/77, n° 22, 13 p. 16 mai 1977

Soit K un corps quadratique imaginaire de nombre de classe 1. Soit E une cour-

be elliptique, définie sur K, dont l’anneau des endomorphismes est isomorphe à

l’anneau des entiers de K , OK . Fixons un modèle minimal de Weierstrass pour E

où g2 et g 3 appartiennent à et dont le discriminant A n’est divisible

que par les premiers de K pour lesquels E a mauvaise réduction, et éventuelle-

ment les premiers de K au-dessus de 2 et 3. Soit p(z) la fonction de Weierstrass

aattachée à ce modèle, et L le réseau associé. Puisque le nombre de classes de K

est 1, il existe Q EL, tel que L = 

On notera le Grössencharacter (au sens de SHIMURA [15]) de E, défini sur

K , et T son conducteur.

Soit F une extension abélienne finie de K, contenue dans C de conducteur
sur K . Soit  le p, p. c. m. de b et de f . Notons G(F/K) le groupe de

Galois de F sur K . Pour tout idéal E de K, premier à 9, a~ désignera le

symbole d’Artin (E , F/K) .

Pour tout a E G(F/K) , on définit

s) = #~(ù) NU ~ ,
où la sommation est prise sur les idéaux ~ entiers de K, premiers à @ tels

que 0g. = a . Cette fonction, définie pour Re(s) &#x3E; 3/2 , se prolonge analytique-
ment à tout le plan complexe. Soit X un caractère de G(F/K) à valeurs complexes.

On définit

et

( d dési gne le discriminant du corps K ).

HECKE [7~)(no 144 § 6) a montré que, si tk X est un Grôssencharacter primitif

mod @ ~ alors

où w ~ x) est un nombre algébrique de module 1. Soit s = k/2 , alors

D’autre part, N. ARTHAUD [1] a prouve que, pour k entier positif, 

appartient à F . Donc si 03C8 X est un Grössencharacter primitif mod @ ,
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Soit p un premier de Z , qui se décompose dans K , différent de 2 et 3, et

ne divisant pas @ . Soit Q le corps p-adique élémentaire, Z son anneau de
"p ~

valuation, C le complété d’une clôture algébrique de l’idéal de
~ 

_ 
p 

_ 
p

valuation de C . Fixonx T, un plongement de Q dans C , Q étant la clôtu-

re algébrique de Q , contenue dans 2,.

Soit þ le premier de K , au-dessus de p , tel que (Þ) ~ m . On se propose
d’étudier le problème suivant :

Existe-t-il une fonction analytique f, définie sur Z , à valeurs dans C 
,fl -p

telle que pour tout entier k d’un ensemble dense dans J§_ , on ait

(A partir de maintenant, on écrira a pour T(a) si a E Q .)

On montrera l’existence de telles fonctions p-adiques, on étudiera l’analogue de
la formule de Leopoldt pour s = 1 , et on en déduira une formule p-adique des

résidus. La méthode utilise la f-transformation, déjà employée par IWASAWA [8] et

LEOPOLDT [10] pour l’étude des fonctions L des extensions abéliennes de Q.
C’est LICHTENBAUM [11] qui le premier a eu l’idée d’utiliser cette méthode dans le
cas elliptique pour interpoler des nombres d’Hurwitz généralisés. Il a, depuis, ap-

pliqué sa méthode à un cadre plus large. On peut aussi définir des éléments de

S tickelberger, et suivre ce que fait IWASAWA ([8]y [2]). Signalons enfin que tout
ceci se généralise au cas où le nombre de classes est supérieur à 1 ~3~.

I. Rappels.

1. La r-transformation.

Soit M un sous-corps complet de C , 0 son anneau des entiers. On note
l’ensemble des séries formelles de M[[x]] y =0 ~, n x telles que

Soit C-. l’ensemble des fonctions continues de Z à valeurs dans et

d. sont des algèbres de Banach, munies respectivement des normes

Rappelons que w est la fonction continue 

On a donc



22-03

LEMME 1. - Soit a une classe de congruences mod(p- 1) . Il existe une applica-

tion linéaire, ’bornée, uni ue 039303B1 : QM ~ CM , telle que 

LEMME 2. - Soit A E et
- 11-

où la sommation est prise sur les racines p-ièmes de 1. Alors, pour tout m entier

positif tel que m = a mod(p- 1) ,

LEMME3. - Si AE r0153(A) est une fonction d’Iwasawa.

Les preuves de ces lemmes se trouvent dans [8~ et 

2. Groupes formels.

Soit L un corps quelconque. On appelle groupe formel, défini sur L, tout élé-

ment de L[[X, y]] , tel que

Si F et G sont deux groupes formels définis sur L, on appelle homomorphisme

de groupes formels, tout élément de tel que

On note G 
a 

le groupe formel additif G~(x , Y) =X+Y , G m le groupe formel

multiplicatif G~(X , Y) =X+ Y+XY .
On utilisera le lemme suivant :

Soit L un corps de caractéristique 0, ~ F un groupe formel dë-

fini sur L . Alors il existe un homomorphisme unique F ~ Ga , défini sur

L , tel = 1 . Supposons que S soit un anneau intègre de corps de frac-

tion L , et que F soit défini sur S , alors E S[[XJJ .

On peut construire un groupe formel É , défini sur l’anneau des entiers de K ,

associé au module de Weierstrass (1) [l7~.
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et on obtient l’expression formelle

Où les Ai E Donc on en déduit

où a et b sont des séries en t à coefficients dans 0 et premier coefficient

16 Si l’on écrit la loi de groupe de E, P3 = P + P2 ’ en utilisant ce paramétra-
ge, on obtient t3 = Ê(t1 , t2) , où Ê est un groupe formel défini 

Puisque t = - 2p(z)/?~(z) , on peut écrire

A 
,

et ceci est un isomorphisme du groupe Ga dans E défini sur K .

D’autre part, soit T le complété de l’extension maximale non ramifiée au-dessus
de Kp , et 0T son anneau des entiers. LUBIN [12] a montré que puisque p sé dé-

compose dans K , il existe un is’omorphisme g , défini sur ~T de E dans Gm .
On a donc

-1
G x --~~ E ~ G .
a m

--1 "
G - ~ G .
a m

Donc il existe 03B3 ~ Q*T , unique, tel ue

3. Théorie du corps de classe v

Soit ~ un idéal entier de K . On dit que T E E est un point de ~-division

sur E si

On notera ~ l’ ensemble des points de ~-division de E, et K(E~) le corps

engendré sur K par le s c oordonnée s de s points de ~division.

LEMME 5 [5].

(i) Pour tout idéal ~ de K, tel que est le corps de classes

de rayon ’~ ;

(ii) F(E~) a pour conducteur gp ; 9 F(Ep) n K(Eg) = F ; le compositum de F(Ep)
et est K(Egp) .

4. Fonctions elli ti ues.

Soit L un réseau quelconque de C , et soit

Soit
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où 6(L) est le discriminant de L, et

Rappelons que L = 00 . Soit ~ un idéal entier de K . On définit

où désigne la norme absolue de ~ et L le réseau G. ROBERT C 14
a montré que 0(z y M) est une fonction elliptique pour le réseau L y dont l’ex-

pression en fonction de p(z) est

où le produit à droite est pris sur un ensemble de représentants des classes 5! L
mod L .

Fixons un ensemble B d tidéaux de K, entiers premiers tels que

Soit p E C , tel que (?(p) ~ p’(p)) soit un générateur des points de ~~

division de E . Soit ~ un idéal entier de K y premier à Posons

LEMME 6. - A(z y 03C1 , 21) est une fonction rationnelle de p(z) et 

coefficients dans F .

Soit o E G(F/K) ; on notera A cr (z , p ,~) la fonction rationnelle en p(z) et

pl(Z) , y obtenue en faisant agir 03C3 sur les coefficients de A(z , p , 

7. - ? o E G(F/K) ,

On trouvera la preuve de ces lemmes dans 

COROLLAIRE. - ? G(F/K) ,

TI. Fonctions 

Soit ~ le complété de K en , et 0 P son anneau d’entiers. Soit rr= ~(p)~

Notons le premier de F au dessus de p tel que 03C4(03B2) ~ m , Fm le complé-
té de F en , et CL son anneau de valuation.
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LEMME 8. - Par rapport au paramètre t=-2 p(z)/p’(z) sur Ê, p , ~)
a un développement

Preuve. - Voir[l]. ’

On peut maintenant montrer le lemme suivant.

LEMME 9. - Par rapport au paramètre u =exp(yz)- 1 sur 

a un développement

D’après le lemme 8, y nous savons que

OÙ, pour tout k entier positif ou nul, hk(03C1 21 , cr) appartient à 0 y et
~r/P ? ~~ cr) est une unité de 0.. Alors .. r.r B

est une série en t à coefficients dans 0 . De plus, dz dt est aussi une série en

t à coefficients dans 0 . En effet, 11 application

est le logarithme. Donc 9 d’après le lemme 4 est une série en t ~ à coeffi-

cients dans e~ et premier coefficient 1. Donc

admet un développement en série par rapport au paramètre t à coefficients dans 0 .
Si nous remplaçons t par son développement en série par rapport à u à coeffi-

cients dans d dz log(1 + 03A3~k=1 (hk(03C1 , 21 , 03C3)/h0(03C1 , 21 , cr)) tk) admet alors

un développement en séries par rapport à u à coefficients dans Notons

C(03C1,21,03C3)(u). cet élément de ’Alors, d’après le lemme .3, 039303B1(C(03C1,21,03C3 ))
est une fonction d’Iwasawa définie sur Z à valeurs dans OT . Posons
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Preuve. - D’après le lemme 2,

et la somme est prise sur toutes les racines p-ièmes de 1. Le point ~(u + 1) - 1

de 

. G ,produit de u par ~ - 1 , qui est d’ordre p , correspond sur G~ au

point 
m 

’Y z + q , où u = exp(yz) - 1 et q est tel que est un

point de p-division de E. On a défini

et, si 03C3 E 

où c est un idéal de K, premier à g , tel que J c = a . On a donc égalité des

séries formelles

et

la deuxième somme étant prise sur un ensemble de représentants des classes non nul-

les de ~-1 L mod L , et la troisième sur tous les points q tels que

On peut alors montrer que

d’où l’ on déduit aisément le lemme 10.

Soit maintenant x un caractère de G(F/K) à valeurs complexes. En remplaçant

F par le corps des invariants du noyau de x y on peut supposer que le noyau de )(

est trivial. On considère

On ne s’intéresse qu’aux valeurs de k, k == 0 mod(p - 1) . Puisque p est dé-

composé dans K, P - 1 = 0 mod 03C9K , où 03C9K désigne le nombre de racines de

l’unité dans K. Donc 03C8k a pour conducteur 1. Alors 03C8 x est un Grossencharac-

ter primitif mod § , si x est un caractère primitif mod § . Pour tout a E K ,

on notera 8(0;) la trace de a . Soit b la différente de K. On choisit, une

fois pour toutes, 6.. tel que 9 b = de telle sorte que ôo fl ait pour

dénominateur où (hO) = 9 . Soit



22-08

où 03BB parcourt un système complet de représentants des classes résiduelles mod 9 .
Soit

Alors, d’après 14, § 6), 
1

Mais

donc

et

Considérons T le caractère de G(F/K) à valeurs dans C , associé à T

et à x, et la fonction

C’est une fonction d’Iwasawa, définie sur Z , à valeurs dans qui ne dé-

pend pas de On a le résultat suivant.

1. - Il existe une fonction d’ Iwasawa sur ~, telle que, pour tout en-

tier négatif, mod(p - l) y

Nous avons défini des fonctions p-adiques pour un caractère X , y et un premier

p qui ne divise pas le conducteur de x. On s’intéresse maintenant aux caractères

du groupe de Galois de F(Ep) sur K . Soit e le caractère canonique qui donne

l’action de G(F(Ep)/K) sur Ep. Le caractère p-adique T 0 8 sera noté 8

aussi. Il peut être défini de la façon suivante i si 03C3 E G(F(Ep)/K) , soit 21 un

idéal de K , premier à tel alors 8(0-) = w(](1)) .
Soit 8 0 la restriction de 8 à D’après la théorie de LUBIN-TATE

[l3]y on sait que G(K(Ep)/K) est isomorphe à (OK/P)* . On pose .
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où , est une racine p-ième de 1. ~~ est défini de la manière suivante : ~ - 1

est un point d’ordre p de Gm qui correspond dans Ga à q tel que

(p(q) , p’ (q) ) soit un point de p-division 1 correspond à

( ~( ~~ 9 Soit M un sous-corps complet de C ~ et On pose

C’est .une fonction d’ Iwasawa qui ne dépend pas de 21 . On a le théorème suivant.

THÉORIE 2. - Il existe une fonction d’Iwasawa sur Z , telle ue, pour tout n

entier négatif, n = 1 1) ,

L 

On va étudier les fonctions p-adiques que vient de définir pour s = 1 .

Les unités elliptiques de ROBERT [l4] jouent ici un rôle important. Considérons une

paire (OL X) , où lÀ = (ù. ; j =J]( et K== (n. ; j e J) ; J est un ensemble
J J

fini d’indices, quelconque, les &#x26;ï. sont des idéaux entiers, premiers à gq , et

les n. des entiers rationnels satisfaisant n.(NH. - 1) = 0 . Etant donnée
J J J J

(OL , 3~) y on définit

Soit ~7 un idéal de K , et ( p( p ) , ~’ ( p~ ~ un point de 5&#x3E;-division de E,

alors G. ROBERT [14J a montré que 0( p , (03B1 , n)) est une unité de K(ED) .

1. Formule de Léo£ol.

On peut montrer le résultat suivant.

; ,

THEOREME 3.

Si a est une classe de congruence non nulle 1) ,
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Tout d’abord, ~~ , ~~ est choisi de telle sorte que les dénominateurs soient

des unités ~-adiques. D’autre part, on a

qui admet le développement en séries

où les (0.~) ~ k ~0 y appartiennent à 0 , et o)
est une unité de 6~. On considère alors 
qui admet un développement en séries dans F . En remplaçant t par son dévelop-

pement en u , on~obtient une série en u à coefficients dans T, que l’on note

a)(u) . Il est alors facile de voir que

On emploie ensuite la même méthode que pour le lemme 10.

2. L-functions.

SIEGEL [16] a montré le lemme suivant.

12. - Soit x un caractère primitif des classes de rayon modulo un idéal

entier ~ ~ 1 de La fonction x) peut être prolongée analytique-
ment en une fonction entière de s y et sa valeur pour s = 1 est donnée par

où c parcourt les classes de rayon mod § , et 03C6§(c) désignent certaines unités

du corps de classe de rayon ~ .

On en déduit, en utilisant le résultat suivant.

LEMME 13. - Pour tout ~ ~ 1 de 9 n tons X J le caractère primitif asso-

cié à x . Alors

1, p (~ , x , P , 1) est l’ analogue p-adique de
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Donc

D’autre part , ~

On peut choisir Po tel que

Alors on définit

IV. Formule résidus.

Soient ~ , R , ~~ ~ , h , g , respectivement, le discriminant de F(Ep) sur

Q , le régulateur, le nombre de racines de l’unité, le nombre de classes de 

et le degré de F(Ep) sur K .On a

où X parcourt l’ensemble des caractères de G(F(Ep)/K) , et Xl est le caractère

primitif associé à X. Nous allons donner un analogue p-adique à cette formule.

Tout d’abord nous allons définir la quantité R d1 2/03941 2 qui interviendra dans no-

tre formule. Soit AK et la clôture intégrale de Z dans K et F(Ej:»;

wl ’ une base du Z-module AK; wl’...’ W2g une base du Z-module AF(EÞ).
Soient o , ... , cr 

g-1 les éléments de 03C30,...,03C3g-1 03C3g,...,03C32g-1
les éléments de et ? désigneront les éléments de G(K/Q) .

Soit ë le groupe des unités globales dans F(Ep) . Puisque F(Ep) est totalement

imaginaire, le Z-rang de ~ module la torsion est égal à g - 1 . Soit

el ’ ... , eg-l un ensemble d’unités fondamentales dans 0 .

Mais X , 1) =L(l , X) , où X est défini par
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On sait que

et

ne dépendent pas du choix de ( i) , (u)*) , (6~) , (ek~ ’
Mais

dépend du choix de

est un invariant de apparaît dans la formule complexe des résidus.

Etant donnés (03C9i) , (w1) , (03C3i) , (ek) , on considère le nombre Þ-adiqueEtant donnés 1 &#x3E; (ek) i 
°n le nombre Þ-adique

Parmi les bases (w. ) , (Wl) , 9 et les permutations des groupes de Galois,
i m k

on choisit ceux tels que

Pour un tel choix, A ((uo.) . (03C9’m) , (03C3j) , (e.)) ne dépend que de F ( Ep ) : on

le note R 
P 

La formule Þ-adique des résidus s’écrit sous la forme suivante.

4. - H . LÞ(03C8,~i,1) = 03B3g-1 h 2014201420142014 . P d1 2/03941 2 03A0q~S (1 - Nq-1) , où S
désigne l’ensemble des premiers de F(Ep) au-dessus 
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