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POLYNÔMES EULÉRIENS modulo ph
Daniel BARSKY

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AliICE, D. BARSKY, P. ROBBA)
4e année, 1976/77, n° 11, 13 p. 31 janvier 1977

On montre que, pour tout nombre premier p , la fonction génératrice
des polynômes eulériens, An(t) , est une fonction analytique p-adique au sens de
Krasner sur certains sous-ensembles de On déduit de ce résultat des congruen-
ces entre les polynômes eulériens. En particulier, on montre que, pour tout entier

h ~ 0 ~ la suite de fractions rationnelles

est périodique module p de période 

Introduction et notations.

Les polynômes eulériens, A n (t) , ont pour fonction génératrice de Hurwitz ElO~

Ce sont des polynômes qui s’introduisent naturellement dans des problèmes d’énumé-

ration concernant le groupe symétrique 6 n sur l’ensemble totalement ordonné

[n] = 2 , ... ~ n) [10’]. Il est dès lors assez naturel de s’intéresser aux

propriétés des polynômes eulériens, et en particulier au comportement de la suite

n 2014~ A n (t) modulo les puissances d’un nombre premier.

Nous suivons les notations d’Y. Soit p un nombre premier, 

Q , R ont leur signification habituelle ; Zp , Qp désignent respectivement

l’anneau des entiers p-adiques et le corps des nombres p-adiques munis de la va-

leur absolue p-adique normalisée p ar |p| = p-1 ; Cp est le complété de la clô-

ture algébrique de Qp , sa valeur absolue est encore normalisée par )p! = P 
On sait depuis les travaux d’AMICE et FRESNEL qu’il y a un lien entre la prolongea-
bilité analytique au sens de Krasner d’une série de Taylor

sur un quasi-connexe de C T contenant le disque de convergence de la série et des

congruences entre les 

Le théorème de Mittag-Leffler p-adique ([lJ, [12J), par les inégalités de type
Cauchy qu’il fournit, permet d’établir un lien étroit entre les propriétés de pro-

analytique sur un de C de F(X) = 03A3n~0 anXn ~ C [[X]]
et des congruences entre les a (cf. [12J ainsi que [3J, [6J, [7J et 

n

Rappelons que l’on dit qu’une fonction F , définie sur un sous-ensemble B C Çp
à valeurs dans C , est un élément analytique sur B si F est une limite uni-

forme sur B d’une suite de fractions rationnelles de C (X) sans pôles dans B.
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La norme de la convergence uniforme sur B est notée Il donc

On note H(B) , respectivement l’espace de Banach des éléments analyti-

ques sur B., respectivement des éléments analytiques sur B nuls à l’infini, mu-

ni de la norme de la convergence uniforme sur B . On note, si aE C et si pE R ,

la boule fermée, respectivement ouverte, de centre a et de rayon p. Si 

est une suite croissante de quasi connexes de C ~ ~ 1 ~, ~ ~ 1 ~ ~ , on dira que F e st

une fonction analytique sur C ~ Ui~I Ci , si F est un élément analytique sur

chacun des Ci . Nous désignons par p, r et ~ des réels &#x3E; 0 . Nous posons
i

q = p si p &#x3E; 2 , et q = 4 si p = 2 . Si a E R , [a] est la partie entière

de a, c’ est-à-dire que [a] E! et a - 1  a . Il sera commode d’étudier

les fractions rationnelles

et leur fonction génératrice

Cette modification des A (t) permet d’avoir des congruences’ qui s’expriment
n

simplement en termes de fonctions continues, analytiques, etc., p-adiques.

Nous posons, si E &#x3E; 0 et si 
-p

Il est clair que si B est compacta est un quasi-connexe ou [ 1]) .
Nous posons Zp = (x ~ j2 ; )xj = 1) . Notons F le groupe des racines p-iëmes
de Si t ~ B(1 , l") y l’application v ~ Gt(v) appartient à

(z )) y et !)G.)j ~/~B ~ 1/s peur tout e &#x3E; 0 y nous déduisons que

k ~ AB , / ,B(t) est la restriction d’une fonction de l’ algèbre d’Iwasawa sur

Q (t) (théorème 1, proposition 1 et corollaire l). Si 1 ~ p &#x3E; p 
’" ’ et si

t E C - B(1 , 03C1+) , nous montrons que v 20142014&#x3E;- est une fonction analytique

sur Y (Z ) y où r dépend de p de manière explicite ; en outre , nous donnons la

croissance ~ C.(v) sur le bord de V (z ) . Ce résultat implique que
k ~Ai+k(p-1) .B(t) est la restriction d’une fonction localement analytique sur Zp
dont nous donnons une estimation du rayon d’ analyticité locale (théorème 1, propo-

sition 2 et corollaire 2). Enfin si t e C - U~p B(~ , p~) , où 0pp" ~~ ~
alors v 2014~ G-~(v) est une fonction analytique bornée sur B(o y r ) , où r dé-

pend explicitement de 03C1 , et nous donnons une estimation de ~Gt~B(0,r-) ; de là

nous déduisons une estimation de la norme p-adique de An*(t) pour

r

Les deux premiers résultats permettent d’ obtenir, via des théorèmes de ~-P. SERRE
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et Y. des congruences sur les quantités 03A3--k=0(- 1)n-k (nk) A. / -,B(t) y
des estimations de A (t) - ainsi que des estimations

en norme de Gauss de la même quantité (i. e. des congruences entre fractions ra-

tionnelles formelles).

2. Fonctions génératrices des ol nômes eulériens.

Par définition [10~ la fonction génératrice de Hurwitz des polynômes eulëriens
est 

.

Donc

la dernière série convergeant formellement en u . Posons v = u(t - 1) , il vient

la dernière série convergeant formellement en v (i. e. v-adiquement), Nous
allons étudier la série génératrice ordinaire de A n (t~~(t - 1~n , pour cela nous
allons utiliser la transformation de Laplace formelle f sur £p(t)[[v]], c’est-
à-dire sur l’espace des séries formelles en v à coefficients fractions rationnel-

les en t sur C . Si
T 

n

nous posons par définition

On remarque que E est une application C de C (t)[[v]] dans lui-

même qui est v-adiquement continue. On a

On pose

LEMME 1. - Si

alors

Démonstration. - C’est évident, car = 03A3n~0 (t - (ev - 1)n , donc
n,
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Q. E. D.

Pour tout R+(v) est module p~ C (t)[[v~ une série

formelle reconnaissable en les deux variables commutatives v et t .

Pour les définitions et les propriétés des séries formelles reconnaissablesy voir

M.
Démonstration. - Soit N un entier tel que p divise N ! , alors

Le second membre est de la forme

c’est donc une fraction rationnelle reconnaissable en les variables commutatives

v et t [9J.
Q. E. D.

3. Polynômes eulériens module ph.

Nous allons interpréter p-adiquement la formule

Dorénavant t et v sont des éléments de certains sous-ensembles de C .
-p

LEMME3. - Pour tout t ~ C - B(1 , 1-) et tout v 1-) , on a

Démonstration. - On sait (Cf. [3J) que

Q. E. D.

On tire du lemme 3 que, pour t E £p - B(l , 1-), y 1-)) , et
que lion a uniformément, pour t E £p - B(l , 1-), 1 .

Pour obtenir des congruences module ph entre les (t - l)-n choisit

N tel que ,alors 
n

En revenant à la définition

ou B (t) ec (t) et -/, ,-B JB (t)) ~ 1 . Diaprés le petit théorème de
n "~p u~u ’--b~l~l ~ n

Fermât~

mod(ph) si n est premier à p ,
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et

si p divise n.

De là, il vient immédiatement, en développant H en série de puissances
, t

de v ,

pour n ~h . En particulier, d’après les inégalités de Cauchy [ 1], on a, pour

n ~ h ,

ou

Si t ~ C - B(l ~ l") , les congruences précédentes ne sont obtenues que pour

n ce qui est peu agréable. Pour nous dëbarasser de cette condition, nous al-

lons modifier quelque peu H.(v) . En fait, nous allons calculer la partie singa-
liëre (v) de H.(v) relative au trou à r infini C - B(0 y 1+) du quasi-

connexe B(0 , l") (Cf. [l], [il], [12]). C’est-à-dire que H~,t(v) est, diaprés

le théorème de Mittag-Leffler p-adique, l’unique élément analytique sur B(0 , 1 )
tel aue H.(v) - soit un élément analytique sur (X ~ C ; nul

à l’infini. Nous trouverons aussi une relation fonctionnelle simple entre H~,t(v)
et 
"

Nous obtenons, pour t ~ C - B(l y l") et pour e &#x3E;0 , un élément analytique

sur V(Z~) : ..e’-P _

Ceci nous fournira des congruences entre les

qui s’expriment simplement à l’aide des notions de fonctions continues, respective-

ment lipschitziennes, respectivement localement analytiques, respectivement de l’al-

gèbre d’Iwasawa p-adiques. Nous allons réaliser maintenant ce programme.
Tt

LEMHE 4. - Si alors

Démonstration. - On a
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On constate que, pour i = 0 , on a

Donc

En appliquant l’opérateur £ dans les égalités précédentes, il vient

~. E. D.

En fait, ce lemme exprime que la partie singulière Hoo de dans la

décomposition du théorème de Mittag-Leffler p-adique relative au trou à l’ infini

du quasi-connexe B(0 , 1 ~ 9 est
. _ . n

Nous allons étudier G.(v) suivant les valeurs du paramètre t dans C .

THÉORÈME 1. - Soit Gt(v) = 03A3n~0 A*n(t) vn .
(i) Si 1’) ~ alors pour tout e &#x3E;0 ,

2014- 

~p 
.

(ii) Si 1 ~ P = p-a/(p-1) &#x3E; p-1/(p-1) , soit h = [-(log(a)/log(p))] à
h" OE !Sr ’ défini par h  h" = h - p)/(p - 1) g h + 1 . Alors, si
h  h’  h" ~ h + 1 et si tEe - ’"’P B( 1 , /) , 

# ’h..J-?

(iii)..ê.ill fp le groupe des racines de l’unité. Soit

alors Gt est une fonction analytique bornée sur

, et
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Démonstration. - Le théorème découlera des formules suivantes. Si p &#x3E; 2 ,

et si p = 2 , on utilisera aussi la formule

Le lemme suivant est fondamental pour les évaluations de norme.

5. - Soit e ~ Rt , soit h OE N tel ue p-h &#x3E; ~ ~ p-(h+1) , et soitLEMME 5. - h E N tel ue p ~ ~ p , et soit
h’ = - Posons

_ __ .. - -

Alors

Démons tration. - Posons

Pour l~i~p- 1 et pour on a

Or

Si )vj &#x3E;1 y alors D’où le résultat

~ 

Q. E. D.

Nous sommes en mesure de démontrer le théorème.

(i) Si t E C - B(1 , 1-) , alors pour 1 ~ i ~ p - l , |tp-i/(tp - 1)n+1 |=1P
donc , pour tout ~ &#x3E; 0

Par conséquent, si t ~ Cp - B(1 , 1-) et si ~ ~ R+ , Gt ~ HO( 8~(Z*p)) .
galité ~Gt~03B3 (z*) °  1/~ est triviale sur la formule 3 (Pour une autre démonstra-

e -p
tion, Cf. [8]).
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(il) Si te C - B(l , p+) avec = p-a/(p-l) &#x3E; p-l/(p-l) , on a

Si la série

seulement si,

converge si, y et

c’est-à-dire si

avec les notations du lemme 5, si

ou encore si

Pour réaliser cette dernière condition, il suffit que P  0 , donc que

h = - log(a)/log(p) et que hl  (p - aph+1)/(p - 1) + h = h" . Par conséquent,

Gt E HO (’’1 -h’(Z*p)) avec hl  hl! , et hl! comme ci-dessus. Nous allons évaluer

maintenant

et

h et h" comme ci-dessus. On a, sous ces hypothèses, diaprés l’inégalité ultra-

métrique,

Compte tenu de l’expression de r( E , n) et p, on est ramené à trouver un ma-

jorant de

pour la dernière inégalité, on a utilisé la définition de h" .

Un petit calcul de variation de fonction montre que le maximum de

est atteint pour x = hr et vaut
,_
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Donc

-h’
avec e=p .

La partie (il) du théorème est démontrée.

(iii) Si t e 0, - P U ~ ~p B(~ , p+) avec p-~~P-~ ~ p ~~ ° p = -, p-~P-~ &#x3E; 0 . On sait

[3] pour 1 ~ i ~ p - 1 , la série 1~ a~ ~ ~ ~ converge dans le dis-

que de centre 0 et de rayon inf(l , p’~ !n~) . Compte tenu de l’hy-
pothèse faite sur t , on a ici 

donc v - converge pour v ~ B(O , r-) avec r = = p(l-0153)/(p-l).
Donc Gt(v) est une fonction analytique sur B (0 , r-) . En outre, d’après l’in-

égalité ultramétrique,

La troisième partie du théorème est démontrée.
Q. E. D.

Nous allons utiliser ce théorème pour obtenir des congruences entre les A*n(t) ,

via le théorème de Idittag-Leffler p-adique et les inégalités de Cauchy ([ 1], [il]

et [12]).

PROPOSITION 1. - Si t ~ C - B(l , l") , alors n ~ A*n(t) est, pour n == i

mod(p - 1) , P &#x3E; 2 (resp, n = i mod(2) ), la restriction d’une fonction de l’ al-

gèbre sur ~p-1i=1 tp-i/tp-1 Zp[1/tp-1] .
(Pour la définit ion de l’algèbre d’Iwasawa, C f . [13]*)

Démonstration. - Diaprés le théorème 1, si t e C - B(l , l") , , ~ e ~(~(z~
pour 1 &#x3E; e &#x3E;0 . Diaprés le théorème de Mittag-Leffler p-adique,

(réSp. H0(03B3~/Z2)) = 0 e + 
2 HO(03B3~(3 

+ 
--2 ), algébriquement et topolo-

giquement. On en déduit que l’on peut écrire, de manière unique,

et

La conclusion de la proposition est immédiate diaprés [8~ ou 
Q. E. D.

On déduit de là, en utilisant une caractérisation de l’algèbre d’Iwasawa due à.

J.-P. SERRE [13]~ le corollaire suivant.
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COROLLAIRE i. - pour 0 ~ 1 $ p-1 et pour tEe - B( i , 1-) , on a en posant
à . = (- (?) AÎ ~( ~ ~ (t) et £§ ~ yj = y(y - 1 ) ... (Y - n + 1) ,
1 , n =v 1+ P- - " J,n
n g 1 , 

.

Nous allons maintenant utiliser la deuxième partie du théorème.

PROPOSITION 2. - Si t e C - B(l , p+) avec 1 ~ p = p-03B1/(p-1) &#x3E;
est la restriction d’une fonction localement analytique

sur Z (i. e, c’est une fonction continue sur Z qui est germe d’une fonction20142014 -p -201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 -p -i2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014-

analytique en chaque point de Z ).

Démonstration. - D’après le théorème de Mittag-Leffler p-adique, on a, pour

e = p -h 
t 

&#x3E; p -h" et E &#x3E; p -1 ( h" comme au théorème 1 (ii))~
_ n-1

algébriquement et topologiquement ( 03BEi est une racine (p - 1)-ième de 
i

On a donc 9 de manière unique,

et

On a donc

....

Par conséquent, A*K(t) = 03A3p-1i=1 03A3 
&#x3E;1 

À (t , i) (kn) . Donc, d’après le corollai
re 3 du théorème 3 la suite k ~ Aj+k(p-1)(t) est la restriction d’une

fonction localement analytique sur Z .
P

Q. E. D.

Le même théorème de [2] nous permettrait de calculer le rayon d’ analyticité loca-
le de k mais les formules sont lourdes.

COROLLAIRE 2. - Si

et si

Démonstration. - Un calcul élémentaire sur les coefficients binomiaux montre que

si m  n et que
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Donc

Q. E. D.

On aurait pu utiliser le théorème 3 de [2] pour démontrer ce corollaire.

En fait, pour la proposition 2 et son corollaire, on n’a utilisé qu’une partie

des résultats contenus dans le théorème 1 (ii), mais les énoncés deviennent lourds

si on essaye de les utiliser tous.

PROPOSITION 3. - Si

Démonstration. - On applique les inégalités de Cauchy à Gjv) sur B(0 , r ) .
Q. E. D.

PROPOSITION 4. Si t eC, - B(l , (p-1/(p-1))+) , il existe M(t) ~ R+ tel que

Aj+k( p-1)(t) est la restriction à N

d’une fonction localement analytique sur Z si t vérifie la condition de la pro-
--p

position. Elle est donc lipschitzienne d’après [4]..
Qe Ee De

La constante ?&#x3E;i ( t ) est calculable d’après [4J. En particulier, si t G C P -B ( 1 , 1 ) ,
on a Fi(t) = 1 d’après la proposition 1 et la définition de l’algèbre d’Iwasawa.

La proposition 4 donne alors une propriété de congruences entre fractions 
ration-

nelles formelles. On note, si p( t) = ¿::r:-1 a. ti, ~p~1 = supi 1 a.1 et si

R(t) = P(t) Q(t) ~ £p(t) , on pose ~R~1 = Blpll/BBQB11 ’ c’est la norme de Gauss sur £p(t).
D’après les inégalités de Cauchy, et si Q(t) n’a pas de racines dans B(0 , 1-) ,

on a
l r(+l 1

La proposition 4 a alors pour corollaire le résultat suivant.

COROLLAIRE 3. - Dans C (t) , muni de la norme de Gauss, on a les inégalités sui-

vantes :

et

Démonstration. - Les polynômes t - 1 et tp - 1 n’ont pas de racines dans
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B(0 , 1-) , et en outre, B(0 , 1-) ~ C - B(1 , 1’) .
Q. E. D.

On peut obtenir d’autres congruences dans C (t) muni de la norme de Gauss en

utilisant d’autres boules que B(0 , 1-) contenue dans C - B(1 , 1-) .

Conclusion. - A l’aide de considération d’analyse p-adique, on a pu étudier la

suite n ~ A (t) modulo p suivant les valeu.rs de t E C . Hais en fait, le

théorème 1 est plus riche que la réunion des propositions 1, 2, 3, y 4 et corollaires,
et c’est à partir de lui que l’on peut obtenir les meilleures informations sur la

suite n -- A (t) modulo h (pour compléter le théorème, il faudrait étudier le

comportement de Gt(v) pour jt - 1, - p-l/(P-1) ).
On peut aussi présenter les calculs et les résultats donnés dans cet exposé en

terme de transformation de Cauchy p-adique des distributions, en généralisant
les résultats sur la transformation de Cauchy des mesures donnés dans [8J.
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