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QUELQUES QUESTIONS OUVERTES EN ANALYSE ULTRAMÉTRIQUE

Jean-Paul BEZIVIN

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
~,Y.,~ AMICE, P. ROBBA)
3e année, 1!975/76~ n°’ J6’, 5 p.

Journées d’analyse ultramétrique
[,1t976. Marseille-Luminy]

On signale, dans cet exposée un certain nombre de questions ouvertes dans la

théorie des fonctions analytiques en analyse ultramétrique.

Dans tout ce qui suit, K est un corps ultramétrique complet, et, bien que cer-

taines questions deviennent triviales quand le corps K est supposé à valuation

discrète, on ne fera pas d’autres hypothèses sur K .

1;. Fonctions analytiques bornées.

On note D le disque unité ouvert de K , c’est-à-dire

et D 
n 

le polydisque ouvert, unité de K . Les fonctions analytiques bornées sur

D à coefficients dans K s’ identif ient alors aux séries
n

avec sup ta 1  +.00 t on. fait de cet espace B une algèbre de Banach ultramétri-
v v n.

que en posant = sup " la ’" 1 . On sait que cette norme est multiplicative.
On désigne par V le disque unité fermé de K : V = u E K ~ 1 ~ 1} (qui

est aussi l’anneau de valuation de K ) , et par v le polydisque unité fermé de
n

Kn .’

On note K(X11’... , X). l’espace des fonctions analytiques convergeant sur

V , que l’on appelle séries restreintes ; cet espace s’identifie aux séries
ni

c’est une sous-algèbre de Banach de Bn .
On commence par rappeler certaines questions de VAN DER PUT [11] :

QUESTION n° 1. - Soit l un idéal de type f ini de Il est facile de voir

que si I = (g1 , ... , gs) ,

La est-elle vraie ?

Qn se place dans l’espace
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Soit 1 un idéaL de type f inni de l’anneau E , tel que 1 ~ {Q} . On noten.

et :

On a évidemment 0  ~(~~~ ~ ô 

QUESTION n° 2. - Existe-t-il une constante c(n , 5);’  +- ex&#x3E; , telle que. ? l j~
déal de type fini de En , tel ue I n V: ~ {0} on a it

si 1 a un système générateur de s éléments ?

VAN DER PUT, dans [11IJ, démontre que si la question n° 2 est résolue par l’ af-

firmative, on sait alors réoudre ; par l t affirmative, la question n°. 1~ Dans le

même article, il prouve que l’on peut prendre

ce qui permet de résoudre la question n° 11 pour n = 1, s quelconque, et s = 2,

n quelconque~ On ne connaît pas d’autres résultats à l’heure actuelle.

on peut généraliser ces deux questions de la manière suivante :

QUESTION n° 3. - Soit I un idéal de type fini de Bn , I = (,91 ,.... , 
Si il est facile de voir qu’il existe C, &#x3E; Q telle que l’on ait

Etudier la réciproques Existe-t-il une constante entière A &#x3E; 0&#x3E; telle que (~)

implique g" el?
D’après la méthode de VAN DER PUT, citée plus haut, cette question serait réso-

lue si l’ on savait répondre à la question n° 4.

QUESTION n" 4. - Soit 1 un idéal de type fini de E~ , 1 =~ (911 ’ ~ ~ 
Il est facile de voir que = 1 ne dépend que de I , et pas du

système générateur choisie Si on a

Réciproquement, si (**) est vérifiée, existe-t-il une constante A. ne dépendant

ue de n e t s telle ue gA ~ I ?
On sait résoudre la question n° 4. 9 par l’affirmative, avec A = 2 , dans les

cas s = 2, n quelconque, et n - 1 9 s quelconque9 et on a même dans le cas

n = 1 un résultat un peu plus général pour la question n° 3, puisque l’on peut

traiter le cas d’une infinité de générateurs gk , k E N 9 avec la condition
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Dans le cas n = 1 , s quelconque, la constante A = 2 est la meilleure pos-

sible.

. Il peut être intéressant de regarder ce qui se passe dans le cas complexe ; il y

a d’abord à constater que les analogues des questions posées (des n° 1’ et n° 3) se

formulent en remplaçant sup g. (x) 1 par (¿.=-1 g. (x) 2 2 ...
La question nQ 11 a alors été résolue par CARLESON [4]. Pour n = 1 , un contre-

exemple de RAO. montre que si la condition (*) de la question n° 3 est réalisée,
on n’a pas toujours gel, mais aucun résultat du type gA ~ I n’est connu. Il

n’y a aucun résultat en dimension plus grande que 1 . Pour le contre-exemple de

RAO, voir VON RENTELN [,12]~ .

~ 

Si l’on quitte le cadre des fonctions analytiques bornées, on a des résultats de

ce type pour des fonctions analytiques qui sont dans L2 pour certaines mesures

sur un domaine Q de C (,voir SKODA. [9]). On connaît aussi des résultats de ce

type pour des algèbres de fonctions analytiques à croissance (voir KELLEHER et

TAYLDR [ 6l] ),..

D’ailleurs, on peut se poser des questions analogues pour des fonctions analyti-

ques sur D ~ Si l’on note A(D) l’espace des fonctions analytiques sur D , on a

la proposition suivante, dont la démonstration est tout à fait analogue à celle de

la question n° 3 , dans le cas n = 1..

PROPOSITION. - Soient f. , ... , f e A(D), , et NI le sous-B-module de A(D)

engendré par les fi e.
Soit g E A(D), tel qu’il existe C &#x3E; x e D ,

Alors 

Pour finir, on notera que si l’on se place dans KX1 , ... , Xn&#x3E; , une inégalité
du type (*) (.question nO&#x3E; 3), avec g et les gJ dans ... 9. X) , impliqua

que g est nulle sur la variété des zéros de 1 . Un résultat de TATE([10] ou [.5])
implique alors qu’il existe E 1 ~ mais on ne sait pas borner ce m

~ 

ind épendamment de g et de 1 , et si t 9J: ’ on ne sait pas borner les
ce qui empêche de résoudre la question 3 dans 

2. Questions sur ]es germes de fonctions analytiques.

On note 0 l’anneau des germes de fonctions analytiques en n variables au

voisinage de 0 . On sait que cet anneau est noethérien. On a alors la question
~o 5.

QUESTION n° 5. - Soit I un idéal de (.91: tu. , 9s) , et soit
g E d tel qu’il existe C. &#x3E; 0 , et un voisinage de 0, U , où g et les 9Jj.
sont définis, vérifiant :
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Existe-t-il une constante A ne dépendant que de n et s telle que (***)
implique g ~ 1 ?
On remarquera que le ca s n = 1. e s t triviale et vra i avec A = 1 . D’autre part,

une réponse affirmative à la question n° 4, résoudrait la question n° 5. $ le seul

problème restant alors la détermination de la meilleure constante A possible.

Dans le cas s = 2 9 n quelconque, on a le résultat avec A = 2 , et l’exemple
2 2

= x , 9n = y , 9 = xy montrent que A = 1 ne convient pa s, on a le me il-

leur résultat possible.

Dans le cas complexe, la question n° 5 a été résolue par J. BRIANCON et H. SKODA

L3].

.

DEFINITION. - Soit A un anneau, et ’I un idéal de A . On dit que g e A est
entier sur 1 s’ il existe n e N et a e Ik tels que
201420142014201420142014~. 20142014201420142014201420142014 

~ 2014 ~ 201420142014.~2014

L’ensemble des éléments entiers sur I constitue un idéaL J de A 9 qui con-

tient 1 ~ on consultera ~13 ~ pour plus d’informations.

QUESTIONS 6. -Soit I un idéal de o , 1= (cL , .... On note f
l’ensemble des g e 0 vérifiant la condition (***) de la question n° 5. et J

l’ idéal des éléments entiers sur I . On voit f acilement que J ~ I* . A-t-on
~w.w..w~~~. 

m~ a ~w~~

J=~ 1 ?

Dans le cas de C , la question n° 6 est résolue par l’affirmative (voir LEJEUNE-
TEISSIER [7], J. BRIANÇON [2]).

Bien entenduq on peut formuler la question n° 6 en remplaçant 0 
n 

par B 
n 

... , X ) , en ra j outant J de type fini dans le cas de B .

3. Autres questions.

DEFINITION. - On dit anneau unitaire commutatif est cohérente si l ’ inter-

section de deux idéaux de type fini est encore de type f ini.

QUESTION n° 7. - L’ anneau B est-il cohérent ?

La question ne se pose évidemment pas pour 6 et KX1 , ... , Xn&#x3E; , qui sont

noethériens.

Dans le cas complexe~ on sait répondre affirmativement dans le cas n = 1 (voir
MAC VOY, RUBEL [8]).

Enfin, la plupart des questions posées dans les § 1; et 2 se généralisent. En
notant A un anneau parmi Bn , ... ~ X ~ 9 v~~X~~ 9 ~.~ ~X) , 0 , on
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a donc la question n° 8 (voir [6&#x3E;] }.:.

QUESTION n° 8. - Soit d un entier ~ 1I M un sous-module de type f ini de Ad.
Soit Trouver des conditions nécessaires et (ou) suf f isantes pour ue

g ~ M , en terme de g et d’un système génératuer (f1 t ... ,fs) de 
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