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SPECTRES D'ALGEBRES DE BANACH p-ADIQUES

par Alain ESCASSUT

1e Partitions naturelles et calcul fonctionnel holomorphes

On désignera par K un corps ultramétrique complet, algébriquement close Soit

D un fermé borné de K o On appelle partition naturelle infraconnexe de K -D

une partition @ de K - D dont les éléments sont
~ le complémentaire dans K d'un disque circonférencié @ contenant D ,

- une famille de disques non circonférenciés inclus dans # =D , appelés super-

trousde @ o

On définit un ordre < entre les partitions naturelles infraconnexes de la fagon

sulvantes

Soit @, et @, deux partitions naturelles infraconnexes de K - D . On dit que
@1.< Qz si ®°, © ®, et si tout supertrou de @2 est inclus dans un supertrou de

®

1
1 L 3
Soit ® wune partition naturelle de K -D on notera & (D , ®) l'ensemble des

filtres circulaires [6] de K sécant & D , ou bien sécant & la fols a un super-

©o

trou T de ® et au complémentaire de T « Pour toute semi-norme multiplicative
¢ de K(D) , on notera & le filtre circulaire associé a ¢ « Alors on définit

sur l'algébre K(D) wune ngrme Ilelle

[Hlp = supfe(h) 5 3 c&(D, P} .

On notera H(D , ®) 1%algébre de Banach complétée de K(D) pour la norme ”.“@.

PROPOSITION 1 = Soit D un fermé borné de K , et soient @1 ’ @2 deux parti-—

tions naturelles de K - D telles que Py <Py e Alors on a ”h”D;g‘”h“@T < “ﬂ]@z

pour tout h e K(D) , et il existe un homomorphisme unigue, continu, de H({D , @2)
dans H(D , P1) qui induit 1'identité sur K(D) .

2. Théoréme de Mittag-Leffler pour les partitions naturelles [9]e.

Si A est le complémentaire d'un disque, on notera HO(A) 1'ensemble des

f e H(p) tels que lim.|€|_m f(g) =0«

V4 N
THEOREME 1, — Soit D un fermé borné de K ; soit ® wune partition naturelle

infraconnexe de K - D, et soient (Ti)ieI les supertrous de ® o Soit T up
supertroy de ® (resp. T =K -D) , et soit T' =K - T o Pour tout he K(T')
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ona [Hp = ”h“@ s et cette isométrie de (K(T') , || ol ). dans_ (K(D) 4 ||eHgp)
permet d'identifier H(T') & une sous-algébre de H(D , @) o Soit f € H(D , @) »

Alors il existe fo unique appartenant a Hdﬁ) s €t pour tout i e I , il existe

- \ a K . - )
fi unique appartenant 3 HO(Ti) tel que la famille (fL)L=O, eI,.SOIt sommable

dans H(D 4 ®) et satisfasse f = Z;:@,LEI fi et Uf“_oa = su9i=oqbelﬂfjh2 .

COROLLAIRE 1, — Soit D un fermé borné de K , et soit ® wune partition natu-

relle infraconnexe de K - D . Soit h € K(D) , et _soient Tm 9 ose o In les

spertrous de h qui contiennent au moins un pdle de h « Soit A un infraconnexe

fermé borné de K tel que p_=F et DS i 4 et tel que Ty s eee o T solent

des trous de A « Alors on a “huA = ||blle -

COROLLAIRE 2, - Soit D un fermé borné de K , soit ® wune partition naturelle

infraconnexe de K - D telle que A_= F et telle que tout trou de A soit un

supertrou de ® o Alors l'homomorphisme canonique de (K(a) ”'“A) dans

(K(D) , ”.”@) est isométrique et se prolonge de fagon unique en un homomorphisme

isométrique de H(pA) dans H(D , @) &

Nous allons définir la notion de partition x—canonique gréce au lemme suivante.

LEME 1o - Soit (A , ||e||); une K-algebre de Banach commutative unitaire, soit

x un élément inversible de A , et soit D = s(x) . Soit |lo||* une semi-norme

ultramétrique définie sur A , telle que

e < I <l -

Alors on a

ll—’—bixi |'=H‘3§!' pour tout b e K tel aue |b| < —

EE

Appliquons ce lemme dans le cas oli |||' =|s|| 5 on voit que gréce au lemme 1

- (— - 1 . 1
d (b ll.'l/-,-(_xu_—j-)-'b U =d (a 9,'”"'17('—“'5 " _"‘"‘a)“) si |a - bl < I-____”'/(x — “ o

On appellera partition x-canonique l'unique partition naturelle infraconnexe

de K - s(x) de diamdtre ”xuii dont les supertrous T(a) ont pour diamétre

TG =

3e Algebres de Banach nultbijcctivese

Soit R un anneau commutatif unitaire. On note Max(R) 1l'ensemble des idéaux
maximaux de R , et on notera X%(R) l'ensemble des homomorphismes de R sur les
corps quotients de R par ses idéaux maximauxe Pour tout x € R 4, on notera
o{x) 1'adhérence dans Max(R) pour la topologie de Jacobson, de l'ensemble des
T e Max(R) tels que x £M o Soit F un fermé de Max(R) ; alors l'ensemble
f(F) des xeR , tels que g(x) n F =@ 4, est un idéal. Enfin, on notera I(F)

l1tintersection des idéaux maximaux M € F . Rappelons les résultats élémentaires
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sulvantse

LEM:E 24 = Soit R un anneau comnutatif unitaire, soit d un idéal de R , et

soit F un fermé de Max R tel que F nh(3) =@ . Alors il existe u € 3 satis-

faisant x(u) =1, ¥ x €e%(R) tel que kery €F ,

COROLLAIRE. - Soit R wun anneau commutatif unitaire sans radical, et soit F un

fermé de Max R « Alors, pour tout idéal 3 tel que h(@) =F , on a

f(F) €3 < I(F)

Considérons maintenant un corps L algébriquement clos et valué (ultramétrique
ou archimédien) complets Soit (A ; ||o||) une L-algébre normée comutative uni-
taire j rappelons que l'on note Mult(A , |||]) 1'ensemble des semi-normes multi-
plicatives et Multm(A R ”.“) ltensemble des ¢ € Mult(A 4 [|+|) tels que 1'idéal
ptemier fermé Ker @ des x € A satisfaisant ¢(x) = 0 soit un idéal maximel
[8]e

Soit A une K-algebre de Banach commutative unitaire. Nous noterons 8y la

surjection [7] ¢ -> Ker ¢ , définie dans Multm(A., [l s & valeurs dans Max(4),

et nous dirons que A est multbijective si &, est une bijection. Grice au pro-
N p

cédé du calcul fonctionnel holomorphe, on dérontre le théerréme 2 suivant :
Nous allone maintenant introduire la notion de corps fortement valué afin de

pouvoir résoudre le probléme de la multbijectivité.

Définition. = Soit k le corps résiduel de K , et soit |K| = {Ihl 3 Ik € K} »

Nous dirons que K est fortement valué si l'un au moins des deux ensembles k et

|K| n'est pas dénombrable.

/ \
THEOREME 24 - Si K est fortement valué, toute K-algebre de Banach ultramétri-

que comautative unitaire est multbijectives Si K n'est pas fortement valué, il

existe des infraconnexes fermés bornés D de K tels que l'algébre de Banach

H(D) ne soit pas multbijective.

Preuves — On a démontré dans [5] 1l'existence d'infraconnexes fermés bornés D
tels que H(D) ne soit pas multbijective lorsque K n'est pas fortement valué.
Réciproquement, on va donner un apergu de la démonstration selon laquelle si K
est fortement valué, toute K-algébre de Banach ultramétrique commutative unitaire

est multbijectivee

Procédant par l'absurde, on suppose qu'il existe ¢, et ¢, € Mult(A 4 ||4]])
tels que Ker o = KeT 5 5 oy # ¢, » de sorte que le corps quotient T = A/Ker ©1
est une Ke—algébre de Banach qui possede deux valeurs absolues continues ¢

b(Y)h,=chY) et b(¥)b‘=qQ(Y):

en dééignant par ¢ la surjection canonique de A sur T .
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Alors il existe x € T tel que lem # |x|2 § supposons ixl1.< |x|2 s et soit
@O la partition x-c nonique. Comme K est fortement valué, on peut construire un
infraconnexe fermé borné D possédant un T-filtre croissant ” [4]tel que 1'homo—
morphisme canonique de (K(D) , “’”D) dans H(# , @O)’ soit continu et se prolonge
en un homomorphisme continu N de H(D) dans H(#8 , PO) s définissant ainsi un
homomorphisme continu ¢ = 05 N de H(D) dans T o Alors il existe un élément
g € H(D) strictement annulé par ‘G , et on voit que m(g). n'est pas inversible,
ni nul, ce qui est absurde.

On montre le theoréme suivant par un raisonnement voisine

/ ~
THEOREME 3. - Supposons K fortement valué, et soit A wune K-algébre de Banach
ultramétrigue commutative unitaire. Soit o € Mult(A. , ||«]|) tel que h(Ker )
soit dénombrable ; alors ¢ € Multm(A.. s |l o

4« Algebres de Banach réguliéres et synthése harmonique [2].
W\WNWWWWM

Rappelons qu'une C-algebre de Banach A est dite réguliére si l'application
x => Ker y de x(Aiv sur Max(A) est un homéomorphisme quand on munit % (A) de
la convergence simple, et ilax(A) de la topologie de Jacobson. En fait, il est
équivalent de dire que &y est un homéomorphisme, et comme p est trivialement

continue, il est équivaent de dire que 8, est fermée,

Prolongeant donc la notion d'algebre de Banach réguliére comme dans la théorie
classique, nous dirons qu'une K-algebre de Banach A commutative unitaire est
régulidre si g, est fermée quand on munit MulthA s ||+l]) de la topologie de
la convergence simple, et Max(A) de la topologie de Jacobsone On a une caracté~

risation immédiate des algebres de Banach réguliéresa

PROPOSITION 24 — Soit A une K-algébre de Banach commutative unitaire. Alors
19 F2 de
Multm(A . “.“) s tels que @A(Fl) n @AﬁEQ),=:¢ y il existe x € A tel que p(x) =0
pour tout ¢ € F, , et p(x) =1 pour tout o €F, o

A est réquliere si, et seulement si, pour tout couple de fermés F

Nous allons maintenant rechercher les idéaux & d'une K-algébre de Banach A
satisfaisant & = I(h(3)) « Dans le cas ou h(3) est dénombrable, on obtient ai-
sément un résultat qui ne nécessite aucune hypnthése de régularité ni de multbi-

jectivité sur A .

Définitione = Soit L wun corps algébtriquement clos valué ultramétrique ou archi-—
médien complete Nous dirons qu'une L-algébre de Banach commutative unitaire A
satisfait la condition de Ditkin si, pour tout W, e Mex(A) , et pour tout = € A ,

0
il existe une suite u e A , et une suite de voisinage Vn de ﬂ% (dans Max A ,

pour la topologie de Jacobson de A ) telle que Un e, ye Vn et

lim Xu_ =
n X o
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THEOREME 4. — Soit A une L~algébre de Banach commutative unitaire sans radical,

satisfaisant la condition de Ditkin. Alors, pour tout idéal fermé 3 tel que h(3)

ait une frontiére dénombrable (dans iiax A 4 pour la topologie de Jacobson), on a

= I(h(& )) ’

Preuve. - Il s'agit de montrer que I(h(3)) = @ « Soit
= {mh § n etg}

la frontitére de h(3) ; soit x € 3 et soit e > O « Nous allons définir une suite

(un . vn) ol u €A et V_  estun voisinage de F dans Max(A) tel que

(1) Hx(un+1i - )u e/n
et |
(2) u e, ¢Mhev .

Supposons déja définis (u s Vi ) satisfaisant (1) et (2) pour j =1 4 « 4 Ne
D'aprés la condition de Dltkln, il ex1ste ueA, et il existe un voisinage V de

Bl
et tel que

[[un x(1 - u)u‘ < e/(n+1)2 et uell, gt eV

de sorte que l'on peut deéfinir Upq =W et V -V UV ¢ on voit que les

n n+l
couples (U s V. ) satisfont bien (1) et (2) pour j < n+1 Donc la suite (Ll,V )
est deflnle par rccurrence, et la suite Un x converge évidemment vers une llmlte

Ys e A telle que

(3) ==yl <e 22;1‘1/“2 ety €M, ¥ e VP

et bien slr y Ty € h(3) « Alors h(3d) u (U:=1 Wh) est un voisinage de h(3) et

1l'on a
o(y) an(@) =2,
donc Y, € 3 d'aprés le lemmee.

Enfin ceci est vrai pour tout «>0, ce qui prouve, grdce a (3), que x € 3 puisque

3 est fermée

Remarque. — Cette démonstration ntest pas généralisable dans le cas ou la fron-
tiere de h(3) n'est pas dénombrable. Pour cela nous allons utiliser dans la
théorie ultramétrique un procédé apparenté a 1'étude classique, & l'aide de la
compacité de Mult(A “.H) .

Notationse = Soit A une K-algébre de Banach commutative unitaire, et solt
P c Max(A) « On notera P = @Am(P) e Soit F < Mult (A s || ”) s on notera E 1ta—
dhérence de F dans Mult(A , ||s||) e Enfin, on notera

;,\\

a(h o o) =TTe (A o o)
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On a tout d'abord dans A(A 4 |||) un lemme préparatoire tout a fait analogue a

celui connu dans le cas complexee

LEMME 34 - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique commutative unitaire

multbijective, réguliére, sans radical. Soit 01 g see On un_recouvrement ouvert

fini de A(A 4 ||+]|) « Alors il existe X s eee 5 X €A tels que §§=ﬁ x; = 1 et

—
o-(xi),,COi 'Y V1=1l,to' s NN o

La proposition suivante remplace la proposition bien connue de la théorie clas—

sique selon laquelle, si x “appartient & 3 au voisinage de ", pour tout

M eMax A , alors x € 3, Ici, il faut encore remplacer Max A par A(A.,|]41) .

PROPOSITION 3. — Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique commutative

unitaire multbijective réguliére ,sans radical. Soit 3 un idéal de A et soit

x € A tel que, pour tout ¢ € A(A o ||o]]) » il existe un voisinage VW de ¢

(dans A(A 5 ]|of|) ) et un élément y¢ € 3 satisfaisant e(y¢ -x)=0, V8 e.wy.
Alors ona x € 3,

Maintenant nous pouvons conclure en introduisant deux variantes de la condition
de Ditkin appliquées, non plus 3 Max & , mais & A(A, H.U) s Ce qui est encore,
pour la premiéee que nous allons citer, une forme de généralisation de la condition
de Ditkin classique, A(A 4 ||s]|) étant identifié & Méx(A) dans une G-algébre
de Banach réguliere.

Définitionse — Soit A une K-algébre de Banach.commutative unitaire multbijec—

tive réguliére. Nous dirons que A satisfait la supercondition de Ditkin si, pour

tout ¢ € A(A u.“) et pour tout x € A, il existe une suite u €A , et une
suite V_de voisinages de ¢ dans A(A 4 ||of]) telle que e(un) =0, voeV,
et

lim U X=X e
N N

Nous dirons que A satisfait la condition de Ditkin normée si, pour tout

@ € A(A 4 ||o]]) et pour tout x € A, il existe une suite u € A telle que
II%M = 1 4 et une suite Vn de voisinages de ¢ telle que e(&h) =0, V6 € Vh,

et lim U X =X
Mo N °

Alors nous avons maintenant un résultat qui rappelle celui de la théorie clas—
sique, utilisant l'absence dans la frontiere de h(3) d'ensembles parfaits non

videss

ZTHéOREME 5. — Soit A une K-algdbre de Banach ultremétrique commutative uni-

taire multbijective réguliére sans radical, satisfaisant la supercondition de Dik—
P
tine Soit 3 un idéal fermé, et soit A(3) la_frontiére de f(3) « Alors, si

toute partie fermée de A(3) admet au moins un point isolé (pour la topologie
induite)y on a I(h(3)) =3 .
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Preuve, — Pour tout x € I(h(3)) 4 on notera F(x) l'ensemble des ¢ e n(a ,]14p
pour lesquels il existe un couple (y 5, V) ol y €3 4 et V¢ est un voisinage
de ¢ (dans A(A 4 ||+]|) ) tel que ¢ y¢ -x) =0, Y6 e.vw s €t on notera

G(x) = a(h o [|of)) = F(x) «
Montrons que G(x) =@ , ce qui prouvera que x € 3 d'aprés la proposition.

Dtabord F(x) est évidemment ouvert de sorte que G(x) est fermés De plus,
F(x) contient l'intérieur A de h(3) (dans A(A 4 ||of|) ) & il suffit de consi-
dérer uCP =0 et V =A, Y ¢ €A « Alors nous allons montrer que

? =
F(x) 2 A(A o [|o]) =B() »
==

En effet, soit ¢ € A(A , ||of]) —h(3) 5 puisque AlA , ls||) est compact, il
existe un voisinage fermé 7@ de ¢ et un voisinage fermé W de h({g) tels que
W& n W@ =@ et coome A est réguliére et multbijective, il existe uCP e A tel
que

o(u) =0, vopeW ,et glu)=1, 106eV .
@ @ ®

Alors posons y_=U X 3 nous voyons que ¢ € F(x). de sorte que G(x) = A(3) ,

et par suite G(x) a au moins un point isolé, ou bien G(x) est videe

Montrons donc que G(x) = @ ; pour cela supposons G{(x) # @ ; soit gy un point
isolé de G(x) « Soit Gy, = G(x) ~qq * Alors il existe un voisinage fermé Vi
de ¢, dans A(A 5 ||of]) tel que Gy n Vg = $ 4 et par suite il existe uj e A
tel que e(uo) =1, v0eVy,et e(uo) O, ¥6¢€Gy.S50it y,=uyx3on
a G(YO;- X)=0, 706 e,vo', et il reste donc seulement a montrer que Yo € d

pour en déduire que x, €3 (d*aprés la proposition 3)e

Or nous avons de fagon gvidente Y, e I(h(3)) et
6(yg) © G(%) 0 G(x) = {g} »
Mais grfce & la supercondition de Ditkin, il existe une suite u de A et une
. . _ 4 =0 ,
suite Vn de voisinages de ®Q telles que 6 n) Q, 70 € Vn y et

1lim u
- o

i i Y@M ; Y = ; =
Maintenant, puisque ¢O,é G( n) , on.a G( h) rnG{Yb) # , donc G(un yo) o,
et un Yg € d dtaprés la proposition 2, donc -y, € 3 o

YQ=YQ'

Enfin la supercondition normée nous permet d'obtenir un résultat qui concerne
tous les idéaux fermés. Nous utiliserons ici, & nouveau, une propriété typiquement

ultramétrique.

/N
THEOREME 6. - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrigue commutative uni-

taire réguliére multbijective sans radical, satisfaisant la supercondition de

Ditkin normée. Alors, pour tout idéal fermé & de A, ona I(h(3)) =3.
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Preuve. -~ Soit x € I(h(3)) , soit ¢ > 0 , et montrons qu'il existe un élément
Y, €3 tel que |[|x —-ysu < € o Grdce 3 la supercondition de Ditkin normée, il

existe une famille (U o, V) -~ telle que [[ull = 1 1 x-A < et
0(4 ) =0, v o €V o Maintenant, puisque h(3), est compact, on peut extraire

une famille finie (@m 0 Vm) 9 eee (¢n ’ Wh)v de h(3) telle que

Ul::::,] th > h(a) .
Soit U = n?;1 u et soit y =Uux . On voit que
=1 €

i
8, [ (U7, v (A L))
1

est un voisinage de h(3) tel que x(u) =0, ¥ yx €T , donc Y, € 3 d'aprés
le lemme. Enfin, il est immédiat de vérifier que ”ye - ¥ < e du fait que

AESFRES

et ainsi x € 3 »

On remarque qu'ici 1l'inégalité ultramétrique joue un rSle essentiele
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