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SPECTRES D’ALGÈBRES DE BANACH p-ADIQUES

Alain ESCASSUT

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, P. ROBBA)
3e année, 1975/76, n° J4, 8 p.

Journées d’analyse ultramétrique
[ 1)976. Marseille-Luiminy]

~~. Partitions naturelles et calcul fonctionnel holomorphe.

On désignera par K un corps ultramétrique complet, algébriquement clos. Soit

D un fermé borné de K . On appelle partition naturelle infraconnexe de K - D

une partition Q de K - D dont les éléments sont : 
.

- le complémentaire dans K d’un disque circonf érencié ~ contenant D ,

- une famille de disques non circonférenciés inclus D , appelés super-
trous de P .

On définit un ordre ~ entre les partitions naturelles infraconnexes de la façon

suivante..

Soit P1 et deux partitions naturelles infraconnexes de K - D . On dit que.

@t  @2 si P1 , C @2 et si tout supertrou de P2 est inclus dans un supertrou de

P 1, ’‘
Soit P une partition naturelle de K - D ; on notera &#x26; (D , 6» l’ensemble des

filtres circulaires [,6] de K sécant à D, ou bien sécant à la fois à un super-

trou T de Q et au complémentaire de T. Pour toute semi-norme multiplicative

cp de K(D) , on notera S le filtre circulaire associé à Alors on définit

sur l’algèbre K(D) une norme .

On notera H(D , @) l’algèbre de Banach complétée de K(P), pour la norme 

PROPOSITION 1:. - Soit D un fermé borné de K et soient ~’~, ~ ~’2 deux parti-

tions naturelles de K - D A~lors on a ~ 11h11 (f&#x3E;2 ,

pour tout h E et il existe un homomorphisme unique, continu, de H(D , P2)
dans (1) qui induit l’identité sur K(D).

2. Théorème de Mittag-Leffler pour les partitions naturelles [9J.

Si  est le complémentaire d’un disque, on notera HO(1B.) l’ensemble des

f E H(1B.) tels que . lim|03BE |~~ f(03BE) = 0 .

THÉORÈME 1. - Soit D un fermé borné de K ; soit @ une partition naturelle

infraconnexe de K - D, et soient (Ti)i~I les supertrous @ e, Soit I un

supertrou de @ = K - e t soit T f = K - T . Pour tout h E K(1’ ) ,
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~h~T’ = ~h~P , et cette isométrie de (K(T’) 7 dans (K(D) t, Bl-110»
permet d’identifier H(T’) à une sous-algèbre de H{D , @) 0 Soit f E H{D , P) .

Alors il existe fa unique appartenant à H(P) , et pour tout i ~ I , il existe

f. 1 unique appartenant à teL que la famille soit sommable

da n s H (D s@) et satisfasse f = = 

~ 

L .

COROLLAIRE 1. - Soit D un fermé borne de K 9 et soit P une partition natu-

relle infraconnexe de K - D 0 Soit heK(D) a et soient T1’ , ... , Tn les

supertrous de h qui contiennent au moins un ôle de h . Soit b. un infraconnexe

fermé borné de K tel que 0394 et et tel que T 1 ’ ... , Tn soient

des trous de fj.. Alors on a 

COROLLAIRE 2e - Soit D un fermé borné de K , soit ~ une partition naturelle

infra connexe de K-D telle que ~== ~ et telle que tout trou de 6 soit un

supertrou de 0&#x3E; . Alors l’homomorphisme canonique de (K(A) ?)!~!L) dans

(K(D) ,11.11@) est isométrique et se prolonge de façon unique en un homomorphisme

isométrique de H(6) dans H (D , @) q

Nous allons définir la notion de partition x-canonique grâce au lemme suivant.

1. - Soit une K-..alqèbre de Banach commuta tive unitaire a soit

x un élément inversible de A , et soit D=s(x) . Soit une semi-norme

ultramétrique définie sur A , telle ue

Alors on a

= ~1 X~’ pour tout b OE K ’b ’  -1 .x - lJ X 

U~II
Appliquons ce lemme dans le cas où. n.u’ = 1101.1. ; on voit que grâce au lemme 1

d-(b ’n1/(x1-b)~= ’n1/(x1~a)Ü) si 
a),() °

On appellera partition x-canonique l’unique partition naturelle infra connexe

de K - s(x) de diamètre ~x~A dont les supertrous T(a), ont pour diamètre
1 , 

S~

1l1i(x - a)1I..

3 . Algèbres de Banach multbijectives.

Soit R un anneau commutatif unitaire. On note tv1ax(R) l’ensemble des idéaux

maximaux de R , et on notera 36 (R).. 11 ensemble des homomorphismes de R sur les

corps quotients de R par ses idéaux maximaux. Pour tout x ER, on notera

cr{x) l’adhérence dans NBX(R) pour la topologie de Jacobson, de l’ensemble des

7Y E Max(R) tels que x £ ?. 0 Soit F un fermé de ÀB1ax(R) ;. alors l’ensemble

f(E) des x ER, tels que cr(x) n F = ~ , est un idéal. Enfin, on notera I(E)
l’intersection des idéaux maximaux m E F . Rappelons les résultats élémentaires
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suivants.

2. - Soit R un anneau commutatif unitaire, soit  un idéal et

soit F un fermé de R tel ue F n h(@) = ~ . Alors il existe satis-

faisant = 1., V X E tel ue ker x E F .

COROLLAIRE. - Soit R un anneau commutatif unitaire sans radical, et soit F un
fermé de Max R . Alors, pour tout idéal 3 tel que h(3) ==F . on a

Considérons maintenant un corps L algébriquement clos et valué (ultramétrique
ou archimédien) complet. Soit (A , une L-algèbre normée commutative uni-

taire ; 9 rappelons que l’on note Mu~.t~A 9 l’ensemble des semi-normes multi-

plicatives et l’ensemble des 03C6 e tels que l’idéal

ptemier fermé Ker 03C6 des x e A satisfaisant == 0 soit un idéal maximel

[8~

Soit A une K-algèbre de Banach commutative unitaire. Nous noterons la

surjection [7] 03C6 ~ Ker 03C6 , définie dans Mult (A. 9 ~ .~) , à valeurs dans 

et nous dirons que A est multbijective si ~~, est une bijection. Grâce au pro-
cédé du calcul fonctionnel holomorphe, on démontre le théorème 2 suivant :

Nous allons maintenant introduire la notion de corps fortement valué afin de

pouvoir résoudre le problème de la multbijectivité.

Définition. - Soit k le corps résiduel de K, et soit Ik E K) .
Nous dirons que K est fortement value si l’un au moins des deux ensembles k et

Î n’esA pas dénombrable.

THEOREME 2. - Si K est fortement value, toute K-algèbre de Banach ultramétri-
que commutative unitaire est multbijective. Si K n’est pas fortement valué, i l
existe des infraconnexes fermés bornés D de K tels que l’ alqèbre de Banach

H(D) ne soit pas multbijective.

Preuve. - On a démontré dans [5] l’existence d’infraconnexes fermés bornés D

tels que H(D) ne soit pas multbijective lorsque K n’est pas fortement valué.

Réciproquement, on va donner un aperçu de la démonstration selon laquelle si K

est fortement valué, toute K-algèbre de Banach ultramétrique commutative unitaire

est multbijective.

Procédant par l’absurde, on suppose qu’il existe 03C61 et ’P2 E Mul t(A , 
tels que Ker 

i 

= Ker (?~ ~ c~’~ ~ ~ 9 de sorte que le corps quotient r = 
,

est une K-algèbre de Banach qui possède deux valeurs absolues continues :

en désignant par o la surjection canonique de A sur r .
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Alors il existe x e r tel. que supposons Ixl1.  et soit

(P~ la partition Comme K est fortement value, on peut construire un
infraconnexe fermé borné D possédant un 1-filtre croissant~ [4]tel que l ’homo-.

morphisme canonique de (K(D) , dans H(0 , @ 0)’ soit continu et se prolonge
en un homomorphisme continu N de H(D) dans H(, (P ), , définissant ainsi un
homomorphisme continu n = 0- N de H(D) dans r ~ Alors il existe un élément

S ~ H(D) strictement annulé par ’0 t et on voit que TICS)’. n’est pas inversible,
ni nul, ce qui est absurde. 

’

On montre le théorème suivant par un raisonnement voisin.,
/ "

THEOREME 3. - Supposons K fortement values et soit A une K-algèbre de Banach

ultramétrique commutative unitaire. Soit (? e Mult(A. , tel que h(Ker cp}
soit dénombrable § alors en ~ Mult (A. , Il.11&#x3E; .

4. Algèbres de Banach régulières et synthèse harmonique [2].

Rappelons qu’une C-algèbre de Banach A est dite régulière si l’application

X ~ Ker x de 1(£), sur est un homéomorphisme quand on munit fii (A) de

la convergence simple, et Kax(A) de la topologie de Jacobson. En fait, il est

équivalent de dire que ~A . est un homéomorphisme, et comme ~ ~ est trivialement

continue, il est équivalent de dire que $. est fermée.

Prolongeant donc la notion d’algèbre de Banach régulière comme dans la théorie

classique, nous dirons qu’une K-algèbre de Banach A commutative unitaire est

régulière est fermée quand on munit Mul tm,(A , 11..11) de la topologie de
la convergence simple, et Max(A) de la topologie de Jacobson. On a une caracté-

risation immédiate des algèbres de Banach régulières.

PROPOSITION 2. - Soit A une K-aégèbr£ de Banach commutative unitaire. Alors
A est régulière si, et seulement si, pour tout couple de fermés F1 ,F2 de.

~~2~ ~~ ~ il existe x ~ A tel = 0

pour tout q) 6. (p(x) == 1 pour tout cr e F~ ~
Nous allons maintenant rechercher les idéaux  d’une K-algèbre de Banach A

satisfaisant 3 = I(h(3)) . Dans le cas où h(3) est dénombrable, on obtient ai-

sément un résultat qui ne nécessite aucune hypothèse de.régularité ni de multbi-

jectivité sur A..

Définition. - Soit L un corps algébriquement clos value ultramétrique ou archi-

médien complets Nous dirons qu’une L-algèbre de Banach commutative unitaire A

satisfait la condition de Ditkin si, pour tout ~ e Max(A) , et pour tout x ~ A ,
il existe une suite ,U ~ et une suite de voisinage V de J!L (dans Max A ,

pour la topologie de Jacobson de A ) telle que 
n 

et
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THEOREME 4. - Soit A une L-algèbre de Banach commutative unitaire sans radical,

satisfaisant la condition de Ditkin. Alors, pour tout idéal fermé S tel que h(3)

ait une frontière dénombrable (dans Max A , pour la topoloqie de Jacobson), .Q!l..i!.

S=l(h~)) *

Preuve. - II s’agit de montrer que l(h(3)) c ~ ~ Soit

la frontière de h(S) 3 soit x ~ 3 et soit E &#x3E; 0 . Nous allons définir une suite

(u .V) où u E A et V est un voisinage de F dans tel cf~e
n n n n 

t}.

et

Supposons déjà définis (Uj t V:j) satisfaisant (.1) et (2) pour j = -1 t -. t n.

D’après la condition de Ditkin, il existe U E A , et il existe un voisinage V de

~~n+1, ~~~ ~~~ 
f"B

de sorte que l’on peut définir u 1 
= uu et V 

l’ 
=- V. u V. i on voit que les

n+ &#x3E; n n+ , n

couples (U. , V.) satisfont bien (1) et (2) pour j  n+1.Donc la suite (,ù ,V )
J J 

n n

est définie par récurrence, et la suite U x converge évidemment vers une limite
n

y E A telle que
E

et bien sûr  03C6 E h(ê5) . Alors u Vin) est un voisinage de et

l’on a

donc y e 3 d’après le lemme.

Enfin ceci est vrai pour tout &#x3E;0, ce qui prouve, grâce à (3), que x ~  puisque

3 est fermé.

Remarque. - Cette démonstration n’est pas généralisable dans le cas où la fron-

tière de h(llJ) n’est pas dénombrable. Pour cela nous allons 
utiliser dans la

théorie ultramétrique un procédé apparenté à l’étude classique, à l’aide de la

compacité de Mult(A. , 

Notations. - Soit A une K-algèbre de Banach commutative unitaire, et soit

P c M.ax(A) . On notera P = 03A6-1A(P) . Soit F c 11-1B)’ ; on notera F l’a-

dhérence de F dans ivlul t(A , Il .11), . Enfin, on notera
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On a tout d’abord dans un lemme préparatoire tout à fait analogue à

celui connu dans le cas complexe.

LEMME 3. - Soit A une K-algèbre de Banach ultramétrique commutative unitaire

multbijective, régulière, sans radical. Soit O1 , ... ,On un recouvrement ouvert

f ini de ùA, , 11 .Il &#x3E; . Alors il existe xi, , ... , xn ~ A. tels que 03A3ni=1 x. = 11 et

La proposition suivante remplace la proposition bien connue de la théorie clas-

sique selon laquelle, si x "appartient à 3 au voisinage de M", pour tout

1ft e Max A , alors x e liJ . ici, il faut encore remplacer Max A par ~(A , 

PROPOSITION 3. - Soit A une K-alqèbre de Banach ultramétrique commutative

unitaire multbijective régulière .sans radical. Soit 3 un idéal de A et soit

x e A tel c!ue. pour tout cp e [). (A t. il existe un voisinage V ~ (p

(dans Â(A, ,- () .() ) ) et un élément y satisfaisant e(y - x) = e 

Alors on a x ~  .

Maintenant nous pouvons conclure en introduisant deux variantes de la condition

de Ditkin appliquées, non plus à Max k. , mais à ~(~ ~ ce qui est encore,

pour la première que nous allons citer, une forme de généralisation de la condition

de Ditkin classique, ~(A , étant identifié à dans une £-algèbre
de Banach régulière.

Définitions. - Soit A une K-algèbre de Banach.commutative unitaire multbijec-

tive régulière. Nous dirons que A satisfait la supercondition de Ditkin si, pour

tout cp ~LA(A , et pour tout x ~ A. , il existe une suite un e A , et une

suite V 
n 

de voisinages de (p dans 11 (A t Il -[1 ). telle que = 0, v e ~ Vn’
et

Nous dirons que A satisfait la condition de Ditkin normée si, pour tout

cp E ~ (A . Il 011 ) et pour tout x E A , il existe une suite un E A. telle que

1 = 1. , et une suite V 
n 

de voisinages de ç telle que = 0, ~‘ ~

et u x = X "

Alors nous avons maintenant un résultat qui rappelle celui de la théorie clas-

sique, utilisant l’absence dans la frontière de d’ensembles parfaits non

vides.

THEOREME 5. - Soit A. une K-algèbre de Banach ultramétrique commutative uni-

taire multbijective régulière sans radical, satisfaisant la supercondition de Dit-

in. Soit  un idéal fermé, e t soit la frontière de h(J) . Alors, si
toute partie fermée de admet au moins un point isolé (pour la topologie

I(h(~ » = cl .
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Preuve. - Pour tout x E notera F(x) l’ensemble des cp 
pour lesquels il existe un couple (y y BF ) où y E ~ 9 et V est un voisinage

de 03C6 (dans A (A , 
. 

~.~) ) tel que x) = 0 , ? e E V03C6 , et on notera

Montrons que ce qui prouvera que x ~ J d’après la proposition.

D’abord F(x) est évidemment ouve t de sorte que G(x) est fermé. De plus,

F(x) contient l’intérieur A de # ~, : il suffit de consi-

dérer u = 0 et V 
cp 

= Il, ?(p~A* ~ A : Alors nous allons montrer que

En effets soit (p ~ 0394(A , ~.~) - h(J) ; puisque à(8. , ~.~) est contact, il

existe un voisinage fermé 1 
cp de et un voisinage fermé W 

03C6 
tels que

W 
W 

=. j6. et comme A est régulière et multbijective, il existe u eA tel

que

Alors posons y x: nous voyons que m ~ E(x) de sorte que 

et par suite G(x) a au moins un point isolé, ou bien G(x) est vide.

Montrons donc que G(x) pour cela supposons G~x) ~ 0 $ soit cp~ un point

isolé de G(x) . Soit Go Alors il existe un voisinage fermé ’Wa
de (pQ dans il (A , ~.~) tel que GO n V0 = Ø , et par suite il existe u0 E A

tel que 03B8(u0) = ? e E v0 , et 03B8(u0) = O. V 8 e % . Boit y0 =. on

a B (Yo - x), = 0 ,  e E ’la " et il reste donc seulement à montrer que y0 ~ S

pour en déduire que 3 (câpres la proposition 3.),.

Or nous avons de façon évidente Yo ~. L(h(S)) et

Mais grâce à la supercondition de Ditkin, il existe une suite n de. A et une.

suite de voisinages telles que p ~u ~ _ n = ~- g. ~ ~ E 1~’ n ~ et

Maintenant, puisque ~ ~ G(u~) ~ &#x26;(~) n G~) =~~ , donc G(~ y~) == ~ ~
et un y0 ~ 3 d’après la proposition 2, donc y0 ~ 3 .

Enfin la supercondition normée nous permet d’obtenir un résultat qui concerne

tous les idéaux fermés. Nous utiliserons ici, à nouveau, une propriété typiquement

ultramétrique.

THEOREME 6. - Soit A une K-alqèbre de Banach ultramétrique commutative uni-

taire régulière multbijective sans radical, satisfaisant la supercondition de

Ditkin normée. Alors, pour tout idéal fermé 3 de A , on a l(h(s)) = 3 *
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Preuve. - Soit x E E &#x3E; 0 , et montrons qu’il. existe un élément

Ye E-;;S tel que £ . Grâce à la supercondition de Ditkin normée, il

existe une famille (1.1 ,W ) ~~~ telle que. ![Il Il = 1, 1J".l X - xii :$ £ et
cp ~ cpJ " cp ’’~

03B8(u03C6) = 0; t V e EV. Maintenant, puisque h(3), est compact,. on peut extraire
une famille finie (tp1,’ V 11) , ... (cpn . VIn). de h(;;S) telle que

n~:"1’ U et soit y. = Qn voit ei_~;  YE

est un voisinage de h(~) tel que = 0, V X E r x donc y E ~ d’après
le lemme. Enfin, il est immédiat de vérifier que ~I ~ t: du fait que

et ainsi 

On remarque qu’ici l’inégalité ultramétrique joue un rôle essentiel.
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