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Vd
IDEAUX DE TYPE FINI
D'ALGEBRES DE FONCTIONS ANALYTIQUES BORNéES

par Jean—-Paul BEZIVIN.

On démontre, dans cet exposé, une proposition qui généralise un résultat dd a

M. VAN DER PUT [3]. La preuve suit dailleurs pas a pas celle de cet auteur.

1. Notations et présentation du probléme.
ety el a o el alal o a oyt ar o o o o e i A e a e N e e

On note K un corps ultramétrique complet, algébriquement clos, V est son an—
neau de valuation, D 1le disque unité ouvert de K , et k le corps résiduel
k=V/D.

B est l'algébre de Banach sur K des fonctions analytiques bornées sur D , mu—~
nie de la norme de la convergence uniforme sur D 3 on note K{X} le sous—algebre
de Banach de B des séries restreintes (c'est-a-dire des f = ZneN a, x? yéri-
fiant limlanl =0 ), et V{X} la boule unité de K{X} (les séri®s restreintes a

coefficients dans V ).

Soit I = (\91, g ves gs),. un idéal de type fini de B .+ Dans [3], M. VAN DER PUT

résoud le "Corona problem!", c'est-a-dire montre que si

lnf‘SpreD,1gj§slgj(x)| =§>0,

alors l'idéal I est égal 3 B « On peut se poser le probléme plus général sui-
vant : Soit g € I , on voit facilement qu'il existe alors A > O tel que 1l'on
ait ¢

(*) ¥ xeD, |g(x)gA sunjlgj(X);l .

On veut étudier la réciproque, cette inégalité implique-t~elle g e I ? On. va

montrer que (*) implique 92 € I, mais que l'on n'a pas g € I en général.

On va d'abord résoudre le méme probléme pour des idéaux de V{X} .

2+ Résolution du probléme pour V{X} .
,MWMMMM’WW

On dispose donc d'un idéal de type fini de V{X} , I , engendré par s éléments
(g1I s vee gs) . Il est facile de voir qu'alors tI(x) = SupilngX)| ne dépend

que de I et non pas du systéme générateur choisi.

On va démontrer la proposition suivante

PROPOSITION 1. - Soit g e V{X} tel que |g(x)| g tj(\x), , 7 x €V . Alors

g2 e I, et ce résultat est le meilleur possible en général.

On va d'abord effectuer des réductions du probléeme.



15~02

LEMME 1. = On peut supposer que 3

(1) InVEA{0},

(ii) 81 § est l'homomorphisme canonique de V{X} suz k[X] , 3(I) # {03 ,
engendré par un polyndme de degré d > 1,

(1ii) les g sopt des polynd®mes unitaires de degré d , @(gi) =—¢(gﬂ) e ¥ 1,
et 91(0) =0 .

Preuve (cfe [3])e

(i) Tout d'abord, dire que I NV # {0} , c'est dire que les g, n'ont pas de
zéros communs dans V .

Soit S 1le polyndme des zéros communs aux gj , que l'on peut supposer &tre uni-

taire, et donc dans V[X] « On a alors :

Vi, gj=g§8 et ¥ xeV, |93(x)'S |S(x)! -

On en déduit :

la(x) | <
Il est alors clair que Slg gy donc g=g¥S, gfeVX] «0Onaalors:
lg*(x)' < Supjlgg'(‘X),‘ y 1 XV,
et dona g*2 € Qg%) « Une multiplication par S2 donne alors le résultate
(ii) Dire que &(I) = {0} , c'est dire que sup; Hg | < 15 soit p e k¥ tel que
lp| = sup. “g Jl s et notons '§j p—w g. « Il est clalr que gl e V{X} , ¥ i, et
si 1l'on note F=p = g,ona [x)g sup,l'v (x)| « On en déduit '32 € (” ) et

une multiplication par p  donne alors le resultat. Comme &(I) est un 1deal.de

k[X] , il est engendré par un polyndme de degré d >0 ; si d=0, Te 8(I)
donc il existe élément de I qui s'éerit 1 - h avec ||H| < 1, or un élément de
ce type est invdrsible dans V{X} 4 donc d =0 implique I = V{X} , on peut done

supposer d > T .

(iii) Soit P un générateur de &(IL) , il existe alors un élément £, de I
tel que @(fo) =P ; £, , aun facteur inversible de V{X} prés, est alors un
polyndme unitaire de degré d , on peut supposer fO = Xg + eee € V[X] o Quitte a
diviser les g; par £, » on peut supposer degré 93, < d et (fo P gs)
est alors un systéme générateur de I . Comme degré 9 <d @(gj) = Q 4 donc
(fo s fo + gy 0 eee s fO + gs) est un systéme de générateurs satisfaisant aux pre-
miéres conditions de (iii); pour réaliser la troisiéme, il suffit de faire une

translation sur la variable x

On se place donc dans les conditions du lemme 1, et on poursuit la démonstration

de la propositione

Si g e V{X} , et vérifie lg(x) | < tI(x) s on peut toujours, en vue du résultat

3 démontrer, supposer que g € V[X] (il suffit de faire une division par 9 ) et
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méme de degré < d - 1 . On va faire la démonstration par récurrence sur d , en

fait, on va démontrer que : Si Q est un polyndme vérifiant latx) | < tl(‘x) s

2
alors Q € (\g1 y 000 o 93.)‘ V[X] « Le cas d = 1 est trivial, on se raméne a
(x + A 4 x) =1, et par division par X , & Q=Cte =9 « On a donc

lo < sup(lx + a5 |x1)y v x,
atclt ol < o, e =p\ avec p €V, soit @ =p(x+r) —pxele.
On suppose donc la proposition vraie si dgn - T o
Cas &(gy) = 8(g.) = - On peut supposer &L Qgd~—1.Soit pek,
lo| = sup{lal s 33, gj-(\a), =0} , oma lo| < 1 « Les polyntmes
o™ g (px) =T, ()
sont alors dans W{X] , et unitaires de degré d . Si 1l'on pose
~d Q(x),=‘6(x) ’
6_ € V[X] et vérifie ﬁ(x),l < tu(x) 1= (63) .
Soit q = degré d'un générateull* de @(Af) .Si d<d , an peut appliquer 1'hypo—

thése de récurrence, et il existe de 'I’ e V[X] te].s que

'(\X) ‘Z‘l T (x) gl(x .

Quitte & diviser les 'Ij par E’I , on peut supposer que deg(r.).r <d -1 pour
3> 2 5 l'thypothése deg(Q) g d - 1 dimplique alors deg('IL") <d=-T1.0naz:

() =335 o Ty (x/6) 9500

et le fait que deg TJ < d implique p T (x/p) e V[X] 4 ce qui donne le résultate

Si par ocontre, @ =a , on voit alors que @(" ) -—@(\91) s ¥V igset @(;11) # x9,

On s'est donc ramené au cgs ou

8(gq) = @(\g.) y 13, 3(gy) # x, 94(Q) =0 «

On peut alors écrire g 93 g s Ol gJ et g sont des polyn®mes unitaires,
g§ ntayant que des zéros de module <1, et g des. zéros de module égal a 1 «
On note I 1'idéal engendré par les g:; s et I &'idéal engendré par les g;.'..

Il est clair que l'on a

lQ(X)l st +($» s ¥ X g et IQQX)I t (“) y V Xy
L

on en déduit Q2 et A1 .

On a donc

_ + + S =g + -
R d G s

L -

. ' : : - . 2 -
Soit oz* = g:] co e g: y O = gq eee 9o = I1 vient alors Q cz+ et Q;z a €1 e
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Mais @(a*) et 3{w ) sont des polyndmes premiers entre eux dans h{X] 4 donc il

existe daux polyndmes U, , U, e V[X] , et heV[X], IIH] <1 tels que

U

13a*'+ Uyo =7%-h.

On en déduit
2 2. 4 2 - ,
Q (1 -h)=Q ¢« U‘,h +Q o UQ € (91; 3 see g gs),\[[X} .
Dtautre part I n V # {0} , donc il existe m e N, tel que " eI. Par suite,
-1 2 2 2 L2
(1 +h + see + 0 (1 = h) Q@ =1 -1MQ =Q -h"Q e (gm y soe gs);V[X] ’

d'ou Q? € (gm g eee o gs) V[X] 5 ce qui termine la démonstration de la proposition

Tie Donnons un exemple prouvant que l'on a obtenu le meilleur résultat possible s
= (92 s x(x +)) avec O< Iul < ,et g(x) =xu e

on vérifie |g(x)]| < tI(x) et g I.

3. Résolution du probléme dans B .
On se donne un idéal I = (g1 s see o gs) de B, et geB vérifiant
lo(x)| < A supslas ()| v xeD

PROPOSITION 2, - Dans ces conditions, on a 92 € I , et ce résultat est le meil~

leur possible en général,

Preuves - On peut clairement supposer ”gju T, 7V 3j,et A=1,.Soit alors
e >0, fixé, et Ph € D, Ipn+ﬂ| > lpnl s telle que |p | 1 - ¢ 4 et

On pose gj:,ln(\x)i = gj(pn X) s ON a

gian eV{X} 4 V3, Vn, 9(~Pn x), = gn(x)/ € V/'{X} .

Si In est 1%idéal de V{X} engendré par les 95 0 o0
5]

Ig (x)] < tp (x) 4 ¥V xeV,
L

donc, dfaprés la proposition 1, éi € In e Il existe donc des Y5,n € V{X} tels
que
2
g Qpn x) = Z1ly3)n(x) 93, (X) .
On écrit
( ) = n (n)/x + x" 5 ﬂx) =-ej’n§x) + X" njwn(x)
dtol

g?(pm X) = Z? ei’mﬁx) gj(pm>x) + xn‘nmgx)
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et donc
§ () =55 65 (W) g5(x) + 2" (0) o
Lthypothese Ipn}ni> 1 —¢ , V¥ n, implique alors que
log n/ell € W(h=eds ¥ 3, Vs
On peut alors appllquer une méthode due a M. VAN DER PUT [3], de limite générali-

sées On pose y(c) = lim nﬁ@ﬁcﬂ)s; c = (c ) est une suite convergente ; on prolonge

§ & l'espace de Banach des suites bornees en | 4 avec U¢“ <l +¢eoe

Si 1'on note 85, n( x) = ZS a‘n) k , il résulte de ce qu'on vient de d;re que

30k = = (a2 ,k) est une suite bornee. Sl 1'on pose

J k ‘h( l() et ei(\x) = O a. hx s
cn vérifie facilement que l'on a 3
2 s
Xx) = (x) g.(x)
& (x) = 55 05(x) gyx)
et que ej €eB, V¥ i, cequi termine la démonstration.
I1 reste 3 donner un exemple d'idéal I et de fonction g € B tels que

la(x) | < A suplgj.(X)l et g¢ I,

On suppose K maximalement complet, et on construit alors facilement daux fonc—

tions 94 et g, € B telles que

(i) g, et g n'ont pas de zéros communs,
(i) T =1(9q s o) # B

On considére alors I = (g% . 92(91 + g2)) ,onalcJd,donc I#B, et soit
g=gy9% « On vérifie facilement que g £ I et que

la(x)| < sup(l )|+ lolx) g (x) + gy (1) «

4, Quelques résultats sur B .
MM’vW\MM’\N\NVWM

On a la proposition suivante

PROPOSITION 3. —Si K est maximalement complet, 1'algétbre B n'est pas noethé-

rienne.
On suit une méthode de [2].

On construit d'abord (g1 ’ 92) comme dans le contre—exemple de la fin de la
proposition 2. Og va montrer qu 1i] existe une chatne strictement croissante d'i-
déaux de type fini , (g_1l 9 9 see s Ig ) « Suppoeans J_ construite D'aprés
la construction de 94 et % les gj s J < sy n'ont pas de Zéros Ccommunse

Dtautre part, Js #B o Il existe alors une suite X, € D , vérifiant

supj lgj(xk)l = uk <0 81 k =>w .
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Quitte 3 extraire une sous—suite, on peut supposer que Xy est une suite d'inter

terpolation ([3] 4 [1])e Il existe alors une fonction g € B vérifiant

s+l

9s+m(“2k) =T, 9s+m(x2k*m) =0,

1tidéal J (91 y coe g gs+$) est différent de B , car

s+l

Supjgs+1:|gj Coan) | = gy, »

et u >0 sl k=>o,et g, ¢ J, car, sinon, il existerait A > O tel

2k+
que ‘gs+m(x)| <A supjlgiQx)| s ¥ x €D ; enprenant x = x5, , on obtient

1 g Auzk - 0 , d'ou contradictions

On a comme conséquence facile le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1% - Les seuls idéaux maximaux de type fini de B sont les noyaux

de morphismes f —=> f(g) o ¢ €D «

Enfin, on peut démontrer une généralisation de la proposition 2.

PROPOSITION 4. - Soit g, € B , telle que li@}g&j =Q si k—>» . S0it geB

telle qu'il existe € > O wvérifiant

y x €D, lalx)| <G suplg,(x)

Alors il existe 6, €B , sup“ek“ <+ o 4 tels que

¢ (x) = T 0, (x) g bx)

On utilise les mémes méthodes, au moyen du lemme suivant ¢

LEMVE 2, - Soit I wun idéal de V{X} , engendré par une suite 9 € V{X} ztelle
que Hgﬁl -0 si k= o . Alors I est de type fini.

Preuve. - L'idéal J de K{X} engendré par les 9 est principal, engendré par
P e V[X] , “H[n= 1 « On a donc, 7 k , 9y =rek7P v et 3 1y et des bj € K{X}

tels que P=2_"b. g. «
q 1 by 9y

On en déduit
n
0
9 = 24 O by 950 ¥ ke

D'autre part, ”gk“ = “ng“ql = “eﬂ] donc ”eku ~ 0 . Pour k> ky , on aura
donc, YV j , ”eQHlbj” < 1 4 d'ou 9 € (gi g oee o gm) avec m = sop(ko ’ no) ’
et la conclusione '
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