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VECTEURS DB WITT ET ANALYSE p-ADIQUE

par Gilles CHRISTOL

Nous voulons montrer comment la technique des vecteurs de Witt permet de formali-~
ser le passage de proprictés modulo ph a des propriétés ‘p—adiques pour les fonc~—

tions analytiques bornées & coefficients dans un corps de valuation: discréte.

Qe Rappels sur les vecteurs de Witt (voir [1] par exemple).
M‘WWV\M’W\I\N\MNW\M
x désignant la suite de variable (xO s oeee 3 X ess) 5 NOUS pOSONS

n ‘n=1
- = P n .
Wn(‘x) -Wn(\xo y see o xn). =X, +p x? + eos + P X .

Il existe alors, pour chaque: n , des polyndmes Pn et Sn s a coefficients dans
Z 3 ’

Pn(\x Iy Y), = Pn(\XO g eeo 9 xn‘,-; YO 9 ooce Yn)

|

wn
—

el

sn,(\x s Y) = o v e xn3 YO 9 eee Xn)

tels que, modulo.,pn+1= s On ait

Wn(\po g oee pn) = Wn(\x),l Wn(Y,) 9 Wn(so 3 ®oo 9 Sn)

o
]

Wn(x) + Wn(y), )
Par exemple, on vérifie immédiatement que

p_.p_
S, =X, +* § S, =x, + + QXO ’ YO) e y8
0% *Yg ¥ 2 =Xt Y, T .

N
On appelle vecteurs de Witt de l'anneau k 1'anneau W(k) = K~ muni des lois de

composition

(ao, LN ] ’an’...) + (\bo g eee 1] bn 9 D.l) (\SO(\aO,bO) § eoe 9 Sn(xa 9 b-) 9 l.‘)

(:\ao,nno ,an .~ooo) X (\bo 9 cce 9 hn 9 aoo) = (\PQ(\aO, bO) g 9e¢e o Pn(a ) b.), ’ IQ.) *

Urr caloul simple montre que

. P fois X p b
p(\ao 9 ece an P o-o) = (ao ’ o-.) + ooe + (ao ’ ooo) = (O 9 ao g oee g an 9 ooo)

Si k est un anneau parfait de caractéristique .p , on peut définir un automor—
phisme ¢ (dit de Frobénius) de W(k) :

(‘-\ao 9 ove an 9 '..)O' = (ag g eee ag Py tl.) .

W(k) est muni de la valuation v(a) = inf(n ; a, #0) si bien que wv(a) > n est
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équivalent a3 a € pn W(k), » Si ag € k 4 alors

V[(\ao 9 a,]' g oo 9 an [] to.)p - \ap 9. O 9 o0 $ O 9 oon)] ?-h + 1

Q
h
quels que soient les a; 3 on considérera donc que ag est un élément de
h
W(k)/p W(k) «
On peut alors écrire la formule
n n+1
Wn(a) =a% (modp ) e

lie Comparaison de W(k[[x]]) et de W(k)[[x]] .
Pour simplifier 1'écriture, nous posons A = W(k) «
Un élément £ de A[[x]] sera noté 2£(n) x , et A[[x]] sera muni de la to-
pologie de la convergence uniforme, c'est—a-dire de la valuation définie par
v(f). = inf v(f(n)) .
Nous définissonsy en outre,:sur A[[x]] , les deux opérateurs

Uf =2 f(npy x5 £ =2(£n))° x"

h =h
LEMME., - Si f appartient a A{[x]] , la suite Ub(fp )d converge, quand h

tend vers ltinfini, et sa limite ne dépepd gque de la valeur de f modulo p .

On a vu que v[(£¢n))P = (£(n))°] > 1 5 clest-a-dire vI£P(x) = £ (xP)] >1, ce
qui nous donne

h h=li
v[fp (x) -‘ij)p pr)] =z h

puisque ¢ est un automorphismee. Enfin U et o cnnservant les valuations, on ob-~
tient

h h .
VUP(EP O - ubT(gP

h
£P

h=1 =(h=1)
hd 1=>h,

ce qui démontre le lemme, puisque ne dépend, modulo ph s que de f modulo p.

On définit donc une application ® de k[[x]] dans A[[x]] en posant, aprés
avoir choisi un représentant quelconque de f dans A[[x]] ,

h h -h
®(£). = lim U"(£P )

LEMVME, — ® se prolonge en une application A-lindaire de W(k[[x]]) dans A[ xll
pax

-1 -n
; n
@[(\fO g oeo 9 fn [] ooo),] = 6)(\fo) + p Uf @(f/h)o- "‘ FY. K J "i‘ pn u’ @(fn)o- + «e &
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Dtapres les définitions, on a
@(fQ y ves) = P wh(f)?7 (mod. ph*q'), .
Ce. qui montre, pour a dans A (c'est—d-dire aussi dans W(k[[x]]) ) et £ et
g dans W(k[[x]]) :

-h ;
®af + g). = u,h[wh(\a) W, (£) + v\lh(\g);]c’ (mod. ph“' )
~h -h

+ Ul W (g (mod phe+1 )

I

, c-h h o}
Wﬁ(a), 16 wh(_f),

=a P(f), + (g) (mod ph+m)

D'autre part, nous définissons une application A-linéaire 2 de A[{x]] dans

W(k[[x]]) par
2 continue pour la topologie x—adique,
2(a), = (ao SRTTRPRE S ees) pour a dans A ,

Q(\x), = (\x 9 0 g ece0 g 0 9 c.o) (]
IEMME. - ma@og=1.
h
Par définition, Wh(QQﬁ)) = Zn Wh(f(n)) x® | ce qui donne bien
~h -h
P o 2(£) = UP[wh(gz(f),,):P = Zn Wy (£¢n))° X = 2¢n) X" (mod phlhy |

Dans la suite, nous identifierons les éléments de A[[x]] avec leur image, paxr
9 , dans W(k[[x]])

PROPOSITIONe ~ f est un élément analytique (resp. algébrique) si, et seulement

si, les f. sont rationnels (resp. algébriques).

Si f appartient & k(x) , il existe une fraction rationnelle 3 coefficientsdans
A 4 dont f est la réduction modulo p (il suffit de choisir un relévement des élé-
ments de k ).

Comme 1'opérateur Uh transforme une fraction rationnelle en fraction rationnel-
le, on voit que ®(f) est encore une fraction rationnelle (de A(x) cette fois).
Par conséquent, si les f; sont rationnels ®(f) est limite uniforme de fractions
rationnelles. Pour les élements. algébriques, le railsonnement est le méme : si k
est parfait, toute fonction algébrique (sur k(x) ) est @iagonale d'une fraction
rationnelle a 2 variables, et inversement, toute fraction rationnelle a 2 variables

sur A a une diagonale qui est algébrique.

by

Inversement, si f est un élément analytique, il existe deux polyndmes a coeffi—
cients dans A , tels que '

h+1: )

Q(x) £(x) = P(x) (wmod p et Q(0) =1 ,
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ce qui donne
: h#1-
Wh(Ql Wh(f) = Wh(P) (mod p ")
d'all on tire
fh(X) QO(\X) = p01yrl6me en x , fo 9 dee o fh""1 9
ce qui montre, par récurrence, que ﬁh est une fraction rationnelle.
Pour les ¢léments algébriques, la réciproque est un cas particulier du théoréme

suivant (h = 0) .

/ N
THEOREME. ~ Si f est un élément de A[[x]] et P(x , Yo o s s yh} un poly-
néme a coefficients dans A , tels que

h: _h
110 P[x 5 £(x) 5 £P) ;5 eee o £ (X )1 =0,
h
2a P(_x,y,y,p,... ,Yp),iéo (mod p) ,

3@ I1 existe un polynéme Q & coefficients dans A , et deux entiers k et 1

tels que

k k
P(x Yo 2 *°¢ o Yh) =Q;(\x ’ Yg 9 see g Yﬁ )

k k+1 k+h.
é?l%:x ] fp (\X) ] fp (\X), 9 sos 9 fp (\X)/] # 6 (\mod p) .
1

Alors f est un élément algébriques

h ph h h
Si f = (fo 9 oee fn , .oo) 9 alors 1.0' (X ) = (\ﬁg g ose 9 fi 9 oco) s CE& qui

donne :

0

h _h
Wn[PQx s £(X) 5y eee £ (xp )] (mod.pnkﬂ)

+1
P[xp s Wn(fo g oo o fn) 9 oee 9 Wn(fg g oo g fﬁ )1 (,mOd pn ’) ;

en particulier, on trouve

h
P(x 3 £y eee 5 £5) =0Q (mod p) 4

ce qui montre, d'aprés la condition 2° que £, (qui appartient 3 k[[x]] ) est al-

gébrique sur k(x) «

La condition 3° permet d'écrire
k

n 3 J ) = Pn ( J )Pk (v, + 3 H)P ]
+ P2 s eee g Y * P72, = Q[x s (Yg + P 25 ywee o(Y, +P zl"

P(xp ) YO

; n k k .
= [Q + p3+kgzo E%’ *oaes ¥ 3 5%%)] O A ity
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ce qui donney avec j =n - k ,

Pn Ph Ph
P[X 9 Wn(fo 9 eee fn)/ g o0 Wn (\:EO g oes fn ),]

n n ki n+h : k+h+1
I p n-k=J1: .p p n-k-1 _p
= P(x" , £ + ees +p ket ? e s By Feee + P ) )

k k+h _ n n+k n#h+k
nerep _9Q p o _9Q P p p n+1
+p [[fn_k aY'O + eee + fn_k ayh] (\x ) fo g e o fO ),] (mod P )

par récurrence, on voit que le terme P{...) doit &tre nul modulo pn s et donc que
£ est zéro d'un polyndme: & coefficients dans k[[x]] dont le coefficient du

n-k Kb
terme de degré p " est

- k ke n
[(S?,-Q)C (x s fg 9 ece 9 fg )/]p ]
‘1

c'est-a-dire n'est pas nul d'aprés l'hypothése 39, fn-k est donc une fonction al-

gébrique sur k(x , £y 9 eee s fn+k—ﬂ) ety par récurrence,est algébrique sur k(x),.

Remarquese — La condition 3¢ m'est certainement pas la plus faible possible pour
obtenir le résultat, on n'a en effet considéré que les termes linéaires d& Q ,
mais les calculs deviennent trés compliqués. La condition 25, par contre, est indis-
pensable ; on sait par exemple que la série théta s zh=o x? s est solution d'une

équation du type
2
P(£(x) , £(xP) , £(x" )) =0,
2
telle que P(y , yp y Yp ) =0 mod p « Or, on peut démontrer que cette fonction
n'est pas un élément algébrique.
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