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FACTORISATION D’UN OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL, III

Philippe ROBBA

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y’. AMICE, P. ROBBA)
3e année, 1i975/76~ n° 6 , 6 p. 8 décembre 11976

(d’après un travail en commun avec E-. DWORK j,1’])

Soit L un opérateur différentiel linéaire à coef f icients éléments analytiques

dans A = D(0 , 1") ~ On sa it [4.] que l’opérateur dif f érentiel unitaire. R qui dé-

f init le noyau borné de L dans le disque générique a ses coef f icients éléments

analytiques dans le disque générique, et que la dimension du noyau borné de L

dans A est inférieure ou égale à celle du noyau borné dans le disque générique.

L’objet de cet exposé est de montrer que lorsque ces deux dimensions sont égales,

le s coe f f icients de l’ opéra teur différentiel unita ire déf inissant le noyau borné de

L dans A sont les prolongements analytiques des coefficients de R .

11. Mutations.

Soit K un corps value ultramétrique complet, et soit Q une extension algébri-

quement close, complète de K . On suppose qu’il existe t e Q , ~t~ = 1 , tel que
t soit transcendant sur le corps résiduel K .

Soit A =~D(Q , 1") .- On note H(A). l’espace des éléments analytiques sur A à

coef f icients dans K , et le corps quotient de i~.(p ~; ~ Un élément de 

sera appelé un élément m éromorphe dans A 

On note W Q l’espace des fonctions analytiques bornées dans D(O, 1 )~ et M

le corps quotient de La norme de la convergence uniforme définit

sur Wo une valeur absolue qui s’étend de façon unique à M . Cette valeur absolue

définit une norme sur M notée Il Ilcr ..

On note E le complété de K(x) pour la valeur absolue de Gauss (qui coïn-

cide avec ’’ )! !! "o’ )~ E s’identifie à l’espace des éléments analytiques sur D(,t, 1~~

à coef f icients dans K, et s’ identif ie à un sous-espace de E .

. Si 

Ceci définit une norme sur Si L ~ R(A)[.D,] ,. alors pour u e M , on a

Lue M et

2., Comparaison des noyaux bornés dans A et le disque générique.

On notera Ker t L le noyau de L formé de fonctionsanalytiquesau voisinage d~.

point t.
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2.1. THEOREME ([4:], théorème 5.8).. -. Soit R le qénérateuruni-

taire de l’idéal fermé dans E[D] enqendré par L . Alors

l ~

2.2. 

1~ Soit L E H(A)~D] . On a

2° Soit R l’opérateur défini au théorème 2.1. Si ou si

et si A n’est pas une classe singulière pour L, on a l’éqalité dans (*).
ormw

30 Si (*) e.st une é g alité, les coefficients de R se prolongent en, fonctions

méromorphes dans 0394 (et Ker L n M est. alors le noyau dans Ô de l’oérateur

ainsi prolongé). Si la valuation de K est discrète, les coefficients de R sont,

plus précisément, des éléments méromor hes sur 0394 (autrement dit R E ),.

Remarques.

110 On rappelle que Ô n’est pas une classe singulière pour R si, pour tout

a =A  dim Kera R = ordre R .

2 °~ Le théorème 2.2 re s te vra i si l’on tra va i l le dabs une couronne A de rayon

extérieur 1, (A = (x E 0; r ~ H 1  1~) au lieu de travailler dans une classe

résiduelle.

3° Le résultat est similaire au. théorème 2.2 de [~~ qui compare les noyaux de

L dans A et dans le disque générique :

Démonstrcition.

1f° Ce résultat est déjà connu ([4] , théorème 6..2) .

2° Ceci se démontre comme le résultat correspondant du théorème 2.2 de [5;].

3°Soit k = ordre R = dim(Ker L n M) "

Soit u.... u k une base de KerLn M avec = 1i ~. 11 ~ i ~ k ..

D’après le théorème 2.1., il existe R E P~ et Q. E (R(A)ID] tels que

Posons R u. = 6 ... On obtient
n i n 1
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et donc

Soit N l’unique opérateur différentiel unitaire d’ordre k à coefficients

dans M tel que On a alors

Ceci est un système d’équation dont les inconnue-s a . sont les k coefficients
nJ

de R - N . Le système se résoud pour les formules de Cramer, ca qui donne la ma-

joration

où, c = ne dépend pas de n..

Les coefficients a de N sont donc les limites dans M d’une suite de frac-
J

tions rationnelles a . qui, par ailleurs, convergent dans E vers les coeffi-

cients correspondants de R . Le résultat annoncé est donc une conséquence de la

proposition 4.

3. Une classe d’ensembles analytiques.

Nous allons indiquer comment à toute fonction analytique bornée dans A est

associée une famille d’ensembles analytiques,

Soit h E W~ ~ Pour tout c E )0 t 1~( , nous définissons les ensembles

;’ ,

THEOREME (MOTZKIN [3J);e - Soit h E Pour tout C 1y l’ensemble Dc
donc également Yc ) est abalytique.

Remarques.

1:° Si la valuation de K est discrète, h n’a qu’un nombre fini de zéros dans

0394 , donc D est 03A9 privé d’un nombre fini de disques, c’ e st donc un quasi-con-
c

nexe, donc trivialement un ensemble analytique.

2° La conclusion du théorème est fausse si h n’est pas borné comme le montre

le résultat d’ESCASSUT [2J correspondant à h(,x) = log(1 + x) .

4. Un résultat de prolongement analytique.

Soit FEE t et f E E , une suite de fractions rationnelles convergeant vers
n

F . Comme la valeur absolue de Gauss et la norme 11 coïncident sur si Ln
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converge vers une limite f dans M t toute autre suite approximante de F con-

vergera vers la même limite f . On peut donc considérer que f est un prolonge-

ment de F en une fonction méromorphe dans fi .

Ce que nous allons montrer c’est que f e_st le prolongement analytique de F au

sens usuel du terme.

Avant d’énoncer le résultat essentiel, observons que tout f e M qui est adhé-

rent à E définit, de façon canonique, un élément E de E ; en effet si fn ~ E~
converge vers f, (f ) est de Cauchy, donc converge vers F dans E, et claire-

ment la limite F ne dépend pas de la suite approximante choisie 

Soient g, h E W tels que f = g/h soit adhérent à E dans

M . Alors, pour tout C e )0 , 1.( , f prolongée par F sur D(t , 1 ) ~ est un
élément analytique sur Y (donc f est une fonction analytiQue sur Y ) .

En d’autres termes, f (resp~ F ) est le prolongement analytique de F (resp.
f ) .

Démonstration. - Les pôles de f, qui sont les zéros de h, sont répartis sur

des cercles r (de centre 0 ) et de rayon r , la suite r étant croissante
rr n n

et convergeant vers 1 (ou est finie) . Les trous de Y 
c 

situés dans A sont éga-
lement contenus dans ces cercles r n, .. On posera

où. F 03B1 représente la partie singulière de f relative au pôle 03B1.

1re étape : Montrons que ~ 0 quand n ~ ~.

, 
c

Etant donné E &#x3E; Q. 9 il existe Q E E~ teL que

Comme Q~03C3 = iL existe r  1: teL que l f - c~

pour tout p e )r , 1i( ~ et tel que Q, n’ait pas de pôles dans la couronne

Soit V = r ~ Y~ ,~ Comme Q n’a pas de pôles dans r , pour tout trou r’ t
n n c. n n

et donc

Qx (par definition de Y , donc de V ) ,. pour tout 
c n n
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et comme g - hQ est analytique sur r n ’ on a, pour tout x E 

I.(f - (,9 - 1 ~ g - = 

et par conséquent, si rn E ~r 9 1~(

Comme on a donc

et finalement

2e étape : Posons f = (cette série converge dans H.(D ) en vertu de

le première étape), et

FLB = partie singulière de F relative au trou A de D(.t, 11-) .

Nous allons montrer que f 
l:.B 

= P: 
11 

en tant qu’élément de H(C0394).

Q. et r étant comme dans la première étape, et Q étant la partie singulière
de Q relative à ~ , on a

On peut supposer que l’on a r ~ r pour tout n 9 r appattenant au groupe des

valeurs Posons r = (x ; |x| i = r} , et soit 1 le trou de r ;

On a

et

Comme par ailleurs E pour rn, &#x3E; r , on a finalement

et donc

Cette majoration étant vérifiée pour tout E &#x3E; 0 , on a l’égalité annoncée.

3e étape : f - f se prolonge en une fonction analytique bornée dans ’ 

donc.

peut être considérée comme un élément de W .

F - F 
6 

se prolonge en un élément analytique sur b , donc peut être considérée

comme un élément de W .

Nous allons montrer que f - f~ = F - F en tant que fonctions analytiques
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bornée s sur 0394 .

Q étant comme précédemment, on voit que Q- Q E ’ et, de plus , ’

On a done, pour tout e &#x3E; 0 ,

ce qui démontre notre assertion :

Finale - On a , pour tout x 
c

or f E H(Y ) et F - F e u H(Y ) ~ Donc f e~i la restriction
6 c A c,

à Z 
C 

de f +- (F -. F ), élément analytique sur Y . Par ailleurs, ’ pour

on a = ce qui montre que la restriction de f 0 ~- à 

est F . Ceci achève la démonstration de la proposition.,,
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