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FACTORISATION D'UN OPERATEUR DIFFéhENTIEL, IIT

par Philippe ROBBA

(d'aprés un travail en commun avec Bs DWORK [1])

Soit L wun opérateur différentiel linéaire a coefficients éléments analytiques
dans A =D(0, 1) . On sait [4] que l'opérateur différentiel unitaire R qui dé-
finit le noyau borné de L dans le disque générique a ses coefficients éléments
analytiques dans le disque générique, et que la dimension du noyau borné de L
dans A est inférieure ou égale 3 celle du noyau borné dans le disque génériques
Ltobjet de cet exposé est de montrer que lorsque ces deux dimensions sont égales,
les coefficients de l'opérateur différentiel unitaire définissant le noyau borné de

L dans A sont les prolongements analytiques des coefficients de R o

1e Notationse
Py ot oo o o a el

Soit K wun corps valué ultramétrique complet, et soit (O wune extension algébri-
quement close, compléte de K o On suppose qu'il existe t € , |t| =1, tel que

T soit transcendant sur le corps résiduel K

Soit A =D(0 , 17) « On note H(a) 1'espace des éléments analytiques sur A &
coefficients dans K , et R(p), le corps quotient de H(a) « Un élément de R®(a)

sera appelé un élément méromorphe dans A «

On note WO

le corps quotient de WO . La norme de la convergence uniforme sur A , définlt

1'espace des fonctions analytiques bornées dans D(0 , 17) , et M

sur WO une valeur absolue qui s'étend de fagon unique & M « Cette valeur absolue

définit une norme sur M notée H ”c -

On note E le complété de EO = K(x) pour la valeur absolue de Gauss (qui coin—
cide avec || | ). E s'identifie 3 l'espace des éléments analytiques sur D(t, 1)
o

3 coefficients dans K , et R(A) s'identifie & un sous-espace de E .

Si LeE[D], L=2 c_(0"/mt)

4] = supgliCll «

Ceci définit une norme sur E[D]e Si L e ®(a)[D] , alors pour u e M , on a
lueM et

finie

< 8 1l

2. Comparaison des noyaux bornés dans A et le disque générique.
On notera Kert L le noyau de L formé de fonctionsanalytiquesau voisinage da

pOil’l't t oo
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2.1. THEOREME ([4], théoréme 5.8). —Soit L € E[D] « Soit R le générateur uni-—

taire de 1'idéal fermé dans E[D] engendré par L . Alors

= 0
K.er,t R Ker L n Wt .

’ N
2.2, THEOREME,
1° Soit L e H(A)[D] « On a

(*) dim(Ker L n wt) > dim(Ker L n M) .

20 Soit R 1'opérateur défini au théoréme 2.7, Si R € H(a)[D] , ou_si
R e R(a)[D]

et si A n'est pas une classe singuliére pour L , on a 1'égalité dans (¥)e

3° Si (*) est une égalité, les coefficients de R se prolongent en fonctions

méromorphes dans A (33 Ker LA M est alors le noyau dans A de l'opérateur

ainsi prolongé). Si la valuation de K est discréte, les coefficients de R sont,

plus précisément, des éléments méromorphes sur A (autrement dit R € ®(A)[D] )

Remarquese«

1° On rappelle que A n'est pas une classe singuliére pour R si, pour tout

ae€eph, dim Ker R = ordre R .
a

20 le théoreme 2.2 reste vrai si l'on travaille dahs une couronne A de rayon
extérieur 1 (A ={xeq; r<g |x| < 1}). au lieu de travailler dans une classe

résiduelle..

30 Le résultat est similaire au. théoréme 2.2 de [5] qui compare les noyaux de

L dans A et dans le disque générique ¢

Démonstrations

1° Ce résultat est déja connu ([4], théortme 6.2).

00 Ceci se démontre comme le Tésultat correspondant du théoréme 2.2 de {3].
30 Soit k = ordre R = dim(Ker L n M) «

Soit u; ees Uy une base de Ker L n M avec “uj”c =1, Tgigke

Dtaprés le théoréme 2.1, il existe R _ € EO[D] s Pn et Qn e R(p)[D] tels que

IR, - Bl < 1/n
[Pl < W/n

Rn=Pn+QnLo

Posons R u. =6 _. « On obtient
n i ni
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et donc

lenslly = IPn willy < Pl < Wn e

Soit N 1l'unique opérateur différentiel unitaire d'ordre k a coefficients

dans M tel que Nui =0, Tgigk.Onaalors

(Rn; - Nl)’ui = en'

;09 1?$lrskv

Ceci est un systéme d'équation dont les inconnues anj, sont les k coefficients
de Rn — N . Le systéme se résoud pour les formules de Cramer, ce qui donne la ma-

joration
“anj“o' < 1/6!‘1
ol ¢ = eronskien(ui)uc ne dépend pas de n

Les coefficients aj de N sont donc les limites dans M d'une suite de frac-
tions rationnelles anj qui, par ailleurs, convergent dans E vers les coeffi-
cients correspondants de R . Le résultat annoncé est donc une conséquence de la

proposition 4.

3. Une classe d'ensembles analytiques.
WIWWMMN

Nous allons indiquer comment & toute fonction analytique bormnée dans A est

associée une famille d'ensembles analytiques.

Soit h e WO « Pour tout ¢ € )O , 1( , nous définissons les ensembles

7 = {X €A 3 |h(x)| = C‘hlo(\lxl)}
¥, =2, uD(t, 1)
D, =2 U Ca

Y = UO<C<1E YC *

7 ~
THEOREME (MOTZKIN [3]). — Soit he Wy « PBour tout ¢ € 3O 4 I 5 l'ensemble DC

(et donc également YC ) est ahalytique.

Remarques.
1° Si la valuation de K est discréte, h n'a qu'un nombre fini de zéros dans
A 4 donc DC est  privé d'un nombre fini de disques, c'est donc un quasi-con-

nexe, donc trivialement un ensemble analytiquee.

20 La gonclusion du théoréme est fausse si h n'est pas borné comme le montre

le résultat d'ESCASSUT [2] correspondant & h(x) = log(l + x) .

4, Un résultat de prolongement analytique.

Soit F €E 4 et frl € E , une suite de fractions rationnelles convergeant vers

F . Comme la valeur absolue de Gauss et la norme || | coincident sur E, , si £
O’ i
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converge vers une limite f dans M, toute autre suite approximante de F con-
vergera vers la méme limite £ . On peut donc considérer que f ast un prolonge-

ment de F en une fonction méromorphe dans A

Ce que nous allons montrer c'est que f est le prolongement analytique de F au

sens usuel du terme.

Avant d'énoncer le résultat essentiel, observons que tout f e M qui est adhé—
rent a EO définit, de fagon canonique, un élément E de E ; en effet si fn € E,
converge vers f , (fn) est de Cauchy, donc converge vers F dans E , et claire-

ment la limite F ne dépend pas de la suite approximante choisie (fn) .

PROPULITIUN. - Soilent g, h e Wy tels que f = o’h “soit adhérent é_ E, dans
M . Alors, pour tout ¢ € JO, 1( , f prolongée par F sur D(t , 1) , est un

élément analytique sur YC (donc f est une fonction analytique sur Y ).

En d'autres termes, f (resp. F ) est le prolongement analytique de F (respe
£f).

Dgmonstration. — Les pdles de f , qui sont les zéros de h , sont répartis sur

des cercles T (de centre 0O ) et de rayon r  la suite 1 étant croissante
et convergeant vers 1 (ou est finie). Les trous de Yc situés dans A sont éga-

lement contenus dans ces cercCles Fn « On posera

fn = zﬁcrn f1'= Z&Ernzh(a)=0 ga

ol E,, représente la partie singuliére de f relative au pdle « »

lre étape : Montrons que “fn“D = 0 quand n > ® «
T C

Etant donné ¢ > Q , il existe Q € E, tel que

0]
|F - QlE < ce
“f ~Q“G < Cg o

Comme ||f - Q”c = ]‘im’r_.’l,lf -Q.|O(r) , il existe T < 1 tel que |f - Qlo(\p)$ Ce

pour tout p € Jr .. 1( , et tel que Q n'ait pas de pdles dans la couronne
T < |x| <1,
Soit V =T nY¥_ « Comme Q n'a pas de pdles dans T, » pour tout trou T< Fn,
(f - Q)T = fT
et donc
ledlor = 16 - Dler < i€ -y -
Or (par definition de Y, , donc de vV, )y pour tout x e Vs

00| 3 clnlgtz,)
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et comme g - hQ estanaltique sur Fn s ON a, pour tout x € Vn;’
l(£ =~ ()] elnly(z) < [(g =) | < | = miy(z) = Iblol=) |2 -aly) ,
et par conséquent, si r_ ¢ e, 1(
I(f -Q)(X)l s € e

Comme DC < (T , on a donc

“fTHDc. < fgler s lIf _Q“\pnvs £ s

et finalement

“fn“D <€ -
o]

2e étape s Posons fA = z;=o £ (cette série converge dans H(I%)r en vertu de

le premiére étape), et

EA = partie singuliére de F relative au trou A de D(t , 1) .
Nous allons montrer que fA = EA en tant qu'élément de H((A) «

Q et r étant comme dans la premiére étape, et QA étant la partie singuliére

de Q relative 3 A , on a

IFy = Qlley < I E - Q”D( =E-a<e.

ty17)
On peut supposer que l'on a T # r =~ pour tout n 4, T appattenant au groupe des

valeurs de ( « Posons T = {x j |x|'= r} , et soit T le troude T ,
T =D(0 , r~) .
On a

Q- f)ﬁ B QA —“Zrn<r £y

et
Q- f)T“CA < JJ@ - f)T“CTfs HQ----fHF = | - flo(r) e e
Comme par ailleurs ”fn“CA'S e pour r >, ona finalement
”QA - fA“CA‘S € 9
et donc
“FA - fA”CA S E -

Cette majoration étant vérifiée pour tout ¢ > O , on a 1l'égalité annoncées

3e étape 3 f - fA se prolonge en une fonction analytique bornée dans A 4 donc

peut &tre considérée comme un élément de W .

F - F  se prolonge en un ¢€lément analytique sur p , donc peut &tre considérée

comme un élément de W .

Nous allons montrer que f - fA =F - EA en tant que fonctions analytiques
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bornées sur A e
Q étant comme précédemment, on voit que Q - QA € H(p) et, de plus,

(£ =€) = @=0a)||, =[[(£-£) - (Q-Q) smx{lt-q|_ ,|£f ~Qll )<e

I(E-F)-@=-q)|, = [F=-F) - (=)l gmx([f-alg, [F, ~Q ) <e o

On a done, pour tout ¢ > O ,

G- £) - =B, <¢

ce qui démontre notre assertion s

Finale - On a, pour tout x € ZC ’

£(x) = fA(x), + (F - EA)'(‘X) s

or fA e H(Y ) et F - FA e H(o uD(t , 1)) H(XE) « Donc f es$t la restriction

c
a ZC de fA + (F —~EA), élément analytique sur ¥c.' Par ailleurs, pour

x e D(t, 1)

DY

on a fA(x) = EA(X) ce qui montre que la restriction de fA + (F —-EA); 3 D(&,17)

est F o Ceci achéve la démonstration de la propositione
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