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INTERPOLETION ET IDEAUX
DE. EONCTIONS ANALYTIQUES BORNéES

par Jean-Paul. BEZIVIN,

1« Notationse

P a2 e o aV oo

On note K un corps ultramétrique, c¢omplet et algébriquement clos.
D=D(0, %) sera le disque unité "ouvert" de K , c'est-a-dire
D={xeK:; |x| <1} .

B sera l'algébre de Banach des fonctions analytiques bornées sur D , munie de la
norme de la convergence uniforme: sur D . On sait que dire que £(x). ='Zn>0 €, X"
est dans B équivaut 3 dire que supnlanl <+, et qutalors on a ||f]| = supnlan'.

b

Enfin, on notega bgg) ltensemble des suites bornées a coefficients dans K ,
muni de la norme supnlan| = |la]] » et ©(N) le sous-espace de b(N) des suites

convergentess

2. Iimterpolation.

Soient X, 5 ese X, 9 Une suite d*éléments de D , et b,]i 9 eeo o bﬁ s une sui-

i

te d'élements de K j; on suppose la suite x, injectives

k
On veut trouver une condition nécessaire et suffisante, pour qu'il existe f € B ,

vérifiant f(xj) = bj s ¥ 1eNa

PROPOSITION 1e -~ Une eondition nécessaire et suffisante pour qu'il existe f e B,

vérifiant £(xj) e bj sy V 3, est que la suite bﬁf) suivante soit bornée s
plh) o Tk gy o aTHE L (- ki) .
n 110k n kgn fkei=1 Yk 37
9

Preuves — On examine tout d'abord le méme probléme avec la condition supplémentai—

re fll < 1 o La condition générale s'en suivra aisémente
| g

Condition nécessaire & Supposons donné f vérifiant f(xj) =b. , ¥ 3jeN .Po~

sons f =f, , et bgm) =:hj s ¥ 3 4 et définissons une suite fi d'éléments de
B , et une suite double d'éléments de K , bﬁzl s par les formules suivarftes
ple) _ @)
h§z+1i) =, vz,
J

iz (x) =b§£)’ + (x =x ) E L(x) e

P o+
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On a alors les propriétés suivantes @

: . (jn)
tnelVN, vizn, iani) = bj ’

et une relation sur les normes des fn H
”fmqs“ < ”fn“ pour—tout n .

Ces deux relatiohs impliquent
vizn, B e <)l <

en particulier, lbﬁn)l:s'lﬂl <1, d'ou

sup_ ™| < ||| < 7
bé“)

aux bﬁm) de 1*énoncé ; omr a , par exemple,

() _ 2 =™ b b,

= L 2 .

2 Ty K e Xy X -

I1 est facile de voir que les que l'on vient de définir ainsi sont égaux

n bk
1‘ck,n

On en déduit donc qu'une condition nécessaire est que supn|z |< 173 an va

montrer que cette condition est suffisante,

Condition suffisante : On suppose donc h = supnlbﬁn&| < 1 o Examinons tout d'a-—
bord le cas fini ; on se fixe un entier N , et on cherche la fonction la plus sim—
ple qui vérifie f(xj) = bj s J < N . En reprenant la suite de fonctions utilisée

pour démontrer la négessité de la condition de la proposition, on peut poser
- p(N),
fN(x) - bN 9

définirensuite fNAﬂx par

(N=)
fog(xh =y g+ (=) fy(x)

et par récurrence

fN;p(x) = bég;pl + (x - Xy ) f

o Nep+1 (x);

Il est facile de voir que, V¥ p 4 On aura s
£ (x.) =D
et dtautre part que
el < =105 4 es V1) pom =,
on: aura donc uhe fonction f1i qui va vérifier

=it e s
ft(xj} =by " = bj’ si g 3isN,
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4] € sopgyloy | <m< e

La fonction fAT

suite Y (ou une sous-suite extraite) convergeait vers g e€ B , g serait une

précédente dépend de N , notons-la 9 Il est clair que si la

solw$ion de notre problémee.

Malheureusement, ce n'est pas le cas en générales Ecrivons

gN(x), = ZCS algw) xk‘ .

convergeait, la suite a(\ ) our k fixé, serait aussi convergente,
9 ’ k s D 9

Si e
donc on aurait (..al(cm')'), =N € c(N) « Une solution g serait abrs g(x) = Z‘g a X '
N . = 1s (W)Y
ou l'on a posé ay llmN—m EV

Supposons provisoirement que la forme linéaire § , qui & (Cn) e C(N) associe sa
limite, se prolonge en ¥ linéaire continue d'un sous—espace fermé E de b(N)

contenant c(ﬂ). et tous les A s k>0, vérifint I3 <% +¢es e étant choisi

tel que (\“ } E)h’< i« On peul‘-' alors termi S i + 3 ) k : k"
l .

On a tout d'abord

la | < |13 ol < (1 + <1,

donc feB,et |[fl<T.

Soit T, = (‘gNF(‘xj)) ;si N>3j, gN(xj‘), =b,  donc T, € o(M) et 'E’(\Tj), =hy .

Mais, dtautre part,

P k.
On en déduit Tj = Z‘a hy X5 Donc

et par suite

f(x.) =b., 4, V¥ jeNa.
J J ~

Il est clair qu'alors une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe

f €« B vérifiant f(xj), = bj s ¥ jeN estque suplbr(l‘n” <+ o,

I1 reste 3 montrer Y'existence du prolongement ¥ .
On utilise une proposition démontrée par M. VAN DER PUT dans [2]e

Définitign. - Soit E un espace de Banach sur K . On dit que E est de type dé-

pnombrable, st'il existe un sous—espace vectoriel F < E , de dimension finie ou dé-—

nombrable, qui soit dense dans E .
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PROPOSITION 2 (HAHN-BANACH). - Soit E un espace de Banach sur K , de type dé—

nombrables Soit G un sous—espace fermé de E , et § une forme linéaire continue

sur G . Pour tout ¢ strictement positif, il existe ¥ , forme linéaire continue

sur E , prolongeant 3 et telle que [[F| <||g|| +¢ »

I1 suffit alors de remarquer que c(N) est de type dénombrablee

Remarquee — Les coefficients bﬁk) sont les ceefficients de Newton de la fonction
) R | (k)

f , et il y a des cas ol la série de Newton Zk;ﬂ:bkk (= -xm) vee (% -—xk) cons

werge dans B ., Cl'est par exemple le cas si ﬂlxkl = 0 3 par contre quand ﬂlxk|:>(L

le produit infini ﬂlx - xnl est convergent et non nu} si x # xp s ¥V peNe

Dans ce casy la série ne converge pas dans B .

3« Applicationse

On: va dénner quelques applications, déja conrmes, de. la proposition 1 (cfe [1])e

COROLLAIRE T Soit x, s k> 2 , une suite d'éléments de D , distincts et non

nuls. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe f € B , vérifiant

f(xj) =0, ¥V3z2,ect f#0, est que HngQ |xnj >0 .

Preuves = Il est clair qutil faut et il suffit qu'il existe f € B , vérifiant
£(O), =1, f(x.)=0,3 ¥ 3>2 « On applique alors la proposition 1 , qui nous
dit que 1/U§|ka doit &tre borné.

Cette condition nous indique que si ﬂ|xkl > 0 (avec X, A0, v k), ilya
plusieurs fonctions satisfaisant a f(xj),= bj » en général. 3 par congre, si

ﬂlxkl = 0 , la solution est unique.

COROLLAIRE 2, - On dit gque la suite injective (an v X € D , est d'interpola—
(\f (‘xn) )' ? ____est

tion si l'application T de B dans b(N) , définie par T(f)

]

surjective [1]e«

Alors, une condifion nécessaire et suffisante pour que (xn) soit d'interpola—

tion est gue

lnf']Tk#jlxj - xkl =§>0 .

Preuves - La condition est visiblement suffisante, puisque l'on a, si elle est

vérifide, et si (b ) € b(lN) ,
£ ubu s V keN

et la proposition 1 permet alors de conclure..

Pour montrer qu'elle est nécessaire, remarquons que, d'apres la proposition 1,
dire que T est surjective, c'est dire que, V (bn) e b(N) , la suite hhni est

bornée.
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Soit Tn la farme linéaire continue sur b(N) , définie par

On sait donc que, Yy (bn) € b(N) , Tﬁ@b) est bornée, Il résulte alars du théo—
réme. de Banach-Steinhauss que A = supn“Th” < +o,

D'autre part, si n> k , Th(ﬁk) = 1V6khﬂ o Ol 4 = (Q 9 O cee Ty O vee Ocee)e

Donc, v ky, n>k, on a lck ml > W/A 4 ce qui termine la démonstration.
g Al

44 Généralisatione
Lar ar ooV o o o B oW WV W

On: peut généraliser le probléme, défini dans le paragraphe 1, et on trouve des

résultats analoguese

Soit X, une suite injective d‘éléments de D , et P, une suite de polyndmes 3

k
coefficients dans K .
sk—m
Pk(.x),, = bk,o + b.kgm(\x - Xk) + o0e + bk,sk-1l(\x - xk) *

On se pose alors le probléme de frouver une condition nécessaire et suffisante pour

qu'il existe f € B vérifiant

f(x)

il

°k
%@)Ux-ﬁ)], P keN.

I1 est 6lair que 1'omi peut utiliser sans difficultés les mémes méthodes que pour
le cas Sy =1, ¥ kae‘gi, et écrire s

s? s T
(x -xm) eee (X —-xp) Pix =x ) .

f(x) = Zd’.s1 . o4

9SS ST
9 9
p

ou les d sont les coefficients de Newton de f , relatifs & la suite

S 909S I
(xk 9. Sk) ;]‘I p

On en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante est que les ds -
qraS

soient bornés.

11 est clair que 4 dépend linéairement des coefficients b. o Plus
ngmvsptr Je

prés¢isément, posons

-s -5

(1) = Gomxg) D aee (=) P lemx 07T

fj,r |

-s,
produit ou l'on a enlevé le terme en (x —x.) d . Définissans des coefficients
Jex J
Pn par

£y,000) =I5 B e~ x)" s

On a alors le lemme suivante
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LEMME, —~ Le coefficient de b. dans d est 3l’r .
J’a — 51.,-60’sz:. —— Sj'-a-':n

On en déduit la proposition suivante s

PROPOSITION, — Une condition nécessaire eti.suffisante pour qu'il existe f € B ,

JsT .

S. —li
3

vérifiant f soient

il

- SK 5
P, [x x)¥]y v keN est que les sommes ij’a 8

I

~ —

bornées, st j<p+ 1, a<s, ~T,8i igop
J

On peut en déduire, comme pour le cas s, = 1 , deux corollaires 3

k

COROLLAIRE 1, - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe £ € B

S
telle que f#0 et f£=0[(x - xk) k] y ¥ kelN,avec x 0, V k., est que
nlxkl k> (O

On déduit de ce corollaire les cas d'unicité de la solution du problene

s
f=P [(x —-xk) k} .

COROLLAIRE 2, - Une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout choix

s . . k
es P, vérifiant supl|PJ| < + = , il existe £eB, f=P [(x - xk) 7 4 est

e——

ue:

m k
1nfj j#k‘xk"le =§>0Q.

Preuvees — Gn raisonne: comme dans le cas Sy = 1 , ce qui nous donne comme premiére

condition nécessaire et suffisante suplsél)’ﬂ < +o o Si

'9T| - 1 pour j < n .

J
a=s, -1, ‘50 SK
J nkiéj |XJ —.-xk‘

Ceci nous donne la nécessité de la condition du corcllaire. Montrons qu'elle est

suffisante s fj r(x), est analytique dans
e
lx —-le_s o < infq%iji - qu = Ix. - X | v

les inégalités de Cauchy entrainent alors

. l£.(x.) |
|5i,n| < -E;’—:Jx—pz si k< sj ’
I 9
on en déduit donc
(1) 1 -
X5 = x I

s,
Mais on a |£j(xi)|.5 /8 par l'hypothése relative 3 j , et Ix, - X | J > 6 s
' J

c'est lthypothése relative a dy * Donc
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W) | < 1y°

S .-a—-’l' ’
J i

[2

ce qui termine la démonstrations

5 Idéaux de B .

La condition d'interpolation: sert a exhiber des idéaux maximaux de B qui ne

soient pas les noyaux de morphismes du type. f = f(g) ¢ ol o €D »

On a en effet la proposition suivante [1]e«

PROPOSITION. — Soit (xk) une suite dtinterpolation, et soit L < B 1'idéal des

fonctions de B s'annulant sur (x,) « Alors il v a une bijection entre les idéaux

maximaux de B contenant I et les ultrafiltres sur N par l'application

% > {feB; Lim[flx)|=0}.

On va donner ci-dessous un exemple d!'idéal premier, .fermé, non maximal, stable

par dérivation, ce qui répondra a une question posée dans [1].

Notationse = Soit Xe 9 X € D , une: suite vérifiant 3

L 'xk*ml > 'xk‘ y ¥V ky |X0| >0,

2 ﬂlxk|>0.

q
Soit q, € N une suite telle que q, = + o et M|x | k >0 , soit g € [K

“k%
vérifiant 0 <g < |xO| y et ¢, €N telle que ﬂlxkl =0,

Om notera, avec ees données, a  une suite d'éléments de D vérifiant s

(1) vn, 3k, lag -xl=0,

1l

(ii) card{{n |an}— xkl =o}] ¢ 9 =

= |am-xk| =g , alors lan—a | =g

(iii). Si n , m vérifient lan - X 0

|
si n#me

PROPOSITION. — Avec les notations ci-dessus, soit U un ultrafiltre sur N mé—
rifiant, v A e U , HHEA_Ianl =0, et soit P 1'idéal @ = {f ; limulf(an),l = 0}e
L'idéal ® est un idéal premier, fermé, non maximal, stable par dérivatione

Preuve. — On montre tout d'abord que @ # {0} o Le corollaare,1 du chapitre 4
nous dit qu'il existe f e€ B vérifiant f(x) =0 [(x - xk) kJ s Vkel, car

q
Mx | ®>0 et £0) =1.

q
Montrons que fe®: ¢ k, onna f(x) = (x —»xk) k ek(x) avec “OQI = “f“ s

donc, si |an - xkl =g , on en déduit

2 )] <o i8] 5
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Comme: g <1 et q => o 4 il en résulte que f € ® (car U contient les com~

k
plémentaires des parties finies).

On montre ensuite que ® est stable par dérivation.

Soit g € P 3 notons (yj)ieN les zéros non nuls de g . Soit

CeN, neCes{1jeN; |y

~

i - aml < U}
et
JcN, jeJes{inelN; ij —~an| <o} .

Si j e€J 4, soient n , m tels que lan - yj_l <g et |am - yjl <5 « On en
déduit alors lan: - am| <g ,d%U n=m, d'api*és les hypothéses faites sur la
suite a, e Cemme de plus Ianl >0 4 ¥ nelN s omen conclut que

ﬂneclanl =ﬂjEJ|yi| >0 .

D'aprés la définition de U, C £ U o Soit ¢ >0 , puisque g e ,

1A €U, lg,_(\,an),l <egy TREA.

Comme C £ U , onipeut toujours supposer A < (CC o

Si nehA, g(x) nta pas de zéros dans D(\an s o) 9 dloU

/

lga) | <o

lot(a )| s —

e_t g,' ef e
Montrons enfin que ® n'est pas maximale Soit Ek , défini pax
E . =1{n3 lan- xkl =g} .

La famille E

ment que

| st une partition de N, et E. #0 4 ¥ ko Il stensuit aisé~

S ={AcN; A,egcz:;UkEAEkeU}

est un ultrafiltre sur N j d'autre part, du fait que

nlxkl >0 et que Ix |> |xk| pour tout k ,

k1

il résulte que x, est d'interpolation.

k
Ltidéal & = {f ; limglf(\xk)l = 0} est donc maximale Montrons que @ < I o Soit
gef® , §¢>0, il existe A e U, |g(\an)| < ey ¥V neA,, Comme ci-dessusy On

peut supposer que si y est un zéro de g, Iy - an| >0 e

Si neA dans D(arl v o ) s g n'adonc plus de zéros ; on em conclut

lal, () = lgla)| si z<o,
n
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et par continuité de Igla
n

lglam(o ) = lafa)|

(Rappelons que |gf (x) = sup|, 1 la(x)| ).

Meis si me Ek ’ ka -am| =g 4 d'ol

latx )] < lal, ©) = lslagdl e«

n

Soit B={k; Ineh, ne Ek}. On a

v keB, |g(xk)|55 et AcU o E 3

donc. B e &, et lim$|9..(\xk)| =0 .

I1 suffit alors pour conclui‘e,l de montrer que- ® ntest pas stable par dérivation;
2.
comme. ﬂlxkr >0, il existe f € B , vérifiant f(x) = x — Xy [(x - xk)zj e On
a donc f(\xk) =0, ¥k, dos £fell, et f’(\xk),; =1, ¥ k,dou ft£N.
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