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CONGRUENCES DE COEFFICIENTS DE SéRIES DE TAYLOR
(APPLICATION AUX NOMBRES DE BERNOULLI-HURWITZ)

par Daniel BARSKY

Résumés - Soit p(z) le fonction de Weierstrass vérifiant l'équation différen—
. 2 < . . .
tielle (p')” =4p - 9 p —9y » OU g, et gy sont des entiers rationnels. Si

1'on pose
o 2n:

— p ~ ~1 - Z
p(z) =z + anm(Zn +2) " BH, o BT *
on appellera BH, le (2n+2)-iéme nombre de Bernoulli-Hurwitz relatif a la
n+2
courbe elliptique & d'équation E? = 4X§ - 9% X - 9 . Soit p un nombre premier
tel que la courbe elliptique 8(92 ’ 93) ait bonne réduction mod(p) et invariant
de Hasse non nul mod(p) « Nous montrerons en utilisant un résultat de Tate que,

. , =
si uel = {x e‘%p s x = 1 <P }

_ -1 2n+2: 2n:
Pqu) = Eaam(Zn +2) BH2n+2QM -u ) z

est un élément analytique au sens de Krasner sur certains quasi-connexes de .Ep

contenant strictement son idéal de valuation. Nous étudierons cet élément analyti-
que, et nous montrerons que ce résultat entraine en particulier que les nombres de
Bernoulli-Hurwitz satisfont des congruences du type Kummer et von Staudt — Clausen.
Nous retrouverons ainsi des résultats de KATZ et H, LANG, Dans un exposé ultérieur,

nous donnerons des propriétés plus fines de ces nombrese.

Notations. — Nous .utilisons les notations, définitions et théorémes de [1]. On
désigne par p un nombre premier, N , Z , Q , Zp ’ Qp ont leur signification

habituelle, Cp est le complété de la cldture algébrique de « La valeur abso=-

=1

%
lue sur Zp ’ Qp ’ Cp est normalisée par |p| =p

« On désigne par p un nombre

réel positif, S1 a € C_ ,
~p
Bla, )" ={XeC s [X-al<p) (vesp. Bla, o) = {X €Cyi IX-algol

est la boule ouverte (resp. fermée) de centre a et de rayon p « Si B¢ Cp_, on
note H(B) , resp. HO(B) , l'ensemble des éléments analytiques sur B , resp. nuls
a 1'infini, c'est—-3-dire le complété pour la norme de la convergence uniforme sur

B , notée “ ”B , de l'espace des fractions rationnelles de ‘g (X). sans pdle dans
B (resps nulles 3 1'infini si B n'est pas borné) [1]« On note C(Zp ’ Cp)
l'espace des fonctions continues de Zp dans C.p muni de la norme de la conver-

gence uniforme sur Zp .

e Introduction.

P oY o S N

Soit & la courbe elliptique d'invariant g, et gy , définie par 1 'équation
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!2 ==4D(3 - 9% X -~ e On supposera que 9, et %R sont des entiers rationnels.
Soit p un nombre premier tel que & ait bonne réduction & modulo p , et que

son invariant de Hasse A ne 501t pas nul modulo p . Soit p(z) 1la fonction de
Weierstrass, solution de (p ) = 4p —%H P -% considérée comme une série de
Laurent formelle en 2z o On peut écrire

-2 22n
plz) =27 + %@ﬁ‘hQnAQ (2n)1 *

Suivant KATZ [6], on appelle k~itme nombre de Bernoulli-Hurwitz associé a &

le nombre BH;, = khk s donc BH, =0 et BH2n+1 =0 pour n e'ﬁ » Nous montrerons

k 0
que, si
- 2n42 2m N _ . ) -1

Puﬁz) = 1(m - )h§n+2 Z7 o uel, =({x e.%p s x =1 <p }

alors
n
n! C
P (z) = b (u) (1 =Cz), ees (1 = nCz)

ol b.(u) dépend de w e U, , et |b (u)l 1, et ou C est une constante dé-

pendant de & appartenant a l'exten51on maximale non ramifiée de Qp~’ notée Kp ’
et liée 3 la fonction zéta de la courbe elliptique [4]. La démonstration repose sur
un résultat de TATE [4]e Nous en déduirons, comme. |C| =1 , que Puﬂz) est un

élément analytique p-adique au sens de Krasner sur tout partie bornée du quasi-

connexe
1 p —11 R . e G 2! ~h=l4n,+
G - W --I i b — : M) .
o,h Cp >0 Ug:m U B, ,mgn * U Bi,m,n B((i +pm)C "p 4, p )
De 13 on tire aisément que les BHk- vérifient des congrugnces de type Kummer et
von Staudt - Clausen. Soit Gp 1'anneau des entiers de Kp , alors
=1 k2 "k"P'*3
k C BH, = (k. +p - 1:) BHk+p “ mod(p@p)

si p~-1 ne divise pas k 3 si p -1 divise k , alors

pBHk

Nous donnerons aussi une expression de la partie singuliére Pu_w(z) de Pu(z)
9

dans la déeconpesition de Mittag-L&ffler ([1] ou [10]) relativement au trou

- Ak/(@w40 mod(p@p) .

+
C B O/ 1i
p ( 9 )
du quasi-connexe

A+ -1 .~ =Ty +
(Bp,O =B(0 , 1) — U;:,L B(iC , p )

Ceci nous permettra dans un prochain exposé.,de trouver une relafion fonctionnelle
entre Pu’w et Pu s et d'obtenir aimsi des congruences, pour lef nombres de Ber-—
noulli-Hurwitz, trés semblables a celles obtenues par KUBOTA et LEOPOLDT pour les
nombres de Bernoulli et de retrouver ainsi des résultats de KATZ [7]. La méthode
employée est proche de celle des mesures p—adiques employées par KATZ. Elle nous

a déja servi pour retrouver des résultats sur les nombres de Bell et de Bernoullie
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Cet exposé doit beaucoup a Bernard DWORK qui m'a, en particulier, signalé le ré-
sultat de TATE sur lequel repose en fait tout l'exposé. Je le remercie pour l'aide

bienveillante qu'il m'a apportée.

2, Fonction génératrice des nombres de Bernoulli-Hurwitz.
e e e o A e e e eV oW N Y Y T oY oV W VP )

Rappelons tout d'abord le thZoréme de TATE [4].

THéOREME (ﬂAﬁE,[4]). - Soit & la courbe elliptique d'équation

Y2 = 4X3 - 9% X - )

ou 9 €t 9; @appartiennent a un corps k de caractéristique zéro complet pour

une valuation discrete, d'anneau de valuation O et de corps résiduel k o Si la

1

courbe réduite & sur k est non singuliére et a un invariant de Hasse A 4 non

nul. sur k , alors il existe une unité C , dans l'extension maximale non ramifiée,

K de k , telle que, si dz est la différentielle de premidre espéce sur & ,

exp(Cz) 4 considérée comme série de Taylor en t = X/Y. , ait des coefficients en-

tiers dans K . En outre, si k est fini clest-d—dire si k est un corps p~adi-

que, alors C yvérifie la condition LI, s OU o est la racine de module 1

de la fonction zéta de la courbe elliptique € sur k s et o est l'automorphisme

de Frobénius de K sur k »

Nous allons utiliser ce théoréme en supposant que % et % sont des entiers
rationnels, donc contenus dans .gp pour tout p . Nous noterons Kp C’gp 1tex-~
tension maximale non ramifiée de ,9 , et O  son anneau des entiers. Il est claixr,
d'aprés lfénoncé, que l'hypothése % v K 64% peut étz; facilementAgffaiblie. I1
est bien connu que ® = A modulo Q%p[9]a Posons X =t et Y=t , du théore-

me précédent on tire que, si dz = dX/2Y =y +-a2 t + see avec o =1 et
a.eZp (p;é2),

et donc si. z = oy t + &% t./2 + ess 5 alors il existe C , unite de Kp , définie

en fait & un élément de Z ={x € Zp 3 ‘xl = 1} pres, telle que

C 2 -
e”® =1 + By b¥By T+ eo0 € ep[[tj] .

i Cz  .\j . =1 .
Mais alors t = Zj;ﬁ yj(e - 13, ou Y4 =B4 » la convergence est z-adique.

=2

X=t2 = ( (% = 192 =p(2) ,

ix1 Y3

or
2n.
2 Z
p(Z) = Z + ZI‘IB'h h2n+2 (2n.5! !

on trouve donc par idcntification (Y1,C)2 =1 , .donc Y4 est une unité de Kp s

donc aussi By et par conséquent tous les Y3 sont des entiers de Kp .
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PROPOSITION 1, - Soit p(z) la fonction de Weierstrass associde a la courbe &

d'équation Y2 = 4X3 -9 X - B B et % € Z « Sous les hypothéses du théo-

réme de Tate, il existe une unité C de Kp telle que 1'on ait formellement

(i, €. z=-adiquement)

Cz i .
p(z) = Z./ 5 ai(e - 1), al a; € Kp et Iail <l
2

En outre, =C

a2
La premiére partie de la proposition est évidente d'aprés les formules précéden—

tes puisque Yq = 1 « le calcul de a_, se fait par identification.
Soit uel, ={xe Zp ;. Ix - 1] g p—m} « Considérons
2n

pw(\z_) :p(\z)‘ - u? p(uz) = Z@O h2n42(1( - u2n‘|2)‘v ""—(gn) T

PROPOSITION 2. - Sous les mémes hypothéses fu'ad la proposition 1i,

p(2) = pz) - pluz) = oot b (w)(e% - )",

i uel, et bn(u) e Op o

En effet, on a

e p (uz) u2 Zi>42 a, Uz _ 1) ai(((eCZ - 1) + W)Y - ﬂLi

NI Ny <§>j<e - 1»)“)
- ’].)"2 + a__,];(ecz’ - 15)-1 +Zl’-’£‘>0 dn(bu),(ecz - 1g)n‘

(e

]
[« )]
I
N
—
(0]

-
-1}

avec ldn(u),-| <

donec puﬁz) =p(z) - u2 p(uz).=azm>1’b (u),(eCz - N, car
Pu(O) =0. g

n

Nous allons utiliser la transformation formelle £ de C [[z]] dans C [[z]]
définie par
- _ n ~1
£(z) = ZmaD a z (nf) Glgp[[zl] R
alors
>t n
£(£)(z), = f(z) = ano a,z €Gllz]] .

On remarque que £ est continue z-adiquement, et que ﬁ(ekz) = (1 -kz)—%

pour tout k € CLp « Posons alors

P(2) = E(p (2)) =24 b (u) £((e% ~ 1)7)
= 30 ba(w) Z (.. )Pk (. ) - kCz)™"
= Zn;O b () (1 - Cz) (% «nzlc:(z:r)1 fn (1. - ncz) *
Notons Bi,m,n la boule fermée B((i + pm)p ok g p—h—m+n)+ » et appelons

14 p —11 «
¢ Up- U 1 Jmyn. ? un quasi-connexe de. Eél .

psh ~ p n0
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7 S
THEOREME 1. — Soit p un nombre premietr tel que la courbe elliptique & d'équa-

tion Y? = 4X3 -9 X- % s ou %+ K G‘E sy 2it bonne réduction modulo p et

invariant de Hasse non nul modulo p « Soit u e U1 s alors

Pu(z) = ZnBO(JI— u2n*2) h2n*2 Z2n

, nt ¢ 2"
Puﬂz) = Zﬁ;m bh(u) (17=Cz). ves (1 = nCz) 23V€© anU) € op ®

De plus, Pu(z) est un €lément analytique p-adique sur tout guasi-connexe

pyh
pour tout entier h >0 et tout réel p >0,

¢ ., nB(O, p),cc,p

Remarquons que (= 1)" Z ( ) (E}(ﬂ -kCz)fm est le n-iéme coefficient
d'interpolation, sur la base normale de C@Ep s C ) formés des polyndmes (ﬁ) 2],
N
de la fonctionde Z dans C_ s t = (1-1t2C), «Si z €€ n B(O , ¢ la
~p ~p ( ) Dy h ( r P ) 4

fonction est localement analytique sur Zp, de rayon d'analyti¢ité locale

. =~ k=1
R =inf(p  , p )
et dong, d'aprés des résultats généraux d'AMICE ([2], corollaire 3 du théoréme 3)
=7
1S~ DS (1 = kez) ]| - < M|{R1L ,
,I

M est un réel > O . On peut aussi obtenir cette estimation 3 l'aide des lemmes
1l et 2 de [3].

COROLLAIRE 1, - P_ € H(B(0,:1)" - u“)'1J B(ic™h , M) .
I1 suffit de faire p=1 et h=0.,

D'aprés le théoréme de Mittag-Ldffler p-adique ([1] ou [1Q]), on peut décomposer

de maniére unique Pu(z) sous la forme

+
Puﬂz) = (z) + 2P 1<ﬂ u l(z) , OU P, o € H(BO , 1)7)
et
-ﬂ : .
Pu’. € HO( o B(1C )™ pour lgigp-1,

enfin pu,i (respe Pu’m ) est caractérisé par la condition : Pu - Pu,i (respe
P -P ) se prolonge analytiquement sur

u U,OO

B(iC-ﬁ . p-m)+ (respe sur CI,p - B(0 , m)*) .

Nous allons montrer comment on peut calculer Pu’m .

Ve N
THEOREME 2, — La partie sinquliére Puﬂw(z) de Puﬁz)., relative au trou 3 l'in-

fini du. quasi-connexe

8 =B, 1) n c,

. =T =\ +
p,Q 910' = B(O H ‘ Up- B(lc s R ) 9

est donnée par l'expression
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P(@) =2 b (w) N (1" (1 —ke2)™",

Wy

0
désigne une sommation sur les entiers k tels que k = O mod(p) »

ot I

k
% _4
En effet, dans la quantité (— 1) Z (= 1)k (n)(1 - kCz) 1 s On reconnait le
n-iéme coeff1c1ent d'interpolation, sur la base normale de G(Z Cp) formée des
polyndmes ( ) , de la fonction de ,%p dans .gp ) t>f (t) —~¢O(t)(1 -Ctz)

ol Wo(t) est la fonction caractéristique de la boule ouverte B(O , 1)” de cen—

tre zéro et de rayon 1 . Il est clair que fz(t) est localement analytique sur
Zp de rayon d'analyticité locale p-m s donc d'aprés des késultats généraux d'AMI-
CE,
Nk =1 .
120 0% @) (1 - ke2) ™) _< linvet
: k (04 1)
N R :
puisque
sup o Sup _lg ()] = 1
£eB(0,1)," z€eB(0, )
(on peut prolonger de maniére évidente szt) sur B(O , 1) )e En fait comme le
rayon de convergence de la série de Tgylor au voisinage de zéro qui représente
fz(t) est clairement 1~ , on en déduit ([2] corollaire 3 du théoréme 3) que
£k on -1 n/p) _
1505 M0 -k WP s
B(0,1)
D'aprés les inégalités de Cauchy [1], si
R (z)
* k ) =1 _
2 (=17 (1 —kcz)™ = 5.(2) *

alors
Ro(z) € 0P (Cn/p)1) o (21
et comme “Sﬂ“ﬂ(o ,“)-5-5 1, on a
1 Z(-—w )(1,—kc =0 .
Ml & “B»(\o,m)*’
Donc

9,(2) = 3 p b (w) 3 (= 1) (0 - e2) e miBlo , W) .

Montrons maintenant que P (z) -9, (z) est prolongeable analytiquement sur
C —~B(0, 1
N ( )*

—~ -1
pu)-%u»- o Palu) I (= M (D1~ kez)
ol Z' désigne une sommation sur les entiers premiers & p . On montre que
n—k n -~ ,

all @p g = C.p -U§:* B( C e P m) s enmemarquant que, d'aprés l'inégalité ultra=—
2 R b =
métrique,

12 0 (@1 —ke2) g o - < maxClnt ], 57OP) (Lazpn)
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si I (= 1) (M1 - kcz)™! Tn?) lors, dlaprés les inégalités de Cauch
) Al -~ kCz m alors, dl'apres les inegalités de Cauchy,.

n :
']Im(z), € pn/p(_[n/p]!), ) [z} » Comme ]]V;1u® < pn/p , on a le résultat annoncé

Pw- 9, € H ( Q.) , et donc gw(z) =P (z) .

Considérons £~ (\ (z)) y soit T, le groupe des racines p-iémes de l'unité.
On a

P (2)) =

Uy (z) = p—1' 2 2 50 hn(\u).(qecz -7

Py yeT,

o B T =10 (M) e

ces formules ont un sens non plus formellement mais (z , p)~adiquement, puisque
IY -1 = p"'(p"'1’)-1 < 1 ou bien y = 1 =0 « En développant cette remarque dans un
prochain exposé, nous donnerons une relation fonctionnelle entre P et P s CE&
qui nous permettra de retrouver des résultats de KATZ [7]e Nous nous contenterons

ici de retrouver les résultats de KATZ contenus dans [6], ainsi que ceux de Ee LANG

L&l

3. Congruences de type Kummer et von Staudt -~ Clausene.
L e e e e N N i i e A e o S Y o et e ot e o¥l

On a

n_n
Py(2) = TPl b () g E gy mod po [L21]

Donc on a le résultat suivante
LEMME 7@ = Pour n>0Q , on a

|hnr Cz—n(j‘ —u™ - h Ca—n—pQ\’ﬁ - unm~1)| <

n+p~1 ®
En effet,
Ny 2n+2) p-1 nk /n -1
P (\C Z.), —ZI'DO(\ﬂ - ) C- Bhn-lQ = Z o} ( ) Z ( ) (k) (\1l - k\Z) L4
On remarque que (1 —kz)~ L kK 2™ et que i S mod(p), d'aprés

0
le théoréme de Fermat, si k est premier 3 p . Le lemme est démontré.
or |(1 = un),. - (- un+p-11)| < p"'1i s €t en outre, si p - 1 ne divise pas n ,

|1n - unl = 1 o« Donc

N2 :
hn/C = n 1/C ! mod p@
si p -1 ne divise pas n « Comme Cp'q = A mod(p) , on a h1n.=- hn+p-1* A md p@p
si p~1 ne divise pas n « Si p -1 divise n , choisissons u de telle sor—

te que log(u) = p (ici le log est le log p-adique), c'est possible [1]

Donc
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Remarquons que

Linnw..’l‘(u 1‘)~1 P (Z/C) = G -1 -QEBHQn-i-Z

= limu_.1 £((u - W)-'(pCZ/C) - p(uz/C)) = £(%/Cp?(2/C) —2p(z/C)) o

2/Cp* (2/C) ~2p(2/C) = T am(\ez - 1)n

avec

_ 3. | - _
Gy = -2an;*‘2§=1 k dx et Aok = (n - k)an—k #(n—k+ ﬂ)

[ J

i~k
Cz n . Y
Rappelons que‘ sz) =2 o a,le - 1) s ceci est immédiat car

Cd

_ z _ n =1, z n
= log((e” = 1) + 1) = Zgzﬁ(, 1) n (e =1)"
Par conséquent,,

n 2n (n')z
21, C By o 2 =250 S T = 2] wes (7= m2)
d'ou l'on tire en particulier que

P=3 gy
P Bl

= a mod p9O
1 -2 p p 9
donc
p=Ti
BH = C od po
p p=1. mod p o)

ety plus généralement, si p - 1 divise n ,

I

pBHh c” mod,pOp
i ~P = N P
puisque pC? BHme = p02 BH, mod p b ar C¥ " = A mod(pOpL » donc
pBHﬁ = Ap/(p—¢) mod(p) si p~ 1 divise n .

Rassemblons ces résultatse

VAR
THEOREME 3, (Congruemces de Kummer et von Staudt -~ Clausen pour les nombres de

Bernoulli-Hurwitz)e — Sgit p un nombre premier tel que la courbe elliptique &

d'équation

Ol ogXog (. ged)

ait bonne réduction modulo p et invariant de Hasse A , non nul modulo p « Les

nombres de Bernoulli-Hurwitz BH , de la courbe & , définis par

p(2) =2 + 2, 07 B 2"%/(n - 2)1

avec BH =0 si n gst impair, et BHO =0 ou p(z) est la fonction de Weiep—
strass, satisfont les congruences suivantes s

(i) 8i p -1 npe divise pas n ,
BH. BH.
A —D n+p—1:
' n T n+p-~-1

mod(p) 3
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(ii) 81 p - 1 divise n ,

pBH%lE An/cp-1o mod(p): «

. . . h
On pourrait obtenir aussi, par le méme moyen, des congruences mod(p ) entre

les nombres de Bernoulli-Hurwitz.
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