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APPROXIMATION PONDERKE SUR UN CORPS DE NOMBRES p—ADIQUES

par ilichel EiSALEM

Tout le long du texte, p désigne un nombre premier fixé, -Q'p le corps des
nombres p-adiques, K une extension finie de Q‘p plongée dans C_ le complété
de la cl8ture algébrique de % . La norme p—adique, notée l Ip » est normalisée
par lplp = 1/p . On note e et f respectivement 1'indice de ramification et le
degré résiduel de X sur Q—‘p .

Si w est une fonction de }3+ dans _I}_H

telle que, pour tout n , pn=o(w(p))
4 1'infini, on appelle Gw 1l'espace de toutes les fonctions continues de K dans
C

S, qui sont o(w) & 1'infini, muni de la norme “wa définie par

el = suppelKl(supxe}g,lxlp:p!f(x}|p)w'1(p) .

On cherchera & caractériser, pour un  fixé, la sous-classe de C  adhérence
w

de gp[x] pour la topologie induite sur Cy par la norme || ”w . On particularise

le probldme en prenant le poids wa(p) = ppa avec o > 0 « On notera (‘30! (resp.

I ) 1l'espace Gy (resp. la norme || | ) o La réponse a la question posée est
104 0% ©

contenue dans le théoréme suivant :

THEOREIE 1. - Soit 17 le degré de K sur g .

(1) Si o<1 1'adhérence de gp[x] dans C est constituée de restrictions

py Y

a K de fonctions entidres sur ~C-p qui sont sur —q—p O(pc‘x‘%) a l'infini,_g‘g c

est une constante qui ne dépend que de o .

(ii) _S.J; o > 1M » toute fonction de Ca est limite dans Coz d'une suite de poly-

n8mes.

Remarque. — Le cas particulier X =% donne un résultat analogue a celui con-
1

cernant 1'approximation pondérée sur R : l'exposant limite est o =

Dans la premidre partie, on énonce des lemmes qui comparent les valeurs d'un po-
lyn8me sur K et sur C_ ; dans la deuxidme partie, on s'occupe du cas o < T » et

dans la troisiéme partie, on traite le cas o > 1T .

1. Comparaison des valeurs d'un polyn8me sur K et sur Cp .

IEMME 1. — Soit P(x) un polyn8me de degré n A coefficients dans —gp ayant

tous ses zéros dans le disque unité de 9—p » et _tel que Supxﬁ_qpplxl,$1lp(x)‘p =1,
alors

£
-n/(p ~1)e
SUPre, |x| <1 lp(=x)l ) > p .
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Soit (un) o une suite trés bien répartie dans l'anneau A de valuation de

e

K ;3 P s'éerit

—~

P(x) =i=0 akxk=zl;=0 bj(x—uo) cee (x-uj_l) .

Les hypothéses sur P impliquent que, pour tout k , I | <1 et que
pliq q 8 S q

lanlp = 1 3 en particulier Ibnl = ,anl =1, 0On a donc (d'apres [1]) :

Y
| -m/a;@Jm@“dqu@%qk.

p Z

P

supxeAlP(x) |p2supxeAlx-uO|p.. . ]x—un__1 pa

IEMME 2, = Soit P(x) un polyn8me de degré n ; alors, pour tout entier k >0

sup

£
/e @I 2 A
ek, x|,

x€C. , x| <pk/e IP(X)IP ’

I1 suffit de démontrer le lemme pour k = O : on fait le changement de wvariable
y = -nk X s ou mw est un élément premier de X . P de degré n se décompose en
un produit P = P1 P2 s OU Pl a tous ses zéros dans le disque |x|p <1 de C_
et P2 n'y a aucun zéro. Soit Xy € K tel que Ixolp = 1 o Pour |x]p <1,

|P2(x)!p est zconstant, et vaut |P2(x0)|p « On a donc :

SUP ek, x| <t )1, = I,(x) UPrex, x|, <1 ENCIN
et

Le lemme 1, appliqué & P, , donne le lemme 2,

1

2 Etude du cas o < 7 .

Enongons la proposition suivante.

PROPOSITION 1. — Pour tout « < T , il existe une constante C(y) qui possdde la

propriété suivante : si un polyndme P € Q_P[X] vérifie, pour tout x € X ,

|P(X)lp < p|x|f

alors, pour tout =x € ’g‘P ’
o
[p)] < ool x5

Ce résultat implique que, pour tout a € Ep » 1'application linéaire, qui & un
polyn8me P associe P(a) » est continue pour la norme de Ca « Elle s'étend donc
4 1'adhérence de g_p[X] dans Co: . Les fonctions de CQ’ limites dans Ccr de po-
lyndmes se prolongent donc naturellement a -g-p et , de plus, ce prolongement est

une fonction entidre ; en effet, on a le résultat suivant.

COROLLAIRE 1. — Si o < T » 1l'adhérence de g_p[X] dans Car est constituée de

fonctions entiéres de —g—p qui sont sur g-p ’

o(pC(Q’) lxl‘:) .



Cl'est clairement une conséquence de la proposition 1.

Démontrons & présent la proposition 1. — Soit P 1le polynSme de la proposition ;

P s'éerit @

P(x) = Q(x) Pl(x) P(x) «oo P (x) »

ou Q n'a aucun zéro sur les cercles ]xl = pd/e de Ep ( j parcourt N ), et
ou Py de degré s; & tous ses zéros sur le cercle |x|p = p(i"l)/e de gp y et
Pi(O) = 1 « On notera Bi = log, sup i/elQ(x)!p s la suite Bi est évidem-

,xggp,|x|p=p
ment croissante. On a les propriétés suivantes :

i=2
pour xek et |xl <D, fp (0| =1,

f
-s./(p =1)e
grfice au lemme 1 sup (i-1)/e lPi(x)|p >p t ’
xeK, |x| <p
si(j-i+1)/e

et pour x € K , lxlp = pj/e et j>1i, IPi(x)|p =P .

o
La relation |P(x)lp < plX'P pour x € K entrafne la suite d'inégalités (Ik) :

(1>B, - (sl/(pf - 1)e)

of e

0
p° 2B, + (s,/e) = (,/(3" = 1)e)

(r) {7

p(k-l)a/e

2B+ (k= 1)(s,/e)+ e +(a,_ /0)=(s,/ (5" = 1)e)
g/

> B+ k(sl/e)+ cee +2(sk_1/e)+(5k/e)

eve
..

Nous allons démontrer que les inégalités (Ik) entratnent les inégalités (II) :

c>B
z %o

de/e > B1 +(sl/e)

Cp(k—l)a/e

Cpka/e

(11) 4
> Bk—l + (k - 1)(Sl/e)+ cas +(sk_1/e)

> B+ k(sl/e)+ cee +2(sk_1/e)+(sk/e)

oo
.

I1 est alors clair que ces derniéres inégalités entrafnent la conclusion de la

proposition avec une constante C(o) supérieure & C .

Nous allons voir que si 1'on prend C 2.(pf - 1)/(13f - pa/e) > 1 , les inégalités
(1) entratnent (1I) (on utilise ici le fait que o < fe =1 ).

Raisonnons par 1'absurde, et supposons que, pour un indice jo <k-1,

jgal/e
B, + ja(s,/e)+ .o +(s8; /e) > Cp ;
JO 0 1 Jo
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On aura alors )
. jg/e
s, >e(p - 1)(C - 1)p
Jotl

d'ou
Bj0+1 + (3, + 1)(sl/e)+...+(sjo+1/e) »
2 Bj0+jo(sl/é#...#éjo/éméjo+1/e) > (c+(c=1) (pT=1))p © ’

(jo+1)a/e

et cette dernidre expression est supérieure & Cp du fait du choix de

C . La récurrence se poursuit jusqu'a k , ol l'on obtient

pk“/e > B, + k(sl/e)+ e +(sk/e) > Cpka/e ’

ce qui est impossible., On aura donc, pour tout

J s

J

ce qui achéve la démonstration de la proposition 1.

B, + 3(s/e)s wen (s /e) < cpiede

Remarque 1. - Le théoréme 1 ne donne pas une caractérisation des fonctions en-

tidtres dont la restriction & X est limite dans C_ de polyn8mes, Une réciproque

. "‘x‘a b P
qui est o(p¥!*lp) & 1'infini sur
o
et qui, sur K , est 0(p|x|p) a une restriction & X qui est limite dans
qy d'une suite de polyn8mes.

pourrait &tre : toute fonction entidre sur C
C
~P

Remarque 2. — Le lemme 2 permet d'affirmer que si L est une extension de degré

infini de -Qp contenue dans g? » les bornes supérieures de |P(x)|p sur des cer—

cles correspondants de L et de C sont les m8mes ; on peut en effet trouver

dans L une suite d'extensions finies dont le degré ﬂn tend vers + « ; alors

(p 2=~ 1)en 2", tend aussi vers + « , ce qui prouve la propriété annoncée. Si on

étudie 1'approximation pondérée sur L ; les seules fonctions qui seront limites de

polynbmes seront des fonctions entidres,

3. Etude du cas o > T .

o
Dans un premier temps, on essaie de situer l'endroit ou supXeKlP(x)lp P |le

est atteint pour un polyn8me P . Voici en fait un résultat plus précis dont nous

aurons besoin dans la démonstration de la deuxidme partie du théoreme 1.

PROPOSITION 2, = Quel que soit ¢ > 0 , il existe une constante

que, pour tout A > O et pour tout polyndme
on ait :

K >0 telle

P de degré inférieur ou égal & n ,

—AY ( “|x|®
p  sup l/alPKX)ip p ' *'rgsup

lx|%
xeK, | x| ,>Kn

lp(=)|_ p~ .
xé_g,p[e logpA]/eS!x‘ <Kn1/Ot P

fps

Le cas particulier A =0 répond & la question posée plus haut.

THEOREME 2. — Quel que soit o > O , il existe une constante K > O telle que la

o
borne supérieure de lP(x)lp D xlp » lorsque x parcourt K , est atteinte sur le
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disque |x}p < Knl/a pour tous les polyndmes de degré inférieur ou égal & n .

Pour démontrer la proposition 2, nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 3. - Pour tout A et B, O <A <B, et pour tout polyndme de degré au
plu.S n »

_lx|2
supx@E’P(l/e)[e 1ogpA]$lX|p§B lP(x)lp P

f f o
-np /e(p —-1) -lxl
2P Supxegp’kslxlp@ lP(x)lp P P

En effet, soit R compris entre A et B tel que R € '%l ’

sup IP(x)]| < pn/e su lp(x)] .
Xeg_p,lxlp:R P pxeg_p,lx|p=p(1/e)[e log, R} P
D'oli, A'aprés le lemme 2,

s, ], PO, 5K
pn( 1+( 1/(pf—1)))/e(sup of e long]/e

< l2(x)| )p® .
Xeﬁ{‘:lxlp@[e long]/e P

~

Lorsque R varie de A & B, p[e long]/e est compris entre p[e logpAl/e

et B j; d'ou,

oEd
"Prec, 1a<|x | <B PG, o7

np’ /e (pt-1) ok/e

=P
sP Pl log,Alke log,B] P (supxcsK,lxl <pk/elp(x)lp) .
—~ P>

I1 ne reste plus qu'a remarquer que

o
R R =)
= P Q/k/e
= i
= sup P (sup lp(x)]) .
ks, x€K, X|y5pk/e P

En effet, le membre de gauche est évidemment inférieur au membre de droite @

montrons 1'inégalité dans 1l'autre sens : soit k' 1'indice pour lequel

- I5(x)])
sup P sup | P(x
Kostesky <k, |x | </ ® P
est atteint, et soit pj/e la valeur absolue du x ou sup k'/e |P(x)|p
est atteint. On a : xa—g.lxlpsp
-/ Ip(x) 1)
sup P sup Plx)!
kosksky xig,IXIPSPk/e P
ok!/e _ajle
=p P sup JUALICONIS sup 3/elP@ 5
xK, |x|,=p xeK, x| ,=p

d'ou le résultat.
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IS 4. - Pour tout A EE B s

0 < A< B, et pour tout polyn8me P e{gp[X] ’

sup |p(x) | p“xlp > p_Aa sup |p(x) | p-lx‘g .
EQP:ASlXIPSB P - Xe-g.p’|xlp\<B p

C'est une conséquence immédiate du principe du maximum. Venons—en maintenant a la

démonstration de la proposition 2. Soit P un polyn8me a coefficients dans C =

P(x) = & >

35=0 bj xj . Notons |“P|”a = supX‘Eg‘p ‘P(x)lp p'|x|p s et soit

w, = |3 = p(log(j/cv log p)-1)3/o log p
J o '
On a
(1) 2l = swpogsa B4l 2y -
Bn effet, les inégalités ultramétriques donnent l”Pl“ < sup, . |b.| M. , et

5]

<Jsn
les inégalités de Cauchy sur Ep donnent suposjsn ‘bj‘p Mj < I”P‘“a « Soit K

une constante que nous fixerons plus tard, Les lemmes 3 et 4 permettent d'écrire :

o
sup lx|p

lp(x)|_p~
xeg'p[e logpA]/gs‘lesxnl/a P

(2)

~ 2%(np® /e (1)) ~ x|
2P P g prQQ.IlesKnl/le(X)lp P .

Nous allons déterminer X de fagon que

f f . o
-np /e(p -1) iy ~1x|2 : /o
(3) p lHP|”a>lbj|P |x lp P pour O<jgn et lX|p>Kn .
On aura alors ¢

o f f
sup (=) | p"x|p < pe/elp-1)

1/ supres  1P(x)] ERL
xegp,lx|p>Kn o p ~P P

et donc

sup o B 2= e
xegy,lxlpgKn o P o
il vient finalement
o f f o
sup v/ |p(x) | p"|xlp <p P fe(p-1) sup 1/ |p(x) ] p'lx‘”
%0, [x| >kn @ P xeC, o |x| e TP

et cette dernidre inégalité, allide a (2), entratne la proposition.

Détermination de K . — Prenons déja X > (l/a log p)l/a de fagon que la fonc-

j (67
tion p‘-J p P soit décroissante sur 1l'intervalle (Knl/a » + «( ; on a alors sur
cet intervalle :

bl o) 5 < |b.| pliog K°n)(3/a log p)K"n
J'p S dp
< Iv,l_m, o(10g K%n=log(3/ log p)+1)(J/ log p)-E°n
s P J
et d'apres (1),

|bjlP pd p’pfslnPlua 59Q) | o4 o(3)=(3/« log p)(log K%=log(i/a log p)+1)+K%n .



807
L'étude de ¢ montre que o(j) = @(n) = n(kK%(1/o log p)(log(ek™ log p) + 1)) .

I1 suffit pour réaliser (3) que @(n) > npf/e(pf-l)) y soit encore :

k¥ — (1/o log p)(log(ak? log p) + 1) > p /c(p’ - 1) »

ce qui est réalisé pour K assez grand.

Démonstration du (ii) du théoréme 1. — Dans toute la suite, on suppose

a>".
Les fonctions localement constantes & support compact étant denses dans Ca » 11

par des polyn8mes, Nous allons
montrer plus généralement qu'une fonction lipschitzienne f

limite dans C

suffit d'approcher les fonctions de ce type dans C

a support compact est
d'une suite de polyn8mes. L'idée de la méthode consiste & appro-

cher f sur le compact C = {x €K ; !le S_Enl ¥} par son polyndme de meil-

leure approximation de degré n . Le compact crott "lentement" (o > 1) si bien
qu'on réalise ainsi une approche uniforme sur tout compact de f par des polyn8mes.

La proposition 2 permet alors de contr8ler le comportement de ces polynfmes & l'ex-

térieur de Cn . Voici les détails ¢ f

est lipschitzienne & support dans
{x €K [xlp < A} » K est la constante de la propositions n un entier suffi-

samment grand pour que xnt/ ¥ > A, et X, € X tel que

lx | = p([e longnl/a]+1)/e
n'p ¢
Posons fn(x) = f(xn X) . fn est lipschitzienne & support dans 1l'anneau de va-
luation de K et sa constante de Lipschitz est donnée par @

. e
Sup|X‘p$1,O<|hlpg1 ‘(fn(x +h) - fn(x))/h‘p = Mp([e log, Kn F1)/e .

si 1l'on a posé
M= suplxlp$A9O<lhlpSA if(x + h) - f(x))/hlp .

Soit (Qj)j>0 une suite de polyn8mes qui constitue une base normale de l'espace

des fonctions continues sur 1'anmneau de valuation de X et & valeurs dans C (1a

suite Q% est construite A partir d'une suite trés bien répartie). On peut écrire

fn(x) =250 agn) Qj(x) » et nous savons, d'aprés [ 2], que

supj?o Iagn)

AN L 1og §/108 p' Ve _ uplle Log,kn/*1r1) /e .

Si Pn(x) = 2§=O agn) Qj(x) . nous en déduisons que

(4) sup |£(x)-P (x—l x) | SMP(l/e)([e 1ongn1/a]+1—[(1/f)logp(n+1)])
n''n P

xekty x| <2y,
et ceci tend vers 0 1lorsque n tend vers l'infini-puiSque a > T =ef . Posons
Rn(x) = Pn(x;1 x) . Nous avons

eck gzl gl l, T~ FO = 90pa, acixl <yl Pl

qui tend vers O lorsque n —> = . On utilise la proposition 2 pour en déduire que
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im u X —kx\f =
llwspxeg»lxlpml/" IR, )lpp =0

Ce dernier résultat et 1'indgalité (4) montrent que

lim suP, g l£(x) - Rn(x)lp p—lxlc: =0 ,

et 1'on a prouvé que f est limite dans Ca d'une suite de polyndmes.
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