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(Y. AMICE, P. ROBBA)

2e annde, 1974/75, n° 1, 13 p. 14 octobre 1974

POINTS ALGEBRIQUES
SUR LES COURBES ELLIPTIQUES p-ADIQUES DE TATE

par Daniel BERTRAND

En 1949, SCHNEIDER [ 5] démontrait un critdre de transcendance sur les valeurs de
fonctions méromorphes sur C , qui admet comme corollairesles propositions suivan-
tes, o p (resp. p*) désigne une fonction elliptique de Weierstrass, d'inva-

riants g, et g, (resp. gg et gg) s et t un nombre complexe non pdle de P

(resp. p*) :

PROPOSITION A. - L'un au moins des quatre nombres g, s g3 5 t » p(t) est trans-
cendant.

PROPOSITION B, = L'un au moins des quatre nombres g5 2 g3 ’ et ’ p(t) est
transcendant.

PROPOSITION C. - Si p et p*

sont algébriquement indépendants sur C , l'un au

moins des six nombres g, 1 830 g; ’ gg » p(%) » p*(t) est transcendant.

Aucune de ces proposition ne connaft, pour 1lt'instant, de traduction dans le do-
maine p-adique. Nous nous proposons d'aborder ce probléme gu moyen d'un critére

"ocal" de transcendance bien adapté a 1'étude des fonctions elliptiques p-adiques.

I. Un critére de transcendance

PP AP

1+ Enoncé.

Nous utiliserons les notations suivantes.
-~ p désigne un nombre premier, Cp un corps valué non archimédien complet, al-

gébriquement clos, de caractéristique O et de caractéristique résiduelle p (par

exemple, Cp =‘Qp s complété de la cl8ture algébrique de ‘QP ). On note . la
valeur absolue de Cp » normalisée par lp| = P .
- K est une extension algébrique de Q , de degré fini, plongée dans C_ . On

appelle taille d'un élément x de K , et on note s(x) , le logarithme du maximum

de son plus petit dénominateur et des valeurs absolues archimédiennes de ses conju-
gués,

~ solent ® un disque non circonférencié de C_ 4 et f = (fl 3 ese 9 T ) une

application méromorphe de & dans CE ; on appelle point algébrique (resp.Kégoﬁnﬂ

de f tout élément u de O tel que f£(u)

ait des coordonndes algébriques sur

Q (resp. des coordonnées dans K) . Sur l'ensemble des K=points de f , on défi-
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nit la fonction :
t(u) = Suplsisﬁ s(fi(u)) .
Ces définitions étant posdes, nous pouvons énoncer le critére de transcendance

suivant :

"CRITERE LOCAL". - Si 1'application f vérifie les conditions suivantes :

(Cl) la dérivation d/dz opdre sur le corps K(g) .

(02) il existe une suite {un}nEN de K-points distincts de f situés dans un

disque A strictement inclus dans & , telle que la suite t(un)/n soit bornée,

alors, le degré de transcendance du corps K(g) sur K est inférieur ou égal a4 1.

ADAMS [1] a démontré ce critdre local dans le cas particulier ou la dérivation
d/dz opére sur l'espace vectoriel engendré sur K par 1 , fl ? ece 3 fz (On ob—
tient alors comme corollaire de traduction p-adique des théordmes de Hermite-—
Lindemann et de Gel'fond-Schneider). Dans le cas ou la dérivation opeére sur 1'algd-

bre K[f1 ? see f£] (cas auquel nous raménerons la condition (Cl))’ il imposait
a4 la suite {un} la condition : t(un)/n -> 0 .

Remarquons que l'hypothése (02) peut 8tre formulée sous la forme plus maniable
suivante ¢ il existe un disque A strictement inclus dans ® tel que, pour tout

réel X positif suffisamment grand, le cardinal v(X) de l'ensemble :

fuer su K-point de f , t(u) < X}
vérifie ¢ y(X)/X est minoré par une constante strictement positive.
Enfin, la condition (Cl) peut 8tre remplacde par la condition

(Ci) la dérivation z(d/dz) opére sur le corps K(ﬁ) .

C'est cette condition que vérifieront les fonctions elliptiques p-adiques de
Tate étudiées au III, 1.

2+ Esquisse de la démonstration.

Nous raisonnerons par l'absurde, en supposant que deux des fonctions f1"“’fz ’
soient f1 et £, , sont algébriquement indépendantes sur K .

Posons T = max(n , SUP) s t(uj)) s et soit N un entier arbitrairement grand.

ler pas : le lemme de Siegel permet de construire une fonction F = FN s'expri-

nant comme un polyndme non nul en fl et f, 4 coefficients entiers algébriques

dans K soumis & certaines majorations (mN) » et qui vérifie :

F(k)(uN) =0,y VYk=0, 4005y S=1 avec S =[exp TN] +1.

2e _pas f1 et f2 étant algébriquement indépendants sur K , la fonction F
n'est pas identiquement nulle, et on peut définir, pour tout n > N , le plus petit

ordre de dérivation, soit o, tel que :
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Yn=Fon (u) #0 .
3e pas : un "lemme de Schwarz" p-adique permet, pour tout n > N , de relier 1le
nombre de zéros de F (comptés avec leur ordre de multiplicité) a Iynl » donc,
Yo étant un élément de K , & s(yn) « Plus précisément, on montre au moyen de la
condition <Cl) (resp. (Ci)) et des majorations (mN) » qutil existe une constante

o » indépendante de N et n , telle que les inégalités

s,) %,y 0y € olo_ loglo, + 574 + (o + /)

soient satisfaites pour tout n >N .

4e pas : la fonction non nulle F , étant méromorphe dans ® , et la suite {un}
contenue dans A , la suite o, est nulle pour n suffisamment grand (cf. LAZARD
[4]). Les conditions initiales 83/4 < 8 = [exp TN] + 1< oy et le fait que la
suite {exp Tn} gsoit croissante permettent donc de définir le plus petit entier,
soit M >N tel que :
Yyn>M, cn<exan,
et le plus petit entier, soit L > M , tel que :

Vn, M<ngl, S3/4 < o, < exp Tn .

5e pas : le but essentiel de ce qui suit consiste a montrer que 1l'intervalle
m, L] est grand par rapport & M . Les inégalités (aN) entratnent,

pour n =1L+ 1

. 3/4 3/4
exp Ty < oy € Ei?N o; < Q(GL+1 log(crL+1 + 877 + (GL+1 + 8 )TL+1)

< 354 Tp,q < 3o exp(31,,/4) T

d'aprés la définition de S et L o D'ou @

() exp(TM/4) < 3&TL+1 H

pour ne [M+ 1, L]

oy T3 S @ x 4o T

d'oh lton tire :

L
(**) Zn=M+1 1/Tn € 4o .

6e pas : la condition (C2) montre qu'il existe une congtante g > 1 telle que,
pour tout entier n , on ait :
n <L Tn < gn .
D'aprés (#), on a alors exp(i/4) < 308(L + 1) , soit
M
log(L + 1) 2~Z-— log(BaB) .

D'autre part, () entraline

1 1
ZII'%lH:logL-logM+0(ﬁ)$4aﬂ-
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La comparaison de ces deux dernidres inégalités fournit pour N , donc M , suf-

fisamment grand, une contradiction.

II. Démonstration du critére

En vue des applications, nous allons démontrer le critére en supposant remplie la

condition (Ci). Par ailleurss on peut alors se ramener a 1l'hypothése :

(C?) la dérivation D = z(d/dz) opdre sur 1'aledbre K[ £] .

BEn effet, il existe, en vertu de (Ci), 4 + 1 polyn8mesde KI:X1 ? eee 3 X£] *

soient Q et Pi » 1 =195 eee 9 4L , tels que ¢
Pi(fl 2 oo [} fz)

Df. = i = see £ e
1 Q(fl 9 eoo 9 fz) ? 1 1 ’ ?

Posons alors f£+1 =

1talgdbre K[f1 9 eee 9 f£+1] . Mais la fonction Q(f1 ? ese 9 fz) s méromorphe
dans

Q(f1 ? cee d fz)-l . I1 est facile de voir que D opére sur

® » et non nulle, n'admet qu'un nombre fini de zéros dans tout disque stric-
tement inclus dans ® (cf. LAZARD [47]) , et tous les points de la suite {un} ’

sauf un nombre fini, sont encore des K—points de {f1 ? eve 9 f£+1} « La condition

(02) permet enfin de vérifier que s(fz+1(un))/n est bornée. Nous pourrons donc

désormais nous placer sous 1'hypothese (C;).

Nous reprenons dans ce qui suit les notations de I,2.

le Construction de la fonction auxiliaire FN .

Le résultat suivant regroupe toutes les majorations dont nous aurons besoin,.

IEMME 1o = Soit T un réel supérieur & 1

s P un polyndme non nul i deux va-
rigbles, de degré R en chaque variable, & coefficients entiers algébriques dans

le corps de nombres

K , de tailles majorées par T . Alors la fonction F , défi-
nie par F = P(f1 ’ f2) s vérifie, en tout point u, de la suite de K-~points de
f 5 et pour tout entier k ,

(1) DX F(un) € K ,

(ii) il existe une constante Yl

ne dépendant que des équations différentielles
(Ci) telle que :

s (D% F(un)) < T +k log yl(k + R) + ,(?,Tn(yl k + R) + 2 log(1 +R) .

Démonstration., — Elle se fait par récurrence & partir de cas k =0 (cf. LANG
(3], lemme 1 ; WALDSCHMIDT [10], exercice 3.3.e).

Le principe destiroirs de Dirichlet permet alors de construire la fonction F

définie au ler pas. De fagon précise, on a le lemme suivant,

IEMME 2, = Soit R = [33/4] . Il existe une constante Yo indépendante de N
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A

A
1 2
= X X
et un polyn8me non nul PN(X1 ’ X2) §6S11’7 <R le,\

s dont les coeffi-

P 1 2
cients sont des entiers de K , de taille majorée par TN s avec

1/2

™ < Yo S log S

et tel que la fonction FN : PN(fl ’ f2) verifie :

k
D FN(un) =0y Vk=0 yaeees S=1, avec S = [exp TN] + 1.

Démonstration. = Il s'agit de résoudre, dans 1l'anneau des entiers de X , un sys-~

téme de S équations & (R + 1)2 inconnues Py A , dont les coefficients
1!

Dk f?l fga(un) 3y K =0 yenes S—=1 4 0K kl ’ Ag < R » sont des nombres algébri-
ques dans K » de tailles majorées, d'aprés le lemme 1, par

S log yl(s +R) + I,TN(‘Yl S +R) .

or (R + 1)2 = ([83/4] + 1)2 est supérieur & S pour N 5 donc S suffisamment

grand. D'aprés un lemme classique de Siegel, il existe alors une solution non tri-

.

s)2(£+1)YIS]S/((R+1)2—S)

viale pxl A dans l'anneau des entiers de K , vérifiant ¢
?

- 2
PPN 1M 030 1KSC ‘G(le,b)lm < [Va(r + 1)° (y,

(car S =[exp TN] + 1 ). D'ol
2(g + 1) v, S.log 8 1/2
s(pMM2 < 81/2 < Yo S log S .

2. Démonstration des inégalités (BN) .

Ces inégalités traduisent un principe du maximum, que nous rappelons sous la forme
suivante @

IEMME 3, = Soient r > p >0 deux réels, a un élément de C non nuly, ¢ une

fonction non identiquement nulle, analytique sur le disque circonférencié

+
B=B(a,r),

v le nombre de ses zéros (comptés avec leur ordre de multiplicité) dans le disque
circonférencié A° = B(a ’ p*) « Soit k 1le plus petit entier tel que Dk @(a)
soit non nul. Alors :

(1) k est le plus petit entier tel que (dk/dzk) ®(a) soit non nul (i. e.
c'est l'ordre de © en a ).

(ii) on a, en posant @ ImlB = sup!z—algr |m(z)| :

Kk
v S’Tg'('li?'a' [1oglely = og!D” v(a)| + k(logla| = log )] .

Démonstration. — On démontre aisément par récurrence que, si a est non nul, les

assertions

«(2(3/az)) o(a) =0 » VT h =03 ees » k= 1>
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<(d/dz)h(p(a)=0 y Yh=0, ¢eo » Kk = 1>

sont équivalentes. On a alors :

DX o(a) = a(a%/az") ofa)

dtou
k,. k -k
(d /dz )m(a) = a Dk m(a)
La fonction ¢ ayant ainsi un zéro d'ordre k au point a , la fonction

¥(z) = o(z)/(z - a)¥

est encore analytique sur B . Elle admet vy — k zéros dans A . D'aprds le lemme
de Schwarz p—adique (cf. SERRE [8]), on a donc :

le(a)| € (&) Iyl .

Or (dk/dzk) w(a) = k! ¥(a) , et |co|B -~ I‘HB dtaprés 1'inégalité ultramétri-
que. Ainsi @

"t

0 .

lal ™. D" o(a)] < (%)'\’ (%)k lely »

ce qui est 1l'inégalité désiréde.

Nous allons appliquer le lemme 3 & une fonction analytique déduite de FN s et en
chacun des points u o »on >N,

En vertu de la densité du groupe de valeurs de Cp dans _E+ » 11 existe deux
disques circonférencids A° ¢ B de rayons respectifs p et r , contenant le dis-
que A défini par la condition (02)’ et strictement inclus dans le disque non cir-

conférencié ® , Les fonctions fl et f2 étant méromorphes dans @ n'ont qu'un

nombre fini de zéros et de pdles dans B . Pour N suffisamment grand, elles n'ad-
mettent donc pas les noints de la suite {un}n>N comme zéros (ni comme p8les, par
hypothése). Pour \

i=1, 2, soit ei le polynéme diviseur des p8les de fi dans

B . Alors les fonctions ei et ei fi sont analytiques dans B , n'admettent pas

les points {un}n>N comme zéros, et n'ont aucun zéro commun, Ceci permet de défi-

nir les constantes réelles :

A, =logle; f.lg 5 By = 1og|ei|A
c, = 1ni‘z€B(|Gi fi(z)l + Iei(z)l) » C; >0,
Dans ces conditions, considérons la fonction GN = 9? eg FN e« BElle est analytique
sur B 5, et si on désigne l'ordre de FN en u c'est aussi 1lt'ordre de GN en

o
w_ » donc, par le lemme 3, (i), le plus petit entier tel que : D n Gylw ) #0 .

Soit  1le nombre de zéros de GN (comptés avec leur multiplicité) de GN dans
A° . La construction précédente entratne :

Zi>N o3 <V e
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Pour N suffisamment grand, les points {un} >N sont non nuls. Par ailleurs,
ils sont tous centres des disques A% et B . Soit alors n un entier supérieur
ou égal & N . Le lemme 3, appliqué & la fonction o = GN au point a = u o, en-

tratne :
R R .C
v < ngr;737 [10%‘6 ‘B - 1Og|91 0, D2 FN(un)l + cn(loglun\ -logr)].
o R R %
n -
(En effet, la définition de o, montre que D GN(un) = el(un) ez(un) D FN(un) .)
T1 reste A majorer le terme de droite de cette inégalité. Les constantes

Y3 0 eee 2 Vg et « » écrites ci-dessous, sont aisément calculables & partir de

Yyt Yo ? Aj » B, et C, . Elles sont donc indépendantes de N et n .
/4

() 1oglof o5 Ty <R(A, + A, + B, +B,) < vy

(g) On a, d'aprds la définition de C,
lei(un)l > Ci/[2 sup(1 » |fi(un)|)] y pour i =1, 2,

Mais fi(un) est un é1ément de K . Si § désigne son dénominateur, on a

lo.t(u )l < 1.

La formule du produit dans Q entraine 5.‘6‘ > 1, d'on |f(un)| < 8 5 ce qui

implique, d'aprés la définition de la taille d'un élément de X ¢

1og|f(un)| < log & < s(f(un)) < t(un) <T

En conséquence

R R € %
- loglel(un) 92(“n)l < R( - log + 2Tn)

1
y 4
3/4
< 'Y4 S Tn .
(6)

(y) DB F_(u ) est un élément de K non nul par définition. Il vérifie donc

Y N''n p
1'inégalité fondamentale (cf. SERRE [ 7], §1)

- dx : Q) (0™ F (u )) < 1ong . (u, ).

D'olu, en vertu du lemme 2,

o,
- 1og|D ® Fy (u )| < Kk QITN-PO‘n log Yl(o +R) + 2T ('\(1 o) +R) + 2 log(1+R) ]
< ys(on log(on + 83/4) + (cn + 83/4)Tn)

(6) Enfin, cn(loglunl - log r) < gn(log 8§ - log r) < Yg On °

En regroupant ces différentes inégalités, on obtient :
v $ Togtrey L3 + ¥4 T8 ¥4 4 yolo, 108loy, + 574 4 (o, + SN + vg o]

Ainsi,

Zi?N o; £ oz(o‘n log(cn + S3/4) + (cn + 83/4)Tn) ’

ce qui, pour n décrivant l'ensemble des entiers supérieurs & N , fournit les

inégalites (ZJN) , et permet, au moyen des 4e, Se et 6e pas, de conclure la démons-—

tration de critére de transcendance local.
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III. Application aux fonctions elliptiques p—adiques

b P~~~

Un premier type de "fonctions elliptiques" p—adiques a été introduit par Elisa-—
beth LUTZ ([5])s §2) pour paramétrer, au voisinage de son élément neutre, une courbe

elliptique définie sur un corps ultramétrique complet Cp « Pour p#2, 3, un

isomorphisme de C_-—groupe de Lie permet de se ramener a 1'étude des courbes algé-

briques planes () d'équation :

°

Y2 = 4X3 - &5 X - g3 » avec A = gg - 27g§ £0 .

algébriques sur Q , la démarche for-
melle suivante permet de retrouver les "fonctions elliptiques™ de Lutz. Soit o un
plongement de E dans C , et

Si g, et €5 sont des €léments de Cp

p la fonction elliptique de Weierstrass complexe
dtinvariants c(gz) et o(gB) . L'application C-méromorphe

z —=> (p(z) , p'(z))

définit une représentation paramétrique de Iy » ensemble des points C-rationnels

de (F) « Au développement de Laurent de p ‘au voisinage de O

olg,) , oley) 4

z +

=L
p(Z)-—- 2+ 20 28 2z +¢ol ?

7
on associe 1'élément de Cp((z)) :

g g
_ 1 2 2 3.4
pp(z) = R R - A PR
qui définit une fonction méromorphe sur un disque ® de C_ , de rayon stric~

tement positif. C'est la fonction elliptique de ILutsz,
Les applications (z » p(z) ’ p’(Z)) ’ (ez ’ p(Z) ’ p‘(z)) ’ (P(Z) s p'(z) ’
p*(z) ’ p*'(z)) vérifient la condition (Cl) du critére de transcendance local, que

1'on peut alors appliquer & 1l'étude de leurs points algébriques sur @g o
2’3
Ce point de vue permet, dans le cas de multiplication complexe, de démontrer

1'équivalent p—adique de la proposition A de Schneider. Nous y reviendrons
ailleurs,

Nous donnons ici des corollaires du critdre local concernant un autre type de

fonctions elliptiques p-adiques, introduit par John TATE ([9], §6).

l. Rappels sur les courbes et les fonctions elliptiques de Tate,

Soient 1L wune extension algébrique (finie ou non) de -gp ’ HL 1l'ensemble des
fonctions holomorphes sur _g; » dont le développement de Laurent & l'origine a ses

coefficients dans L , ML son corps des fractions, et FL(q) le sous-corps de

ML formé par les fonctions multiplicativement périodiques de période

qQ s O q
désigne un él1ément de ¥, iql < 1.

PROPOSITION 1. - Le corps FL(q) est un corps de fonctions sur L , de genre
égal &4 1 .
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La démonstration de cette proposition suit celle de 1'énoncé similaire concernant

les fonctions méromorphes sur C admettant un réseau de période donné ( voir & ce
sujet ROQUETTE [4), 82).

Si g (resp. yb) désigne un élément de FL(q) admettant 1 comme p8le
dtordre 2 (resp. 3) » le théordme de Riemann-Roch entraine que les 7 éléments

1 9 X5 » ¥ :X2,XY vystB
0 0 0 0 Y0 0 0

sont I~linéairement dépendants. Lorsque la caractéristique résiduelle p est dif-

férente de 2 ou 3 , on peut mettre la relation de dépendance sous la forme de

Weierstrass :

>
(w) v° = ax> - 8, X = 830

ou x et y sont les I-combinaisons linéaires de X, et Yo On a alors

Fila) = L(xy » vy) = Lz » ¥) &

Comme dans le cas classique, les seuls générateurs de FL(q) s liés par une rela-

tion de dépendance algébrique de la forme (W), sont du type x* = XZ p:d

* 3 )

y. =Ny » o A désigne un élément de L* ., La relation s'écrit alors :

(W*) y*z = 4X*3 - g'; X*'— g.g s avec g'g = )\4 g2 ’ g'g = )\6 gs o

Nous allons maintenant expliciter des générateurs x et y de FL(q) « Soit @
la fonction théta fondamentale :

8(z) = To(1 - &7 h Molt-a"2) .
ona 0(g"!z) =~ z0(z) .

Introduisons 1l'opérateur de dérivation D = z(a/az) , qui laisse stable le corps

F (q) + La fonction ¢(2z) = D8(2)/0(z) vérifie ¢(q™' 2) = ¢(2) + 1.

Posons alors P(Z) = = Dg(Z) . On vérifie aisément que la fonction P est un

élément de FL(q) y admettant 1 comme pdle d'ordre 2 . Le calcul donne :

n
Z
P(2) = 2, —a—s
(1 -qa 2)

et nous introduisons la fonction :

N e _ n ., 2n 2 _n 3
D'ou @ DPq(Z) = Z£g§ (g0 2 +q 29/(1 -q 2)° .

DP admet 1 comme p8le dlordre 3 ., Nous allons montrer que la relation liant
P gt Dp est de la forme (W). Pour 1l'obtenir, introduisons 1l'uniformisante loca-
lg T = quZ au voisinage D(1 , 1~) de 1'élément neutre de L¥ , ( Lg désigne
dans toute la suite le logarithmique p-adique, et Exp 1l'exponentielle p—adique. )

on a D = z(d/az) = d/dT , et un calcul explicite montre que le développement de
P (Exp T) en série de fonctions méromorphes n'est autre, formellement, que celui
q

de la fonction (y@in)z pl’T(T/2in) » O1 Py,r désigne la fonction elliptique de
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fe e .z , ’ .
Weierstrass associée au réseau (1 s T) » avec q = exp 2imTt « De

(p1, 02 = a(p,, )7 = g,(1 + D)y = g5(1 » T)

on tire
(qu)2 = 4Pi - g(a) P - g5(d)
avec
g,(a) = (1/(21m)") g,(1 » 1) = (1/12)8,(a)
g3(q) = (1/(21n)®) g5(1 5 7) = = (1/216)Bg(a)
(le signe = désigne une égalité formelle ; le signe = , une égalité dans L ),

ou E4(q) et E6(q) sont les séries d'Eisenstein normalisées d'ordre 2 et 3.
L'invariant modulaire
(a) = 1728(g(q)° 2 2 % /(8,(0)7) - (&)
I(a) = 1728(g,(a)7)/(g,(a)” = 2785(a)7) = 1728(8,(q)")/(B,(a)7) ~ (B4lq
est donc donné par la série convergente
1 oo n
3o =5+ 744 + 2 ) el)a”
ou les coefficients c(n) sont les entiers rationnels intervenant dans le dévelop—

pement classique de J(q) . Ceci permet de montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 2, — L'invariant modulaire J définit une bijection Le-analytique de
1l'ensemble {q € ¥ s o] < 1} dans l'ensemble {j €L , 5] > 1} .

Appelons courbe elliptique de Tate Sq le quotient qug s ol L =—9p(Q) yet T

est la cléture algébrique de L . Nous avons vu que l'ensemble de ses points I~ra-
tionnels est isomorphe a l'ensemble des points IL~rationnels de la cubique () »
définie par (w). Pour p# 2, 35 on démontre que l'invariant de Hasse de (r)
—-% gz(q)/gB(q) (mod L*2) est toujours égal & 1 (cf. ROQUETTE [ 7], §41). On en
déduit que deux <cubiques de Tated», définies sur L , sont isomorphes sur L ,si,
et seulement si, elles ont méme invariant modulaire gg/(gg - 27g§) .

Nous allons maintenant nous intéresser aux points Q~rationnels des courbes el-

liptiques d'invariant modulaire algébrique sur Q . De fagon précise, nous pourrons

choisir, pour de telles courbes, une équation de la forme (w*) définie sur :§ . Ce

sont les points E}q@tionnels de la cubique (F*) associée & (W*) que nous &tu-
dierons,

24 Points algébrigues des fonctions elliptiques p—adiques.

Soient J un élément do Ep algébrique sur Q , 7] > 1 5 et Sa la courbe
elliptique de Tate d'invariant modulaire J ( q est obtenu par application de la
proposition 2). Posons L :‘QP(J} =‘Qp(q) .

Les fonctions elliptiques (Pq s DPq) qui paramdtrent la courbe Sq vérifient
1'équation :
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. 2 3
() DPy = 4%y~ 12 4(Q) P +216 Eg(a) .

Les nombres 32(1 sy T) et g3(1 )y T) correspondant dans le domaine complexe, a
B (q) sy et B (q) ne peuvent &tre simultanément algébriques, d'apres le théordme

clas31que de Schnelder (proposition A, appliquée au point t —-— ). On conjecture

qu'il en est de méme des nombres E4(q) et E6(q) . Le critére de transcendance,

démontré dans la premidre partie de ce travail, ne permettant dtétudier que des

fonctions satisfaisant des équations différentielles algébriques, nous allons défi-

nir une nouvelle fonction, notée P: » & laquelle il sera applicable.

Soit A\ un élément de L* , le <1, tel que Ei(q) = h4 EA(q) soit algébri-

que sur Q . Alors EZ(Q) = k6 E6(q) est algébrique sur Q s en vertu de 1'hypo-
thése faite sur J . La cubique (I™) d'équation

() 7= 4 =5 () x + gk 5E(q)

est L—isomorphe a 8

La fonction 2" est définie sur le dis sque ® ={z¢€C_;

Posons alors P:(Z) = h2 Pq(ZX) . On g

2 a1 d 3,0 4 3
DP¥(z) = . — =
Pq(Z) AT 2N quzk N7 gz By zk = A~ DP (z) ’
dtou l'on tire 1l'équation différentielle :
3 ®2 _ %3 1 3
(w) DPS = 420 12 4( 1) ¥y 216 Ee(a) «

En conclusion, les fonctions (P » DP ) définissent un paramétrage de W au

voisinage de son é1lément neutre (voir [2]).
Ces définitions étant posées, on peut énoncer la proposition suivant

PROPOSITION B?. ~ Deux éléments de ® , multiplicativement indépendants, ne

peuvent &tre simultanément pcints algébriques de (7 , P*(2)) .

Démonstration. — Supposons qu'il existe deux nombres algébriques U1 et U2
® , multiplicativement indépendants, tels que P*(U,) et P*(U2) soient algébri-
ques, et soient K 1le corps de nombre engendré sur Q par E*(q)

3
Ec(q)
3 3 3 3% — 1P s
Pq(Ul) ’ DPq(Ul) R Pq(UZ) , DPq(UZ); U, et U,.Posons V, =U; pour i=1,2,

et considérons les N2 points algébriques {Vni vz}, 0<n
dans le disque A = {z € Ep ; lz -1 <p p/(p l)} strictene

7

de

1? n2 < N , situés

nt inclus dans ® ,

En vertu du théoréme de multiplication algébrique de P* (déduit formellement du

théoréme d'addition des fonctions elliptiques de Weierstrass
™ v}, 0<n

vérifient

p )s les points

, » 0, <N, sont des K-points des fonctions P: : DP: y et

s "o 2
supo<n1’n2§N(s(Pq(V1 v, ) s(DP (v v, )) < AN
(cette dernidre inégalité traduit d'ailleurs une propriété classique de la hauteur
sur les variétés abéliennes).
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L'application (2 , P¥(z) , DP:(Z)) vérifie la condition (cg) du critdre local,
q -
ety d'aprés ce qui précéde, on a en notant v(NZ) le cardinal de 1l'ensemble
fue A, u K-point de (z , P: ’ DP;) ;s tlu) < NZ} :

\)(NZ)/N2 > -21{ >0 .

Le critére local contredit alors 1'indépendance algébrique des fonctions 2Z et

P;(z) .

Signalons pour conclure deux corollaires du critdre local dont la démonstration
est similaire & la précédente,

PROPOSITION A'. — Deux éléments de ® multiplicativement indépendants ne peuvent
8tre simultanément points algébriques de (Lg Z , PZ(Z)) R

PROPOSITION Ct!., — Soit & = Sq x 532 la variété abélienne produit de deux
. 1
courbes elliptiques de Tate, non isogdnes, d'invariants modulaires algébriques.

L'application

v oz - (P: (z) DP: (z) ; PZ (z) DPZ (2))

1 1 2 2

définit un paramétrage de & au voisinage de son 41ément neutre, Si U, et U

—_— 2
sont deux éléments de ® multiplicativement indépendants, les points Y*(Ul) et

Y*(UZ) de & ne peuvent &tre simultanément algébriques sur Q.

On conjecture (ef, LANG [ 3], Appendice) que, comme dans le cas complexe, il n'y a

pas de point algébrique "exceptionnel! pour les fonctions méromorphes p~adiques
considérées ci-dessus.
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