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INTRODUCTION.

C. Ehresmann a défini la notion d'esquisse (E.T.S.A.)
pour décrire les différents genres de structures algébriques usuelles
par des procédés de nature catégorique.

Une telle description consiste en la donnée d'un diagramme (i.e. de "flé-
ches!" ), de composés de certains couples de fléches consécutives de ce
diagramme, d'égalités entre ces composés et de “"propriétés universelles"
(au sens de la Théorie des Catégories) qui décrivent les axiomes et

les données du genre de structure considéré.

On peut, ainsi, construire une esquisse pour le genre "structure de grou-
pe" (resp. pour le genre "structure d'anneau" , le genre 'structure de ca-
tégorie', ...) et un foncteur de l'esquisse des groupes (resp. des anneaux,
des catégories, ...) vers la catégorie des applications entre ensembles,
qui "respecte" les propriétés universelles, s'identifie a un groupe (resp.
a4 un anneau, a une catégorie, ...).

Comme, dans la pratique, la définition d'une structure algébrique est
donnée de la maniére la plus économique possible (i.e. sans axiomes
surabondants), 1l'idée fondamentale de la théorie des esquisses est de
respecter cette conception "minimaliste".En ce sens, elle se distingue

des autres descriptions, de nature catégorique, des structures algébriques
(par exemple, & l'aide de triples ou de ''théories" de Lawvere).

C'est pourquoi C. Ehresmann a été amené & affaiblir la notion de catégorie
(ot tous les couples de fléches consécutives ont un composé) en celle

de graphe multiplicatif (ou deux fléches consécutives ne sont pas néces-



sairement composables).

Dans le méme ordre d'idées, notre but initial était 4
appliquer la méthode de C. Ehresmann & la description des structures
enrichies dans les catégories emrichies (par exemple, au sens de S. Eilen-
berg et G. M. Kelly (CoL.CeA.) ).

Ainsi, dans le cas des structures 2-algébriques dans une 2-catégorie,

il s'agit d'enrichir les diagrammes & utiliser en introduisant des 2-mor-
phismes entre leurs (4-)morphismes (i.e. des <::::::::::> ).

Plus généralement, pour conserver 1l'idée fondamentale de C. Ehresmann,

il apparait nécessaire de développer une théorie préliminaire des gra-
phes multiplicatifs enrichis: c'est l'objet du présent travail.

Ce texte peut étre, aussi, considéré (indépendamment des motivations pré-
cédentes) comme une théorie formelle autonome généralisant celle des ca-
tégories enrichies.Néanmoins, nous n'avons jamais perdu de vue notre ob-
jectif initial (et plus lointain), que ce soit dans le choix des proposi-
tions et théorémes énoncés ou dans le choix de certains exemples.En par-
ticulier, les théorémes d'adjonction des Chapitres III et IV (qui per-
mettent, notamment, d'associer une 2-catégorie libre & un 2-graphe multipli.
catif) posent les bases théoriques nécessaires au passage futur d'une es-
quisse enrichie a son type enrichi libre (au m€me titre qu'une esquisse
usuelle engendre un type libre).De m&me, l'exemple du 2-graphe multipli-
catif "esquisse des triples", utilisé & plusieurs reprises, a été choisi
(ainsi que son nom!) pour donner un premier exemple simple d'esquisse en-
richie (il ne fait que reprendre, d'ailleurs, une idée bien répandue
(CeDeSoTe) et (A.MoCoA.), cependant, seul notre contexte lui donne un

sens rigoureux).



Dans le Chapitre I, nous donnons les définitions précises de
graphe multiplicatif enrichi et de néofoncteur enrichi.On définit ainsi
la catégorie des graphes multiplicatifs enrichis (associés 3 un univers
donné) et des foncteurs d'oubli vers les catégories de structures sous-
jacentes.On y trouve comme exemples le 2-graphe multiplicatif "esquisse
des triples", cité ci-dessus, et la construction du graphe multiplicatif
enrichi (par les catégories) des spans d'une catégorie qui n'a pas néces-
sairement tous les produits fibrés, ce qui interpréte et prolonge le point
de vue de J. Bénabou (I.N.B.I.).

Le Chapitre II est consacré & l'étude des limites dans la catégorie des
graphes multiplicatifs enrichis (associés & un univers donné).Nous y don-
nons, tout d'abord, une comstruction explicite des limites projectives
(relatives & cet univers) dans cette catégorie.Utilisant, ensuite, une
version légérement raffinée du Théoréme d'existence de limites inductives
de C. Ehresmann (C.0.S.L.), nous prouvons qﬁe la catégorie des graphes
multiplicatifs enrichis en question est 4 limites inductives (relatives

4 l'univers donné).Par exemple, nous montrons que la somme fibrée

(qui existe donc a priori) de l'esquisse de triples et de l'esquisse

de paires de foncteurs, au-dessus de l'esquisse d'endofoncteurs, est
1l'esquisse de paires d'adjoints, comme on pouvait s'y attendre.

Dans le Chapitre III, nous construisons explicitement la catégorie en-
richie libre engendrée par un graphe multiplicatif enrichi.On démontre
ainsi un premier théoréme d'adjonction: le foncteur d'oubli de la catégo-
rie des catégories enrichies (associées a ﬁn univers donné) vers la ca-
tégorie des graphes multiplicatifs enrichis (associés & cet univers) ad=-
met un adjoint, sous des hypothéses simples concermant la catégorie

qui sert & enrichir et qui sont toujours vérifiées dans la pratique.

Dans le Chapitre IV, nous étudions le probléme du "changement d'enrichis-



sement".Si V et W sont deux catégories qui permettent l'enrichissement
(i.e. si elles sont monoidales), & certains foncteurs Q: V —— s W

(i.e. & de bons foncteurs monoidaux) on associe des foncteurs d'ouvbli,
admettant des adjoints, de la catégorie des graphes multiplicatifs enrichis
(resp. des catégories enrichies) par V vers la catégorie des graphes mul-
tiplicatifs enrichis (resp. des catégories enrichies) par W.On démontre
ainsi un second théoréme d'adjonction, et ce a l'aide du Théoréme d'exis=-

tence de structures libres de C. Ehresmann (C.0eSeLe).

On applique en particulier ce résultat et celui du Chapitre III lorsque
V est la catégorie des catégories (ensemblistes) et W celle des graphes
multiplicatifs (ensemblistes): tout 2-graphe multiplicatif engendre une

2-catégorie libre, comme nous l'avons déja signalé.

On s'est efforcé de rendre le texte aussi abordable que
possible (malgré d'inévitables passages "techniques'):
- en t8te de chaque Chapitre, figure un sommaire résumant ce qui y est
traité,
~ dans 1'énoncé de chaque proposition ou théoréme, sont systématiquement
données les hypothéses nécessaires a sa démonstration,
- dans le Chapitre O sont rappelées les quelques définitions utiles qui
permettent de préciser la terminologie employée et de fixer les notations

systématiques qui y afférent.



CHAPITRE O: TERMINOLOGIE ET NOTATIONS.
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Univers.

Graphes orientés et applications orientées.
Catégories et foncteurs.

Graphes multiplicatifs et néofoncteurs.
Transformations naturelles, cdnes projectifs et
inductifs, limites projectives et inductives.
Catégories monoidales.

Catégories enrichies et foncteurs enrichis,
Graphes orientés enrichis et applications orientées
enrichies.

F°-monomorphismes, lorsque F' est un foncteur.
Morphismes, sous-morphismes engendrés.

0.Foncteurs engendrants.
1.
2.Hypothése générale.

Reflets.

0.0. On appelle univers tout ensemble Ub d'ensembles conte-

nant ( (M.M.A.G.) et (TE.N.S.) )¢

- avec un ensemble A, toute partie A' de A ainsi que SD(A),

- avec deux ensembles, leur produit cartésien,

-~ avec une famille d'ensembles indexée par un élément de l'univers, sa

réunion,

-~ l'ensemble des entiers.

Dans ces conditions, on désigne par W 1a catégorie pleine d'applications



entre les ensembles appartenant a 'LLO .

0.1. Une structure de graphe orienté (parfois appelée,

dans la "littérature", graphe ) sur un ensemble A est systématiquement
notée [AJ = ( A, ,A,'a[A],'B [A_‘P (car on ne considérera jamais deux
structures de graphes orientés sur le méme ensemble), c'est dire que:

-~ A  est 1'ensemble des objets du graphe orienté [A] (c'est donc une

partie de A ),

-; % (resp. 8:[1-\:]) est l'application "source' (resp. "but" ) de A vers

AL .

Si [AJ est un graphe orienté, si a et a' sont deux objets de [A] (i.e.
deux éléments de A o ),1'ensemble de tous les morphismes z; a—> a'

(i.e. des z €A tels que @ (z) =a et B (z) = a' ) est noté

~CAd “[A]

HomEAj(a',a) ou, dans certains cas, CAJ(a',a) .

Si [AJ et [BJ] sont deux graphes orientés, une application orientée (i.e.

un homomorphisme) de [AJ vers [BJ est notée CF1= (CBJ,f,CAT]) si

f: A— 3B est son application sous-jacente.

Si 'uo est un univers, on dit qu'un graphe orienté [AT] est relatif a 'U.o

si, et seulement si, A appartient a 'LLo.Alors r désigne la catégorie

U,

pleine d'applications orientées relatives a 'l..l._c> s 1.e. entre graphes

orientés relatifs a W _.De plus, P, : [ —_— W désignera le
° h, W

foncteur d'oubli qui,a un [CAJ,associe son ensemble sous-jacent A.

Lorsque le contexte ne présente pas d'ambiguité, on posera r,:% = r
et Pr‘ = Pl_‘ (et r,h.:, = si 'I.L(') est un autre univers).
U

(-]
0.2. Une structure de catégorie sur un ensemble A est
systématiquement notée A® = (A;,A,EA., B‘A.,kA.) quand "," est son sym-

bole de composition (et on n'aura jamais & considérer deux structures de
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catégories différentes sur un méme ensemble) et ceci signifie, en par=-
ticulier, que:

- A(; est l'ensemble de ses objets (on le regardera toujours comme une
partie de A, & une identification éventuelle prés),

-

- EA‘ (resp. Bye ) est son application source (resp. but) de A vers

A (et (a5 ,A,8,., B ,-) est un graphe orienté, dit sous-jacent & A°,
et noté [A°] ou méme [A]),

~ A° x A" est 1l'ensemble de ses couples composables, i.e. la partie de

A x A dont les éléments sont les couples (z',z) tels que ilA.(z') = B-A'(z)’

- k,. t A=A _____, A est son application "composition"(et l'on

A.
pose, quand cela a un sens, kA.(z',z) =2'.2 ) .

Pour tout couple (a',a) d'objets d'une catégorie A°, on pose:

Hom (at,a) = HomA.(a',a) .

LA™
Si A® et B® sont deux catégories, un foncteur de A" vers B", dont 1l'appli-

cation sous-jacente est f: A — 3 B , est noté F' = (B",f,A"). Pour
tout morphisme z de A', nous noterons, indifféremment (selon le degré de
précision ou de commodité requis), f£(z) = F'(z) .

Si 'LLO est un univers, on dit qu'une catégorie A° est relative a LLO si,
et seulement si, A appartient a U, (ceci équivaut a dire que le graphe
orienté sous-jacent a4 A est,aussi,relatif & U ).Alors t}'U.o désigne la

catégorie pleine de foncteurs relatifs a 'LLO sy 1.e. entre catégories re-

latives a 'I-LO .De plus, Pgu : %u——-e w désignera alors le fonc-
0 o
teur d'oubli qui,a A associe son ensemble sous-jacent A.Comme précédem-
ment, on posera, pour plus de simplicité, ‘} =? et Pf-} = P
u Uy 3

o
(et ‘B'U.' =% si 'L\(') est un autre univers).

° —
On dit que V = (V°,i) est une catégorie pointée si, et seulement si, V°
est une catégorie et i est un objet de V' (en fait nous n'aurons 3 consi=-

dérer que des catégories pointées sous-jacentes 3 des catégories monoi-

dales ou l'objet "qui pointe' est 1l'unité du produit tensoriel, voir 05 )e
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ﬂ L] - ”, > - 4 s
Si 1L° est un univers et V = (V°',i) est une catégorie pointée, on dit

- 3 . . , . .
que V est une catégorie pointée au-dessus de qlb si, et seulement si,

pour tout objet a de V (i.e. de V') 1'ensemble Homv.(a,i) appartient 3
qJ.o.Dans ces conditions, on a donc un foncteur Homv.(—,i): vVi—sU.
Par exemple, si 1 = {0} s la catégorie pointée if; (W,1) est au-dessus
de 1L°.De méme, si 40 est la catégorie n'ayant qu'un seul objet O et
aucun morphisme non trivial (i.e. qui n'est pas un objet ), alors

—-—
‘3‘ = (% sl ) est une catégorie pointée au~dessus de l'univers ’U.o.

0.3. Une structure de graphe multiplicatif sur un ensemble

A est notée, comme pour une structure de catégorie, A'=(A;,A,<%A., BA"kA')
et les symboles utilisés y ont le méme sens qu'en 0.2 (voir aussi I.3 ).
I1 stagit d'une structure plus faible gque celle de catégorie,en ce sens

que la loi de composition n'y est pas supposée associative et que, si

z: a —> a' et z': a'——> a" sont deux morphismes "consécutifs'" d'un gra-
phe multiplicatif A®, ilsn'y sont pas nécessairement composables (i.e.

le couple (z',z) n'est pas nécessairement élément de A® % A" ).Sans ou-
blier cette distinction, nous reprendrons donc des notations analogues

& celles de 0.2.

En particulier, un néofoncteur d'un graphe multiplicatif A® vers un gra-

phe multiplicatif B , dont l'application sous-jacente est f: A— 5 B*,
est encore noté F' = (B°,f,A°) (voir M.M.A.G.).

De méme, si llo est un univers, on dit que A° est un graphe multiplicatif
relatif & QLO si, et seulement si, A appartient & llo.AlordeL est la

o
catégorie pleine de néofoncteurs relatifs a 1L° (i.e. entre graphes mul-

tiplicatifs relatifs 3 U ) et I;f , ¢ Jﬁ —————> U est le foncteur

1‘" o

d'oubli.

On pose aussi, pour simplifier ! = df' et P = P
P ’ u ‘){"L\
(¢]

e (o8 iy =

(o]
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Nt (resp.

si QLé est un autre univers), Alors, P ot 3

PPt g > M ) est le foncteur d'oubli injection canonmique
qui, & une catégorie A’ associe le graphe multiplicatif ... A" (on vé=~
rifie aisément que ‘3 (resp.J') est une sous-catégorie pleine de N!
(resp. J#"), c'est ce qui formalise l'analogie entre ces deux types de
structures)s

De méme, Pan:dﬁ'_______9 " est le foncteur d'oubli qui,a un graphe

multiplicatif,associe son graphe orienté sous=-jacent.

Ote S1 F*':t A3 B et G°: A5 B® sont deux

foncteurs, une transformation naturelle 6 ,de F° vers G, est un tri-

plet: -¢ = (G‘,Q,F'L ol @ est son application sous-jacente (i.e. 1'

application Q:A; ———> B qui,3 tout objet a de A", associe un morphisme

8(a) = 8(a):Fla)—>G°(a) et qui vérifie les conditions de commutation

usuelles). On note, alors, B’(A ) la catégorie des transformations natu-

relles entre foncteurs allant de A® vers B' et " " sa loi de composi-~
tion (pour bien la distinguer de la composition "." de A® et B').C'est dj
re que,si 0: F*—=2>r=— G° et e': F'°——— G'° sont deux tran:
.(4°)

formations naturelles, morphismes de B

s elles sont composables si,

et seulement si, G* = F'° et leur composé est une transformation naturel:

e'me : F° g:e" .
Si F*: A3 B° est un foncteur et b un objet de B°, on appelle

c8ne projectif (resp. inductif),de base F' et de sommet b, toute transfo

mation naturelle: Const(b) —>——F  (resp. F’' =—=3——— Const(db) ),

ol Const(b): A°* —— 3 B° est le foncteur constant sur l'objet b

de B* (i.e. dont l'application sous~-jacente est 1l'application constante

sur b).En particulier, une limite projective (resp. inductive) natura-

lisée (il nous arrivera d'omettre ce qualificatif par commodité)
de F° est un c8ne projectif (resp. inductif) de base F° vérifiant la
condition universelle bien connue, Si, de plus, b est son sommet,on dira

aussi qu'il s'agit d'une limite projective (resp. inductive) de F° .
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Si B® est une catégorie et R un ensemble dont les éléments sont des

catégories, nous dirons que B' est une catégorie & R -limites projec-

tives (resp. inductives) si, et seulement si:
- pour tout élément (i.e. toute catégorie) A° appartenant 3 K , tout
foncteur F': A°———5 B® admet une limite projective (resp. inductive).
Si & est un ensemble dont les éléments sont des ensembles et si B® est
une catégorie, nous dirons que B® est & E -produits (resp.-sommes) si,
et seulement si:
- pour tout élément (i.e. tout ensemble) E de £ , tout foncteur

d

F': EE——> B® admet une limite projective (resp. inductive), lorsque

gd désigne la structure de catégorie discréte (i.e. Mou il n‘y a que

des objets') sur E,

0.5. Une structure de catégorie monoidale sur un en-

semble V est systématiquement notée V* = (V',R,i,®,W,w), c'est dire que:

~ V' est une structure de catégorie, dite sous-jacente & V*, sur V,

- B: V" x V'————> V" est un foncteur (que 1l'on notera aussi -®- ) appe-

1é produit tensoriel de V°,

- i est un objet de V' appelé unité de V* ou de &8 ,

- & Idv. =3 =Bi (resp. ¢ : Idv. =—=3—— iB~ ) est une transfor=-

mation naturelle inversible (i.e. une éguivalence naturelle) dite d'uni-

tarité & droite (resp. & gauche),

- w: =B(~B-)=—3=—— (~B-)B- est une équivalence dite d‘'associativité,

-®(i): i — 5 iBi est un morphisme de V' égal & W(i): i —_ _imi

(nous ne rappellerons pas les autres axiomes de "cohérence" que doivent
vérifier les transformations naturelles ¢,y et w car nous ne les uti-
liserons pas explicitement dans la suite, on pourra cependant les trouver

en (C.L.C.A.) )o
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0.6. Désignons par V* une catégorie monoidale.
Une structure de V"-catégorie (ou catégorie enrichie par V") est sys~
tématiquement notée A= (A;,_é",;jA.,kA.), c'est dire que:d

- A; est un ensemble, dit ensemble des objets de A",

- A%: A; x AS ——> V_ est une application,
= Jyat A; ———> V est une application qui, & tout objet a de A",
associe un morphisme (de V°)de la forme:
Jpa@): i ———3 A%(a,a) ,
= kja: A; x Ag x A'o‘ ~—~————> V est une application qui, & tout tri-
plet (a",a',a) d'objets de A", associe un morphisme (de V°) de la forme:
kA.\(a",a' ,a): A%(a",a')®A(at,2) ——> A%(a",a),

- pour tout couple (a',a) d'objets de A" les deux diagrammes suivants

commutent:
A%(a',a)Bj,(a)
A%(a',a)Bi > A*(a',a)BA"(a ,a)
¢-1 (A*(a',a)) Aa(a' s@4y2)
A%(a',a)
jA“(a')D‘.AL“(a' ,a)
iBA~(a',a) > A"(at,a')BA"(a',a)
\U"1( A~(a',a) ) A..(a',a',a.)

A"(a*,a)
- pour tout quadruplet (a"',a",a',a) d'objets de A", le diagramme suivant

est commutatif:
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A“(anl ’an)
B " < é“(a"',a")ﬁ(é“(a",a')ﬂé‘(a',a))
éh(a",a) A~(an' am)
B
kA.(a",a',a)

kA.(a"' ,an,a)

'w(_A_"(a"' ,a"),A%(a",a'),A%(a',a))

kAn(a"' ,a' ,a)

A“(a"' ’a')

A B y < (A“(a"',a")nA“(a",a'))E_.g“(a',a)
A™(a',a) kA.\(a"',a",a')
B
.A.A(a' 2a)

Pour justifier trés briévement la terminologie et la notation utilisées,
nous rappelons qu'a toute V =-catégorie A" on peut associer une catégorie

A° (ce qui donne la signification du "A" de A"), dite sous-jacente a A",

pour laquelle, en particulier:
- A est 1l'ensemble réunion disjointe (i.e. somme) des Hom,.(A%(a',a),i),
ou (a',a) varie dans A; X A; ,

- A est 1'ensemble réunion disjointe des {jk.(a)},oﬁ a varie dans Aj
(il est donc isomorphe a A;)

(pour_une construction.compléte, le lecteur pourra s'inspirer,par exem-
ple,de la construction plus générale du graphe multiplicatif sous-jacent

4 un V*-graphe multiplicatif, donnée en I.14 ).
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Si A" et B” sont deux V"-catégories, un V"-foncteur de A" vers B" est
systématiquement noté F* = (B*, (F,F”) ,A"), c'est dire que:
- F: A; —————9-33 est une application,
- F*: A; X A; ~——————> V est une application qui, & tout couple
(a',a) d'objets de A", associe un morphisme de la forme:

F*(a',a): A*(a'ya) — 5 B*(F(a'),F(a)),
-~ pour tout objet a de A", le diagramme suivant est commutatif:

F*(a,a)
A*(a,a) > B~ (F(a),F(a))

3pa(a) ign(F(2))

- pour tout triplet (a",a',a) d'objets de A", le diagramme suivant est

commutatif:
E_“(a",a )
A*(a",a) - B*(F(a"),F(a))
ky.(a",a',a) § 4 kpa(F(a"),F(a'),F(a))
A~(am",a') B*(F(a"),F(a'))
4] > [}
A~(a',a) F*(a",a' )BF"(a',a) B (¥(at'),F(a))
Comme plus haut, en sait qu'a tout V"-foncteur F*: A" — > B”

on peut associer un foncteur F*: A° B',dit sous~jacent a F*, en-

tre les catégories sous-jacentes & A" et B” (pour le construire expli-
citement, on peut s'inspirer, par exemple, de la construction plus géné-

rale de I.14),
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Si 'U.o est un univers, nous désignons par V" -fonc la catégorie pleine de

U

V*-foncteurs entre V"-catégories dont les ensembles d'objets sont éléments

de 'llo.Si la catégorie pointée ? = (v*,i), sous-jacente d V", est au-des-

sus de 'U.o (et nous dirons alors que V" est une catégorie monoidale au-

dessus de 'lLo), on en déduit un foncteur d'oubli V{L ~fonc—>F qui,
o)

a tout objet A", associe sa catégorie sous-jacente A°,
Lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible, nous poserons V.‘{lo-fonc=v“-fonc.
En particulier, on vérifie que UY“~fonc est une catégorie équivalente a

% , lorsque W" est la structure cartésienne usuelle sur U.

0.7. Soit V = (V*,i) une catégorie pointée.

Un V-graphe orienté (ou graphe orienté enmrichi par V) est systématique-

ment noté A = (KO,E, jK), c'est dire que :

- I: est un ensemble, dit ensemble des objets de K’,
- —_A’: Z\_; X 1'0 —_— V; est une application,

- jz: 7&:_—_-5 V est une application qui, & tout objet a de _Z, associe

un morphisme (de V°) de la forme:

iz(a): 1 > R(a,a).
Une telle notion a été introduite par F. Foltz dans le cas oi T = (v°,i)
est la catégorie pointée sous-jacente a une catégorie monoidale V©~,
Lorsqu'il en est ainsi, nous dirons aussi qu'un ?-g;raphe orienté est un

V*-graphe orienté.

Si X et B sont deux ?—graphes orientés, une Tftgpplication orientée de

T vers B est notée F = (f: (F,E) ,X), c'est dire ques

-

- F: o —————->TB)° est une application,

-]

=

> N
-f: -: x A, ————>V est une application qui, & tout couple (at,a)
d'objets de T, associe un morphisme de la forme:

T(a',a): A(a',a) —————3B(F(a'),F(a)) >

- pour tout objet a de 7\’, le diagramme ci-dessous est commutatif:



-
F(a,a) Y

(F(2),F(a))

Si T est sous-jacente & une catégorie monoidale V", nous dirons aussi

qu'uneﬁvlapplication orientée est une V*-application orientée (et il

s'agit alors des homomorphismes de V*-graphes orientés de (C.0.C.A.)).

—>

Si ILO est un univers, nous désignons par Vﬁ--apor la catégorie pleine
o
-—; ’
de V-applications orientées entre-vigraphes orientés dont l'ensemble
d'objets est élément de 1L°.Siivhest sous-~jacente a une catégorie mono-
idale, nous posons VZ_—apor = Vﬁ -apor.Nous poserons, pour plus de sim-
o] o

plicité, T/’u'o-apor = V—apor et V’{Lo-apor = V%—apor (quand T est sous-jacente
a une V") lorsqu'aucune confusion ne sera & craindre.

En particulier, on vérifie que 1 -apor est une catégorie équivalente

a la catégorie r\.

0.8. Soit F*: A*————» B® un foncteur.
Un morphisme z: a ——>a' de A" est appelé un F’-monomorphisme si, et
seulement si:
- £f(2) est un monomorphisme de B°,
- pour tout z': a"— > a' dans A® et tout z":f(a")_— . f(a) dans B°
vérifiant £(z).z" = f(z'), il existe un unique morphisme z'": a"— > a
de A® tel que z.z" = z' (on pourra se reporter au diagramme ci-dessous)
et £(z") = 2" puisque £(z) est un monomorphisme.

Nous dirons, dans ces conditions, que a définit une F'-sous-structure

de a'.

Remarquons également qu'un F'-monomorphisme est, en particulier, un mono-

morphisme.
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at f(at)
2! |z £(z') A£(z)
a’ > a f(a") > 4 £(a)
LAY Zn

0.9. Soit F*: A®* —————> B® un foncteur, X une partie
de A et XS une partie de A;.
S5i a est un objet de A® et z: b — 3 f(a) est un morphisme de B, nous
dirons que le morphisme t: a'——> a est un (X.K;,F’)—morphisme (ou un

v
(X.A;,F')-sous-morphisme de a) engendré par z (C.0.S.L.) si, et seulement

si:

- a' est élément de X;,

- t est élément de X,

- il existe un morphisme r: b — 5f(a') dans B° tel que z = f£(t).r ,

- pour tout triplet (a",t',r') "amalogue'" au triplet (a',t,r) (voir 1le
diagramme ci-dessous), il existe un unique morphisme t: a' ___, a" de A"
tel que t'.t = t et £(t)er = '

(remarquons que cette derniére égalité est automatiquement vérifiée,
lorsque la premiére l'est, si f(t') est un monomorphisme de B’ et donc,

en particulier, si X est une classe de F'-monomorphismes).

Ia notion de sous-morphisme engendré étant, en général, associée a une

classe X de monomorphismes de A° ou de F -monomorphismes, nous désignerons
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par Monos(A®) l'ensemble des monomorphismes de A°.

1" V.
a E‘Ao

f(a)

0.,10.80it F*: A°*— 5B’ un foncteur, X une partie de
A, X; une partie de A’ et E: une partie de B; .
Nous dirons que F° est un foncteur (%;, X.X;)-engendrant (C.0.8.L.), si
et seulement si:
--pour tout objet a de A® et tout morphisme z: b — 5 f(a) de B® tel

v v. o »
‘que b soit élément de B;, il existe un (X.AO,F )-morphisme engendré

par z, au sens de 0.9.

0.11. Soit A° une catégorie et X une partie de A.

Nous dirons que le morphisme z: a — 5 a' de A° admet pour X-reflet

le morphisme t: a"____5 a' de A" si, et seulement si:

- t est élément de X,
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~ il existe un morphisme r: a — 5 a" de A° tel que t.r = z,
- pour tout couple (t',r') de deux morphismes de A° tels que

+ t' est élément de X,

+ t'er' =3z,
il existe un unique morphisme h de A° tel que t'.h = t et her = r!'
(on pourra se reporter au diagramme ci~dessous).
Nous dirons aussi, avec ces notations, que a" est un X-reflet de z.
Au sens de 0.9, on constatera qu'un X-reflet de z est aussi un
(X.A;,IdA.)-morphisme engendré par z.
En général, on prend pour X une partie de Monos(A®).Par exemple, si

X = Monos(A®), un X-reflet de z est une image de z, au sens usuel.

0.12. Dans toute la suite on raisonne dans un bon modéle

de la théorie des ensembles avec axiome des univers (T.E.N.S.).
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CHAPITRE I: GRAPHES MULTIPLICATIFS ENRICHIS.

Po 19 e¢eeeee I.1, Définition d'un graphe multiplicatif enrichi.

Po 21 ...... TI.2. Exemple: graphe multiplicatif enrichi sous-jacent
4 une catégorie enrichie.

Pe 21 eeeeee IL.3. Exemple: graphe multiplicatif comme graphe multi-
plicatif enrichi par les ensembles.

Poe 2 ceeeee L.k, Exemple: "esquisse" des triples comme graphe multi-
plicatif enrichi par les graphes multiplicatifs.

Pe 27 eeeeee I.5. Exemple: graphe multiplicatif enrichi (par les caté-
gories) des spans d'une catégorie (n'ayant pas tous
les produits fibrés).

Poe 30 .eeeee I,6, Définition d'un néofoncteur enrichi et catégorie
des néofoncteurs enrichis.

Pe 33 eeeees I.7. Exemple: néofoncteur enrichi sous-jacent & un fonc-
teur eanrichi.

Pe 33 +eeeee 1.8, Exemple: les néofoncteurs comme néofoncteurs enri-
chis par les ensembles.

Pe 3% <eeeee I.9. Exemple: triple comme néofoncteur enrichi de 1l'es-
quisse de triple dans la 2-catégorie des catégories.

Poe 35 eeceee I.10.Exemple: catégorie interne 4 une catégorie comme
néofoncteur enrichi de l'esquisse de triple dans le
graphe multiplicatif enrichi des spans de cette ca-
tégorie.

Poe 36 eeeeee I.11.Application orientée enrichie sous-jacente & un néo-
foncteur enrichi.

Pe 36 eeesee I.12.Application orientée sous-jacente & une application
orientée enrichie.

Pe 37 eeeses I.13.Application orientée sous-jacente & un néofoncteur
enrichi.

Pe 37 eeesee IL.14.Néofoncteur sous-jacent & un néofoncteur enrichi.

Pe 39 <eeees I.15.Rappel emsembliste: reflet d'un néofoncteur.

Po 41 <..ess I.16.Reflet d'un néofoncteur enrichi.

I.7« Définition. Si V"= (V°,B,i, ¢, ¢,w) est une caté.

-~

gorie monoidale, nous dirons que A* = (Ao s A%, Jpas Myas k;a, qA.,_pA.)

est un V*-graphe multiplicatif si, et seulement si:

- (A;, A", jA“) est un V"-graphe orienté, dit sous-jacent & A®,

- myac A; x A; x A; ————> V est une application telle que, pour

tout (a",a',a) € A x AJ x A3 , le morphisme mA.(a",a',a) est un mono-

I

morphisme, dit monomorphisme des composables,de but A*(av,a') B A*(a',a)

et dont la source , notée A"(a",a') x A(a',a), sera appelée 1l'objet des
couples composables de A® relatif i (a",a’,a),
- kA.E—A; x A; x A; ———————3 V est une application ou, pour tout

(a",a',a)‘A; x A% x A% , le morphisme
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kA.(a",a',a): A*(a",a') = A*(a',a) ——> A"(a",a)

sera appelé morphisme de composition de A" relatif & (a%,a',a),

- _Bpa: A; x A; ———— 3 V est une application pour laquelle, quel
que soit (a',a)c A; x A; , le morphisme

§A.(a',a ): A*(a',a) B i ——y A"(a',a) = A*(a,a)

sera appelé morphisme d'unitarité 4 droite de A" relatif a (a',a),

- gA.z A; x A; —> V est une application pour laguelle, quel
que soit (a',a)EA; x A; , le morphisme
By(a'ya ): 1B A%(a',a) —> A%(a',a') = A"(at,a)

sera appelé morphisme d'unitarité 3 gauche de A® relatif & (a',a),

- (axiome d'unitarité & droite) pour tout (a',a) € AJ x Aj le diagramme

ci-dessous commute:

A*(at,a) B A*(a,a)

A~(a',a) B jA‘(a) mA.(a',a,a)

A*(at,a) = A*(a,a)

A%a',a) B

$7(a%(ar,2))

kA._(a' ,a ’a)

A%(a',a) )

- (axiome d'unitarité & gauche) pour tout (a',a) € A x A7 le diagramme

ci-dessous commute:

A*(a',a') B A*(a',a)

Jpa(a’) ® A%(at,a) mya(at,at,a)

i B A~(a',a) A*(a',a') = A"(at',a)

‘l’-1(£“(a',a)) kjalat,at a)

éﬁ(a' ya)

(On remarquera que, pour tout (a! ,a)_e;A; x Aj , les morphismes _.G},A.(a' ,a)

et %a(a',a) sont les seuls rendant commutatifs les deux diagrammes ci-
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dessus du fait que mA“(a',a,a) et mA.(a',a',a) sont des monomorphismes.)

I.2. Le premier exemple (formel) de V*-graphe multipli-
catif que nous allons donner est celui ... des V*-catégories.
Supposons que A" = (A; , A, Jpas kA.) soit une V*~-catégorie.

Pour tout (a",a',a) € A; x A; x A; , NOUs posons:
- a*(a",a') = A*(a',a) = A*(a",a') B A*(a',a),

- my.(a",at,a) = A%(a",a') B A%(a',a) ,

- _gAa(a',a) A*(a',a) B jA.(a),
- ‘__@Au(a',a) = jAo\(a') B Ah(a',a)o
I1 est alors clair que (A;, A*, jA., Byay Kpay Qpa, —ék“) est un V*-gra-

phe multiplicatif dont nous diroms qu'il est associé, ou sous-jacent, &

la V*-catégorie A*.

Pour plus de commodité, nous identifierons fréquemment une V*-catégorie a
son V%-graphe multiplicatif sous-jacent.

Ainsi, une V"-catégorie A® est un V"-graphe multiplicatif ou:

- pour tout triplet d'objets (a",a',a)fEA; X A; x A; s, l'objet des couples
composables de A” relatif a (a",a',a) est le plus grand sous-objet possi=-
ble de A*(a",a') B A*(a',a) (i.e. lui est égal), alors que,dans un V*-gra-
phe multiplicatif,il peut n'é@tre qu'un sous-objet propre (i.e. non isomor-
phe),

- la composition est associative.

Ces deux points sont évidemment ceux qui différencient, dans le cas ensem-

bliste, la structure de catégorie de celle de graphe multiplicatif.

I.3. Le deuxiéme exemple qui s'impose provient du cas en-~
sembliste (ne serait-ce que pour justifier de nouveau la définition de
I.1 et la terminologie qui y est adoptée).

Soit ‘ub un univers (voir 0.0) et W 1la catégorie pleine d'applica-
tions entre les éléments de ub .Bien entendu, nous munissons alors WU

de sa structure cartésienne (donc monoidale) canonique notée W".
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Rappelons que A° = (A;,A,_QA. ,_BA. ) k. ) est un graphe multiplicatif

(relatif a 'ILO ) si, et seulement si:

- A est un ensemble, élément de 'l.l.o , dont A; est une partie que 1l'on

appelle_l'—;nsemble des objets de A°,

est une application, appelée application source

de A®, vérifiant a,. (a) = a pour tout objet a €A_,

- _'BA.

A®, vérifiant _g_A.(a) = a pour tout objet aEA;,

: A ——— A; est une application, appelée application but de

- k

e+ est une application de but A et dont la source, notée A° = A® et

appelée 1l'ensemble des couples composables de A°, est une partie de A x A,

- si (z',z) est un couple composable de A° (i.e. est élément de A* = A"),
alors on a nécessairement "QA.(Z) = _‘&,A. (z') (la réciproque étant fausse),
- pour tout z €A, le couple (z, §A.(z) ) est composable (i.e. est élément”
de A" = A°) et k,. (z,_&A.(z)) = z,

- pour tout z&A, le couple (_B,A.(z), z ) est composable (i.e. est élé-
ment de A® = A_' ) et k., (ﬁA.(z), z ) = z.

A un tel graphe multiplicatif (relatif & U, ) nous associons un W'~

graphe multiplicatif A®= ( A"

or A%y Jpas Mpa, Kja y@pay B,~ ) de la

maniére suivante:

- A; = A; o ce qui signifie que les objets de A" sont exactement les

objets de A°,

-A% : ADx Al ————> WU, est l'application qui,i tout couple (a',a)

de deux objets de A”(ou de A°),associe l'ensemble A*(a',a) de tous les
morphismes de A° de source a et de but a', ce qui signifie que A*(at,a)
est trés exactement 1'ensemble Hom,.(a',a),

- pour tout objet a de A* (ou de A°) ,jA.(a): 1 ——> A*(a,a) est 1'appli-
cation qui distingue, bien entendu’l'objet a (i.e. telle que

jAA(a)(O) =a ) et ceci définit bien une application jA‘ : A; 1,

- pour tout triplet (a",a',a) d'objets de A®, l'ensemble
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A*(a",a') = A*(a',a) est la partie de A % A" dont les éléments sont

—_—— — —_———

les couples composables (z',z) de A® vérifiant

By (z') = a" §{A' (z') = B,- (z) =a' }%A' (z) =a ;
il en résulte que A*(a",a') = A"(a',a) est aussi une partie de l'en=-
semble produit cartésien A"(a",a') x A%(a',a),
- pour tout triplet (a",a',a) d'objets de A", on désigne alors par

mA.(a",a',a) : A(a",a') = A*(a',a) € 3 A*(a",a') x A*(a',a)

1tapplication injection canonique, ce qui définit bien une application
) ~ ~ ~
m, AO X 4 X Ao —_— W,

- pour un quelconque triplet (a",a',a) d'objets de A*, nous désignons

par kA.(a",a',é) : A%(a",a') ® A"(a',a) —————> A"(a",a) (composi~
tion de A" relative a (a",a',a) ) la restriction de la composition de A°,
kyo : A" 2 A" —> A, 2 A*(a",a') x A™(a',a) (partie de A° = A°)

et 4 A%(a",a ) (partie de A), et ceci définit bien une application

kA.: Ao x A; x A; — U ’

- pour tout couple (a',a) d'objets de A", nous désignons enfin par

&,a(a',a) : A%(a',a) x 1 —~—— A"(a',a) = A%(a,a)

(resp. %&.(a',a) 1x A%(a',a) ———— A%(a',a') x A%(a',a) )
l'application qui & tout (z,0) (resp. (0,2) ),élément de sa source, asso-

cie le couple composable (par hypothése) (z,a) (resp. (a',z) ) et ceci

définit bien une application _@Anz A7 x A > W (resp.
B et AS X AS — 5y w ).

Evidemment,si, en particulier, A’ est une catégorie (relative &3 WU, ),

le W"-graphe multiplicatif qui lui est ainsi associé s'identifie (par

la méthode de I.2 ) & la WU"™-catégorie qu'une méthode bien connue

permet d'associer directement a4 la catégorie A® .

En toute généralité, nous dirons que le AL "-graphe multiplicatif A® que

nous venons de construire est canoniquement associé au graphe multipli-

catif (relatif a 1&0) A® .
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————

Nous donnerons en I.14 le moyen de construire un graphe multiplicatif
associé A un graphe multiplicatif emrichi, en particulier a4 un W'-gra-
phe maltiplicatife.

A 1'ajide de la notion de néofoncteur emrichi (que nous définissons en
I.6 ),on pourra en déduire que ces constructions sont "réciproques™ 1!
une de l'autre en ce sens que la catégorie des néofoncteurs entre gra-
phes multiplicatifs relatifs a 'u.o est équivalente a celle des W"-
néofoncteurs entre W -graphes multiplicatifs dont l'ensemble des objets

appartient & l'univers WU o°

I.4t. On pourrait obtenir de nombreux autres exemples en
choisissant pour catégorie monoidale V* une des nombreuses catégories mo~
noldales "usuelles" . Signalons, notamment, que,si #'" désigne la struc-
ture cartésienne (donc monoidale) de la catégorie WM pleine de néofonc-
teurs entre graphes multiplicatifs (ensemblistes) relatifs a un univers
donné u., on peut exhiber un M'“-graphe multiplicatif

T = (T) , T 5 s Oge o Kpyes Gauay Bope)
qui contient exactement toutes les informations (et seulement celles-1a)
nécessaires 4 la définition d'un triple (T} v ) ) sur une catégorie C°
(objet de la catégorie 3 pleine de foncteurs entre catégories relatives
a l'univers 'u-o)-En effet, nous prouverons en I.9 que la donnée d'un
triple sur C° est équivalente a celle d'un W' “-néofoncteur (notion dé-
finie en I.6 ) de T vers la M'"“-catégorie sous-jacente a la structu-
re de 2-catégorie canonique, notée %°, de P .
Nous définissons " de la maniére suivante:
- T = fc3 ( 1'objet ¢ pourra &tre regardé comme "représentant" une
catégorie),
- le graphe orienté sous-jacent au graphe multiplicatif T (c,c) est

figuré ci-dessous:
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H3

j

Ty

“(on pourra regarder ici T comme étant 1'endofoncteur du triple, g

et p comme étant respectivement les transformations naturelles d'uni-

tarité et de multiplication; quant aux équations du triple, elles sont
représentées par (i) et (ii) ci-dessous),
- outre les composés triviaux, les seuls composés existant dans le graphe

multiplicatif @P"(c,c) sont définis par les équations:

e femg= @Mz et fepg= feopz = B3
- jr.(c): 1 ———> T (c,c) est le néofoncteur qui a O associe c,
- 1le graphe orienté sous-jacent au graphe multiplicatif

P (c,c) = T (c,c)

est représenté par le diagramme ci-dessous:

(c,™) ’

- les seuls composés non triviaux de %*(c,c) = T"(c,c) sont définis,
pour tout (z',z) tel que z'.z est défini dans T"(c,c), par les égalités:

(z',¢) . (z,¢) = (2'.2zy ¢ ) et (c,z2') . (c,z) = (c,z'.z) ,



26

- ainsi, T"(c,c) = P*(c,c) apparait comme un sous~graphe multiplicatif

du graphe multiplicatif produit P*(c,c) x T*(c,c), nous noterons donc
u\!.(c,c,c) : T*(c,c) =T (c,c) =————> B*(c,c) x T (c,¢c)

le néofoncteur injection canonique,

- nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'il existe bien un néo-

foncteur k!a(c,c,c): 2*(c,c) % T*(c,¢) ———> P*(c,c) dont 1l'appli-

cation sous-jacente est définie par:

e et e

(z,¢) pm—> z et__—(c,z) —> 3z, pour tout z€&%T"(c,c),

(7, ) — ®,

G (B, 1) sy & et (§,7F) — 4",
(¥ n, et (%, §)v—> %,
(g D K et (T, §) — A,

- il est clair que le néofoncteur

_'&T.(c,c): T (c,c) x4 — P*(c,c) x P (c,c)
(resp. S;T.(c,c): 1 x T*(c,c) —> P*(c,c) = P*(c,c) )

qui associe, pour tout z € X" (c,c), le morphisme (z,c) (resp. (c,z) ) a
(z,0) (resp. (0,z) ) vérifie l'axiome d'unitarité & droite (resp. 2
gauche).

Signalons qu'un triple dans une 2-catégorie D”*(en particulier dans %*)
est regardé, usuellement, comme un 2-foncteur de but D* et de source la
2-catégorie (8%, &°), associée a4 la catégorie simpliciale, définie, par

exemple, en (C.D.S.T.).Cependant, (._5*', 8") contient des informations su-

rabondantes.C'est pourquoi E. Burroni indique que (_‘§+, -8") est, en quel-

que sorte, engendrée par un "graphe multiplicatif double" ( §'+, B8°)

(appelé également Mesquisse des triples").Or ( ¥'*, #'°) s'identifie au

—

MN' "~graphe multiplicatif P que nous venons de construire.

Au sens des chapitres 1l et 1V, il sera alors clair que ( "a+, ‘é") est
une 2-catégorie 1libre sur le A" “=-graphe multiplicatif T* .

(Rappelons & cette occasion que c'est justement pour n'avoir & écrire

que les axiomes et relations nécessaires - et non surabondants - a la des-
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cription de certaines structures que la théorie des Esquisses a été déve~
loppée et que l'on étudie maintenant la théorie des graphes multiplicatifs

enrichis qui conduira, ultérieurement, a celle des esquisses enrichies.)

I.5. Conservant les notations (et les hypothéses) de I.k,
nous allons, pour terminer cette liste non exhaustive d'exemples, munir
1l'ensemble S(C°) des spans d'une catégorie C° relative a 2#: » n'ayant
pas nécessairement "tous" les produits fibrés (de deux morphismes), d'une
structure de % "-graphe multiplicatif.

Nous désignons par S(C°)" cette structure que nous définissons comme

il suit:

- pour tout couple de morphismes de C’ ayant m&me but et admettant un pro=-
duit fibré naturalisé, nous choisissons un de ces produits fibrés, que

nous appellerons produit fibré canonique, de telle sorte que, pour tout

morphisme z de C°, les deux diagrammes ci-dessous

e ] c-&z -

" Bo(=) 8 ge ()

(z),z),

soient les produits fibrés canoniques de (z,g (z)) et (éé

- S(C'); = C_ 4 i.e. les objets de $(CY* sont, comme on pouvait s'y at-

tendre, les objets de C°,
- pour tout couple (c',c) de deux objets de S(C°)" (i.e. de C° )
s5(C*)*(c',c) est la stgu&ture de catégorie usuelle dont les objets sont

les spans (z',z) tels que:

c c

et dont les morphismes ((zé,za),y,(z;,z1)): (2}42,) ——> (zé,za)

sont tels que le diagramme ci-dessous commute:



’

- pour tout objet c de C° , le foncteur js(c.).(c): 1 —— s(c*)*(c,c)

associe a O le span:

c c ?

- pour tout triplet (c",c',c) d'objets de C°, la catégorie

8(c*)*(e",c') = S(C")*(c',c)
est la sous-catégorie pleine de S(C°)*(c",c') x S(C°)*(c',c) dont les ob-
jets sont les couples de spans ((zé,za),(z{,z1)) (i.e. les couples de

spans "définis" par la figure ci-dessous:

pour lesquels le couple (za,z%) admet un produit fibré dans C°;
on désigne alors par ms(c.).(cﬁlq',c) le foncteur injection canonique
de cette sous-catégorie pleine dans la ¢atégorie produit
5(c)*(e"ye') x 8(c7)(e',e) ,
- pour tout triplet (c",c',c) d'objets de C°, si
(35 3 ) = C (28 ,20),3" (24",28)) , ((25,2,),5,(2],2,)) )
est le couple de morphismes (entre spans) représenté par le diagramme

commutatif ci-dessous:




nous lui associons les deux produits fibrés canoniques représentés

ci-dessous:

c ]
111 ]
23 29
P"l P1

et nous désignons par y" l'unique morphisme de C° qui rend commutatif

le diagramme ci-dessous:

P

alors, nous posons:
Kg(gey~(omse"10) [(31, 3] = 3 = ((a87.ph & 203" (21 e} 5 2107y))
et nous laissons le soin au lecteur de vérifier que ceci définit un
foncteur (de composition) de la catégorie

8(C*)*(e",e') = S(C"(c',c)
vers la catégorie S(C°)"(c",c),

- pour tout couple (c',c) d'objets de C°, nous désignons par

—

Bocceyaletie): 8(C)(etye) x B —» 8(Cc*)*(c',c) = S(C")~(c,e)
(resp.
f§s(c')‘(°"°): 1 x sS(Cc*)*(c'yc) —» S(C°)*(c',c') = S(C*)*(c',c) )

o
le foncteur qui & tout couple (y,0) (resp. (O,§ ) ) associe le couple
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(3, (cs¢) ) (resp. ( (c',c'),y) ),

- le lecteur constatera sans difficulté que les axiomes d'unitarité

sont vérifiés grice & l'hypothése faite sur le choix canonique du pro-

duit fibré d'un morphisme de C° avec son but.

Cette construction est, bien sfir, directement inspirée de celle de la

structure de bicatégorie Sp(C°) sur l'ensemble des spans d'une catégo-

rie C° & produits fibrés de deux morphismes (de méme but), décrite en
(I.N.B.I.)«Elle est cependant plus générale puisqu'elle est valable pour

toute catégorie C° (sans aucune hypothése concernant l'existence de pro-

duits fibrés).

Ainsi, elle permet, par exemple, de retrouver la notion de catégorie in-

terne & une catégorie C° qui n'a pas nécessairement tous les produits

fibrés.

En effet, on pourra vérifier qu'un WMW'“"-néofoncteur du M'“-graphe multi-

plicatif "M , construit en I.% , vers le W' “-graphe multiplicatif sous-

jacent au %“-graphe multiplicatif S(C°) s'identifie & une catégorie in-

terne 4 C°.

On rapprochera ce point de vue de celui de I.4t et on fera le paralléle

avec les descriptions de (I.N.B.I.) d'un triple dans une 2-catégorie
(morphisme de la bicatégorie 1 vers la bicatégorie associée a cette 2-

catégorie) et d'une catégorie interne a4 une catégorie C°, & produits fi-

brés (morphisme de la bicatégorie 1 vers la bicatégorie des spans Sp(C°)).

I.6. Donnons maintenant la définition d'un néofoncteur
enrichi.
Définition. Si V" est une catégorie monoidale et si A" et B" sont deux
V*-graphes multiplicatifs, nous dirons que F* = (B“,(F,g“,MF.),A“) est

un V*~néofoncteur de source A" et de but B® si, et seulement si:

- F: A; — B; est une application (qu'il serait plus logique mais

moins agréable et moins commode de noter F; )y
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- F*: A; X A; ———> V est une application qui, & tout couple
(a',a)éA; x AS , associe un morphisme (de V')

F*(a',a): A~(a',a) —> B*(F(a'),F(a)) ,

- MF" : A; b'q A; X A; —> V est une application qui, a tout
(an’a',a)ﬁA; x A% x A; , associe le morphisme (de V')
Mpa(at,a',a): A%(a",a') = A%(a',a) —s B7(F(a"),F(a')) = B"(F(a'),F(a)),

- (compatibilité avec les morphismes d'unitarité) pour tout aEA;; le dia-

gramme ci-dessous commute:

ip~(a) jp~(F(a))

> B*(F(a),F(a))
F~(a,a) )

A*(a,a)

~ (compatibilité avec les monomorphismes des composables) pour tout

(a",a',a)'EA; X A; X A; s, le diagramme ci-~dessous commute:

E‘(a“,a')ﬂg‘(a',a)
A(a",a') B A(a',a) > B*(F(a"),F(a’')) &8 B~(F(a'),F(a))

m,~(a",a’,a) A AmB.(F(a"),F(a' ),F(a))

N
r g

A~(a",a') = A%(a',a) B"(F(a"),F(a')) = B*(F(a'),F(a)) ,

Mpa(a",a',a)

- (compatibilité avec les compositions) pour tout triplet

(a",a',a)fﬁf:A; x A% x A” le diagramme ci-dessous commute:

E*(am",a)
A~(a",a) T B*(F(a"),F(a))

L d
.

p kBa(F(a"),F(a'),F(a))

kA.(a" ,at,a)’

A*(a",a') = A%(a',a) B*(F(a"),F(a')) = B*(F(a'),F(a)) .

MF.(a;,a' ,a)
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(On remarquera que, pour tout (a",a',a), le morphisme MF.(a",a' ,a)

est le seul rendant commutatif le deuxiéme diagramme ci-dessus, du

fait que mB..(F(a"),F(a'),F(a)) est un monomorphisme.Ainsi, deux V*-
néofoncteurs F* et F'" de A" vers B" sont égaux si, et seulement si:

- F = F'(égalité des applications entre les ensembles d'objets),

- F* = F'* (égalités des morphismes entre les objets "Hom & valeurs
dans V* ¥). )

§i F*: A®— 3 B* et G": B* ———> C* sont deux V*-néofoncteurs, leur
compogé H* = G* + F* est le V'-néofoncteur défini, bien entendu, par
les diagrammes commutatifs qui suivent:

H
>- » C°

>
>

- pour tout (a',a);Ef_‘A; x A; .

A%(a',a)

F~(a',a) G (F(a'),F(a))

Mzaat,a',a) c*(G.F(a"),G.F(a'))

¥
c*(G.F(a'),a.F(a))

A*(a",a') = A%(a',a)

MF.(a",a',a) MG.(F(a"),F(a'),F(a))

B*(F(a"),F(a')) = B*(F(a'),F(a))

Ainsi, si uo est un univers, on définit une catégorie V,.;;-néof dont
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les objets sont les V*-graphes multiplicatifs A®,tels que-A; € 14b,

et dont les morphismes sont les V"=-néofoncteurs entre ces objets.

En général, dans la suite,lLo sera un univers fixé une fois pour toutes,
c'est pourquoi nous poserons (lorsqu'il n'y aura pas risque d'ambiguité)

V®anéof = V®awnéof .
U,

I.7. Le premier exemple (formel) de V*-néofoncteur est
celui de V*-foncteur,
Supposons, en effet, que F* = (B*,(F,F*),A") soit un V*-foncteur de la
V*-catégorie A* vers la V*~catégorie B".
Si nous identifions A® et B® & leurs V"-graphes multiplicatifs sous-ja-
cents, comme il a été fait en I.2 , et si nous posons:
- pour tout (a",a',a)ng; x A; X A; . MF.(a",a',a) = F*(a",a') B F*(a',a),

il est clair que (Bj (F,F*,M;.) ,A") est un V"-néofoncteur, dont nous

dirons qu'il est associé, ou sous-jacent, au V*-foncteur F* (et que

nous identifierons a F*).

Si ub est un univers, nous obtenons, ainsi, un foncteur d'oubli injectif

et plein PV‘-nf: V*~fonc —> V*-néof

1.8. Le deuxiéme exemple de V"-néofoncteur provient,com-
me en I.3 dont nous reprenons les données et les constructions, du cas
ensembliste.

Rappelons que F* = (B",f,A") est un néofoncteur, relatif 3 l'univers qlb’

du graphe multiplicatif A®, relatif a Nb, vers le graphe multiplicatif

B’ , relatif a ‘ub, si, et seulement si, f: A ——> B est une applica=-

tion qui vérifie:

- f(A;)_ﬁ:_B; , nous noterons alors f°:~A;-————> B; sa restriction,

- si (z',z) 8 A" 2 A° est un couple composable de A°, son "image"
(£(z'),f(z)) est un couple composable de B° (i.e. appartient a4 1'ensem-

ble B" = B° ) et l'on a,de plus, £(z').f(z) = £(z'.z).
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(On remarquera que ces conditions impliquent que -"EB'(f(Z)) = f(ij-(z))
et Eﬁs'(f(Z)) = £(§,-(2)), pour tout ng o)
A un tel néofoncteur,relatif a ’-I.o, nous associons le W*-néofoncteur
F* = (B} (F,E_“,MF.) JA") défini de la maniére suivante:
- Fs A; —_ B; est la restriction fo de 1l'application f aux objets
de A* et B* (ie.ee aux objets de A" et B" ),
- pour tout (a' ,a)E A; x A; ,1'application

F*(a',a): A*(a',2a) ———> B*(F(a'),F(a))
(ise F(a',a): HomA-(a' ,a) — 3 HomB-(f(a'),f(a)) )
est la restriction de l'application f aux ensembles HomA.(a',a) et
HomB-(f(a'),f(a)) dont l'existence est assurée par la remarque ci-dessus,
- pour tout (a",a',a)_éjA; x A; b4 A;, l'application
Mpa(at,at,a): A%(a",a') = A"(a',2) —> B*(F(a"),F(a')) = B*(F(a'),F(a))
associe a tout couple composable (z',z), appartenant & sa source, le cou-

~

ple composable (£(z'),f(z)) appartenant & son but. S

Moyennant les constructions de I.3, si W, est un univers, nous obtenons

un foncteur: N e > U -néof .

I.9. Reprenons, maintenant, les hypothéses et les notations
de I.4 et prouvons le résultat qui y est annoncé, a savoir:
1'ensemble des W' “-néofoncteurs de T vers 3" (i.e. vers le H#" “-gra-
phe multiplicatif sous~jacent a la 2-catégorie V") est en bijection
avec 1l'ensemble des triples définis dans la 2-catégorie 3°.(On pourrait

généraliser ce résultat au cas d'une 2-catégorie quelconque.)

Soit F*: T — 3" un N ~_néofoncteur .Notons F(c) = C° Il en résul-

te que E”(c,c) est un néofoncteur de la forme:

E.(cgc): ?_“(0,0) '_9 C.‘c-.— i

S5i 1'on pose:
- F*(c,c)(®) = T°, alors T°: C°—>C" est un endofoncteur,
- F*(e,e)( i‘) =§ ,alors §: Id,. === T* est une transformation

naturelle,
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- F*(c,e)( p ) = p , alors p est une transformation naturelle de but
l'endofoncteur T°;

les axiomes de compatibilité que F* vérifie, par définition (voir I.6 ),
assurent alors que le reflet de T (c,c) dans la catégorie ¢*®est de 1a
forme ci-dessous, ou ﬁ désigne la valeur commune de P@HP.T° et pamT .p :

m

h -

T ToT"

T T

et que (T°, N, M) vérifie bien les axiomes d'un triple.
Inversement, il est clair qu'a tout triple (T°, N p) de la 2-catégorie

T * est associé un W' “-néofoncteur F*: PT* —0y I3°.

I.10. Rappelons (voir I.5 ), mais nous en laisserons la
vérification (fastidieuse) au lecteur (qui s'inspirera de I.9 et
(I.N.B.I.) )yque, si 110 est un univers et C° une catégorie (n'ayant pas
nécessairement tous les produits fibrés) relative a TLO, tout N “"-néo-
foncteur F*: ®* ———w—>3 5(C*)* définit une catégorie interne a C° .
Inversement, & toute catégorie interne & C° est associé un choix de
produits fib{és canoniques dans C° de telle sorte que cette catégorie
interne soit celle "définie" par un #' “-néofoncteur F*: ®* __5 S(C")",
oi S(C°)* est la MW" "“-catégorie construite grice i ce choix de produits
fibrés.

Dans cette optique, il pourrait d'ailleurs s'agir d'un inconvénient par
rapport & la description, par morphismes de bicatégories, des catégories
internes (dans cette description, le choix de produits fibrés utilisé

est indépendant de la catégorie interne que l'on décrit); cependant notre
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point de vue (qui sera développé ultérieurement),qui consiste a4 décri-
re les structures (algébriques) a4 l'aide d'esquisses enrichies, suppri-
me cette difficulté puisque les catégories internes a une catégorie

sont entiérement décrites & 1l'aide de la théorie des esquisses (pure-

ment ensemblistes) développée, par exemple, en (E.T.S.A.) .

I.11. Rappelons (voir I.1 ) que, si A* est un V*=graphe
multiplicatif, & = (A%,A%,j,~) est un Vi-graphe orienté.
De méme, il est clair, par définition (voir I.6 ), que,si F*:A* ——yp B*
est un V*-néofoncteur,alors F = (B, (F,F*),X) est une V*-application orien=

tée, dont nous dirons qu'elle est sous-jacente & F* .

Ainsi, si tLo est un univers, l'application,qui & tout V*-néofoncteur
associe sa V" -application oérientée sous=-jacente,définit, évidemment, un

foncteur d'oubli PV"-an: V*~néof — 5 V"=apor. On en déduit le fonc-

] o ’ _ -
teur d'oubli composé PV“-an . Pv“-nf = PV“-af :

En vertu des conditions remarquées en I.6 , déterminant 1'égalité de deux

V*-fon¢ —s V®—apor .

V*~-néofoncteurs, il apparait que PV“-an et PV“—af sont fidéles.

I.12. Les remarques que nous faisomns ici et en I.13 sont
un prélude & I.14 ol nous construirons le néofoncteur sous-jacent & un
néofoncteur enrichi.

-,
Supposons que A = (AO,EjE) est un V*-graphe orienté.Nous dirons que

[A] = (Ao'A_'ﬁﬂ ’-;:?[A]) est le graphe orienté sous-jacent a Ysi, et

seulement si:

-~ A est l'ensemble réunion disjointe des ensembles
Homv.(li.’(a',a),i),

lorsque (a',a) décrit I’O x KL .

- AD est l'ensemble (isomorphe 3 K)o) réunion disjointe des {;jx(a)], ou

a décrit —A"o ’
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- l'application T‘-&‘[A] t A —-oy Ao (resp._::;ﬁ:tAJ t A— Ao) associe

jl»(a) (resp. jp(a') ) & tout morphisme z: i —) E(a' ,a), lorsque
S

-y
(at,a) € Ao x Ao .

P 4
Supposant maintenant que F = (5’, (F,E) ’ 2) est une V*~application
- -y
orientée (de A vers B), nous dirons que [F] = ([E]),f,[2]) est son appli-

-

cation orientée sous-jacente si, et seulement si:

—’
- [2] et [B] sont les graphes orientés sous-jacents a 2 et B,
- f; A w3 B est l'application qui, & tout morphisme z: i—-;g(a',a) ’

associe le morphisme composé

-
i %2 JRav,a) __E(@3)  F(rar),F(a)),

lorsque (a',a) e 1’0 x I'o .

Donc, si u’o est un univers et V* une catégorie monoidale au-dessus, 1!
application, qui associe & toute V*-application orientée son application
orientée sous-jacente, définit un foncteur d'oubli

V*-apor > I .

I.13. Au total, si A® est un V*-graphe multiplicatif,

nous désignerons par {A] son graphe orienté sous-jacent (i.e. le gra-

phe orienté sous-jacent & son V-graphe orienté sous-jacent Z ).

De méme, si F* est un V*=néofoncteur, EF_'I désignera son application

orientée sous-jacente (ie.e. l'application orientée sous~jacente a sa

P
V~-application orientée sous-jacente F ).
Si 'U.o est un univers et V" une catégorie monoidale au-dessus, ceci

correspond au foncteur d'oubli composé V“ -néof ———» V" -apor -—)P.

I.14. Supposons que A" est un V*~graphe multiplicatif.

Nous dirons que A = (_5'}_’.?-‘1.'@‘\.’ k,-) est le graphe multiplicatif

sous-jacent & A®si, et seulement si:

- A* et A" ont m@me graphe orienté sous-jacent (i.e. lorsque
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(42,0, %, . 9. =01 ),

- pour tout (a",a',a) ® A; X A; x A7 y 51 2" i————3 A%(a",a') et

z: i ———— A*(a',a) sont deux morphismes de V' (et donc deux éléments
de A) le couple (z',z) est composable dans A® (i.e. appartient &
A® 2 A" ) a la condition nécessaire et suffisante qu'il existe un mor-

phisme K de V' rendant commutatif le diagramme ci-dessous:

z!',z

i8i

K z' B z
]
z',z

A*(a",a') % A"(a',a)

a
>

mA.(a",a',a)

A*(a",a') B A"(a',a)

(remarquons que « , s'il existe, est unique car mA.(a",a',a)

2%,z
est un monomorphisme) ,
- dans les conditions et avec les notations précédentes, le composé

k,+(z',2z) , dans A® , du couple composable (z',z) est le morphisme de V:

qui rend le diagramme ci-dessous commutatif:

kya (a",a',a)

A_“,(a"’a) < A“(a",a') x _.ﬁ“(a',a)
kA.(z',z)“ ) z',z
~
i > i8@i
4’(1) = \p'(l)

Si F*: A*——> B" est un V®-néofoncteur, on vérifie facilement alors

que F' = (B°,£,A") est un néofoncteur, dit sous-jacent 3 F*, lorsque

([B],£, [£]) est 1'application orientée [F] sous~-jacente & F~ .
Done, si 'Ub est un univers et V* une catégorie monoidale au-dessus,
1l'application, qui & tout V®-néofoncteur associe son néofoncteur sous-ja-

cent, définit un foncteur d'oubli V*-néof > M .
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Te lecteur vérifiera sans peine, dans ces conditions, que les foncteurs
M 5 Y*-néof (voir I.8 ) et WU ~-néof —m-—> H

définissent une équivalence de catégories.

I.15. Ce paragraphe est un rappel d'une construction

-classique, dans le cas ensembliste, destiné & introduire celle que nous

donnons en I.16 , dans le cas enrichi. I

Si F°: A°"—"5B" est un foncteur (on pose F'=(B°,f,A") ), 1l'ensemble

f(A) n'est pas, en général, muni d'une structure de catégorie.Clest jus=

tement la notion de graphe multiplicatif qui permet facilement de munir

£f(A) d'une structure (de graphe multiplicatif) "reflétant bien" celle

de A.Cette structure F'(A®) = B' est définie de la maniére qui suit:

- l'ensemble de ses objets est 1l'ensemble image f(A;),

- quel que soit le couple (b',b) de deux objets de g', si l'on pose
E(b',b) = {(a',a)EA; x 4 / f(a') = b et £(a) = b} ’

1'ensemble Homﬁ'.(b',b) est 1'image de l'unique application t(b',b) ren-

dant commutatif, pour tout (a',a)"ﬁE(b, b)? le diagramme suivant:
- 9

—_——— e~ -

t(b',bj

7

u Hoon(a',a)
(a? ’a)eE(b' ,b)

Homg.(b',b)
coprojection f(a' a)
9

Hom, -(a',a)

ou f(a',a) est la restriction de f,

~J
- B" est un sous~graphe multiplicatif de B°, ce qui équivaut a écrire

que les conditions

Za ~
(z',z) g B xB
(z',z) B B® % B°
= o~
z'.z & B

. . N‘ N.
impliquent alors que (z',z)%W B° = B”.
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Plus généralement, mais de la m&me fagon, tout néofoncteur F :A°—., B°
définit un graphe multiplicatif F'(A") = B° qui "refldte bien", dans
le graphe multiplicatif B°, la structure de graphe multiplicatif A°.
En particulier, le néofoncteur injectif B C— B® vérifie la
propriété:

(x'): 1les conditions

(z',z) €& B x3

(z',2z) &€ B° % B°
Y

Z'QZ 'fé B

impliquent (z',z) € B =B .
n

On vérifie immédiatement que le néofoncteur injectif B’ G——3 B*
vérifie la propriété (x') si, et seulement si, il vérifie la condition
équivalente:
(x): pour tout triplet (b",b',b) d'objets de §', si le diagramme ci=-

dessous définit un produit fibré d'applications

n ]
Homﬁ.éb b )- X (4Bt ,b) HomB’;b"’b')
I (b",b,b) Y composition
Hom%.(b",b) ¢ > Hom_.(b",b)
B - inclusion "B ’

alors Homg+(b",b') = Homg.(b',b) (i.e. l'ensemble des couples compo-
sables de B° qui "relient" b, b' et b") est un produit fibré dont on

définit les projections & l'aide du diagramme suivant:

Homg. (b",b') inclusion Homy.(b",b")
* > x
Homg.(b',b) Homgr.(b',b)
z(b",b',b)" #, inclusion

. H o(b",b') i i +(b' Dbt
Homs éblv'bl) X(pn 1 p) EONp 3(Eb ,0') inclusion Homy :(cb yb')

SRR |
Homg.(b',b) Homg.(b',b) Homy.(b',b)
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I1 résulte de ces considérations liminaires que, si QLO est un uni-
vers, si ﬁ”, : N — u est le foncteur d'oubli usuel et

si X est l'ensemble des néofomcteurs injectifs G°:B'*  —____ 3 B®

de N qui vérifient (& l'identification prés des éléments de B' a
leurs images dans B) la propriété (x), on peut énoncer:

(i)+ tout néofoncteur F':A°—_p B®, appartenant a #', admet pour X-re-
flet lé néofoncteur injection canonique F°*(A°) G 3 B°,

(ii). tout morphisme de W" appartenant & X définit sa source comme

une Pdv,-sous-structure de son but.

(Remarquons que le point (ii) est équivalent & la propriété (x).Cepen=-
dant, la propriété (x) caractérise les morphismes de X d'une maniére géo-
métrique dans 1L, en ce sens que MN'' est une catégorie de structures
descriptibles dans WU, alors que (ii) les caractérise relativement au
foncteur d'oubli ﬁ”, qui laisse - ou rend - "extérieurs" a U 1es objets
et les morphismes de A" .On verra 1l'intér&t de cette double présenta-

tion dans le cas plus général, que nous avons en vue, des néofoncteurs

enrichis.)

I.16. En nous inspirant de la construction précédente 3
nous allons montrer, trés briévement, que tout V*-néofoncteur
F*3 A® ————>3 B® 4éfinit canoniquement, moyennant des conditions sim-
ples sur V*, un V*-graphe multiplicatif F*(A") dont on pourra dire qu'il
est effectivement le reflet de A® dans B" par F~.
Pour ce faire, nous supposons que:
- 110 est un univers,
- V* est une catégorie monoidale dont la catégorie sous-jacente V°
est a 'ub-sommes et & produits fibrés de deux morphismes ou l'on dispose

par conséquent d'un choix de sommes et de produits fibrés que nous dirons

canoniques,
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- X' est une classe de monomorphismes de V' telle que tout morphisme

de V' admet un X'-reflete.

8i F*: A® ——>3 B" est un V*-néofoncteur, morphisme de V"-néof |,

nous désignons par B~ - F*(A") le V*"~-graphe multiplicatif défini comme
suit:

- les objets de B sont les images par F des objets de A* (i.e. on a 1'é-
galité 'i; = {F(a) / a%A;} ),

- pour tout couple (b',b)Eﬁs x ﬁ; , si:

+ E {(a',a)®a2 x A3 / F(a') = b' et F(a) = b}

(b',0) ~
(alors E(b',b)g uo ),
+ z“(b',b) est la somme canonique, dans V', de la famille d'ob-

jets (_A_.(a"a))(a| a)@E( ) ]
9 b',b

— ~
+ pour tout (a',a)é’E(b, b)? y(a',a): A*(atya) —3 A*(b',Db)
- 9 U
est la co-projection canonique,
+ t(b',b) est 1l'unique morphisme de V' rendant commutatif, pour

tout (a',a)€E, . .., le diagramme suivant
— (b',b)

A" (b",b) t(bs0) B"(b',D)
Y(a',a) ¥*(a',a)
A*(a',a)

3
alors g‘(b',b) est le X'-reflet de t(b',b), ce qui signifie que, dans

V®, on a un diagramme commutatif (et "universel") de la forme

A*(b,b) t(bl,b) B"(b',b)

t(o',0) I*(b',b)EX!

B*(b',b)

- pour tout (b",b',b)ﬁf; x ﬁ; x §;, si le diagramme
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%“(;”,b') x(b",:b' ,b) E‘ib",b')
B"(b',D) B~(b',b)
Yo, ,0) Y 1 kp~(0".07,0)
3"(b",b) > _B_‘(b",b)

l“(bn sb )

est un produit fibré canonique dans V° (et alors X(pn pt,p) ©St un mono-
? ?
morphisme), le diagramme ci-dessous définit‘g“(b",b') 3 E‘(b',b) comme

un produit fibré canonique dans V'

E“(b",b') mg,.(b",b',b) E*(bn’bv)

> E >- B

B*(v',b) B~(b',b)

z('b"’bl ,b) Y Y I*(v",b') & I*(b',b)
-']‘B:A(xhn,bv) " > E‘(bn',b') )(b" s _B_“(b",b')

~. E 3 -~ yb',b B

B Ty B*(b',b)

(et alors mga(b",b',b) est un monomorphisme car mB‘(b"’b"b)'x(b",b',b)

en est un), et le morphisme de composition de B~ relatif a (b",b?,b)

est

kga(b"401,0) = F(pu pep) * F(o,bt,b) )

(- nous laissons au lecteur le soin de définir les applications jg&,

i —Na et :"—ﬁ'V .

gy~ et Py )

Alors, il est clair que le V*-néofoncteur F*: A" ——3 B" se décompose

en deux V*-néofoncteurs:
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tels que, en particulier:
- I: 'ﬁ'; —_—> B; est l'injection canonique,

- pour tout triplet (b",b',b)& B2 x B2 x 82, on a

M.I.(b",b',b) = X(p",b',b) * Z(b",b',b) °*
-F: A; —_— ﬂﬁ; est la restriction de F: A;——-—> B; .
Cette construction (et celle de I.15 ) suggére, pour donner la signifi-
cation universelle d'un reflet a F~(A") =‘Ek, de désigner par X l'en-
semble de tous les V*-néofoncteurs G*: B'" ———> B", appartenant a
V*=néof , tels que:
- Gg B'; —_— B; est une application injective,
- pour tout (b',b) & B'> x B'S , le morphisme G*(b',b) appartient & X',

- pour tout (b",b',b)ggB'; x B'; x B'; , Si le diagramme ci-dessous défi~

nit un produit fibré canonique dans V°

E'“(B"lb') X(bu'yu’b) §“(b",b')

L4

* =
B'*(v',b) B*(b',b)

T(om,b7,0) | [ &~ (e"sb,b)

E'“(b",b) > E“(b",b)
g‘(b",b)

alors le diagramme suivant est un produit fibré~gans Ve

E'.ﬁ.(b"yb') m-B..(b",b',b) B! *(b",b')

L4

¥ B
E'“(b',b) E"(b',b)

<

%(om,b7,b) ) G (b",b') B G*(b,b)

B'*(b",b') g“(b",b')ﬁ B~(b",b')
x > B
E'A(b"b) x(b"’b,’b) Ea(:' ’-b) mBA(b",b.'b) Eh(b"b)

(cette condition est 1l'analogue de la condition (x) de I.15 et, dans
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ces deux derniers diagrammes, on a identifié les objets de B'* a leurs
images dans B“; ),
- pour tout (b",b',b)ﬁkB'; xB'>xB'S ,ona
n ] -
MGA(b ,b ,b) = x(b",b',b) . z(b",b"b) )
Dans ces conditions, on vérifie immédiatement la validité de la proposi=-

tion suivante:

Proposition. Si 'U.o est un univers, si V" est une catégorie monoidale au-

dessus, & produits fibrés (de deux morphismes) et a 'u.o—sommes, si X' est

une classe de monomorphismes de V' telle que tout morphisme de V' admet

un X'-reflet et si Pya_ ¢ V*=néof ———> W est le foncteur d'ou-

néof

bli éomposé des foncteurs d'oubli V*-néof —3 —s WU , alors:

(i). tout V*=néofoncteur F*: A*——— 9 B*, appartenant & V*~-néof , admet

pour X-reflet le V*-néofoncteur I*: F*(A") ———83 B",

(ii). si_tout morphisme de X' définit sa source comme une Homy.(-,i)-sous-

structure de son but, tout morphisme de X définit sa source comme une
Pya_néof -sous~structure de son but.

Ainsi, l'analogie avec le cas ensembliste de I.15 est-elle totale.

De plus, on peut remarquer que dans .3’ (catégorie pleine des foncteu;‘s
relatifs 4 un universWU)si Y désigne l'ensemble des foncteurs injectifs
alors:

- tout foncteur de ¥ admet un Y-reflet,

- tout morphisme de Y définit sa source comme une Pg-sous-structure de
son but, si P3:3 ———3 U est le foncteur d'oubli usuel.En conséquence
la proposition précédente n'est pas inhérentea(ou caractéristique de) la
structure de graphe multiplicatif (enrichi).Cependant, c'est dans N
que le reflet d'un foncteur (ou d'un néofoncteur) vérifie:

-~ l'ensemble des objets du reflet est le reflet (i.e. l'image ensembliste)
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de l'ensemble des objets de la source de ce foncteur,

- pour deux objets gquelconques du reflet, le "Hom" entre ces deux objets
est la réunion des reflets (i.e. des images ensemblistes) des "Hom"

entre objets de la source qui s'envoient sur ces deux objets,

ce qui n'est pas du tout le cas dans 3.

Ainsi, c'est la notion de graphe multiplicatif qui (du point de vue de

la notion, trés naturelle, de reflet) se préte le mieux a, et suscite en
fait, la notion d'enrichissement.Mais alors, ce sont les graphes multipli-
catifs qu'il faut enrichir ... et pas seulement les catégories, ce qui

motive, au moins formellement, notre étude!
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