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DIAGRAMMES VOLUMES 47 + 48 , 2002

ELEMENTS DE THEORIE DES ESQUISSES

SECTION 2 :
SYSTEMES TENSORIELS
ET
SYSTEMES ENRICHIS
DE
GRAPHES A COMPOSITION

C. Lair

1. Introduction.

Ce texte est le deuxiéme d'une série [voir (E.T.E.n.)] ou seront
exposés quelques é€léments de la théorie des esquisses. Nous y reprenons
systématiquement la terminologie et les notations de (E.T.E.1.).

Nous présentons, ici, quelques rudiments supplémentaires de la
théorie des graphes a composition : ceux concernant divers de leurs produits tensoriels
ainsi que divers de leurs enrichissements..



La catégorie des graphes a composition peut étre munie de
nombreuses structures de catégories multiplicatives [voir (C.A.M.U.)] ou monoidales
[voir (C.L.C.A))], associées a autant de types de produits tensoriels différents entre
graphes a composition, et enrichies de bi-fermetures ou méme de fermetures [voir
(C.L.C.A))], associ€es a autant de types de transformations "plus ou moins" naturelles
entre foncteurs : on peut trouver en (P.T.G.M.) une classification compléte de ces types
de produits tensoriels et de transformations, considérés isolément les uns des autres.

En nous limitant [pour faire plus simple et plus court] a trois seulement de ces
types de produits tensoriels [le creux, le plein et le produit cartésien] et de
transformations "les plus naturelles”, mais en les considérant cette fois non plus
isolément mais simultanément, nous montrons [§2] que les graphes a composition
[d'une taille donnée] s'organisent tous en un méme systéme tensoriel, au sens de
(S.T.S.E.) ou (P.T.E.A.), puis [§3] en un systéme enrichi associé€, au sens de (S.T.S.E.).

De la sorte, sont précisés et structurés les différents modes concrets de
composition, non seulement des foncteurs entre eux, mais aussi des foncteurs et des
transformations ["les plus"] naturelles entre eux, ainsi que des transformations ["les
plus"] naturelles entre elles et, ce, selon qu'ils et elles sont ou non a valeurs dans des
graphes a composition généraux, des catégories ou des graphes orientés.

Ainsi, ces "systemes" étant explicités, un certain nombre de constructions, ne
serait-ce que celles de "lax-limites inductives", sont pleinement bien fondées.

Ce travail résulte d'une collaboration avec D. Duval : on pourra en
trouver une version initiale intégrée a (C.O.G.R.).



2. Systémes tensoriels de graphes a composition.

2.1.  Tensorisations de graphes 2 composition.

2.1.a. Si G et G' sontdeux graphes a composition, on désigne par :
Gug'

le graphe a composition produit tensoriel creux de G avec @', ie. le graphe a
composition évidemment obtenu lorsqu'on impose, comme schématiquement représenté
ci-dessous, que :

(G1.g")
G G1,6%) «—22_ (61.61)
g (g,G'2) (g,G'1)
v v v
G> (G2,G2) < (G2,G")
(Gz’g')
G4dgG'
G
G' G2 < G"
gl

e ses points sont les (G,G'),ou G estunpointde G et G' estunpointde G',
o ses fléches sont :

* les (gG'):(G1,G')—=>(G2,G"),0ou g:G1 = G, estune flechede G et
G' estunpointde G',



e les (G,g'):(GG1)—>(GG'2), ot G est un point de G et
g':G'y'—> G'; estune flechede G',

e ses fleches identités sont :

¢ les (gG"):(G,G')>(G,G'),ou g:G— G est une fleche identité de G
et G' estunpointde G',

o les (G,g'):(G,G')>(G,G"),ou G estunpointde G et g':G'—>G'
est une fleche identit¢ de G',

e ses couples composables sont :

e les ((g1,G')(g2,G')),ou (g1,g2) estun couple composable de G et
G' estunpointde G',auquelcasona:

(g2>G')'(g1=G')=(g2'gl’Gl)a

* les ((G,g'1)(G,g%2)),ou G estunpointde G et (g'1,g"2) estun
couple composable de G', auquel casona:

(Gag‘2)°(Gag'l)=(Gag'2 ‘g'l)-

En particulier, si G=® et G'=®R' sont deux graphes orientés, R [ R' est
évidemment un graphe orienté.

2.1b. Si Gi, G., G: et G'. sont quatre graphes a composition et si
f:Gi—> G, et f': G'1 = G', sont deux foncteurs, on désigne par :

fo':§1Q§'1-—>§zD.G'z

le foncteur produit tensoriel creux de f avec f', i.e. le foncteur évidemment obtenu
lorsqu'on impose que :

e pour tout point G; de G et pour tout point G'; de G'1,ona:

(FLf)(G1.G'1)=(f(G1).f'(G1))>
e pour toute fléche g; de G etpourtoutpoint G'; de G'1,ona:

(FEf)(&,.G1)=(fg)f'(G")),
e pourtout point G; de G et pour toute fléche g', de G'1,ona:

(fEf')(G1,81)=(f(G1).f'(g"1)).

2.1.c. Si G et G' sont deux graphes & composition, on désigne par :



¢® g

le graphe a composition produit tensoriel plein de G avec G', ie. le graphe a
composition évidemment obtenu lorsqu'on impose, comme schématiquement représenté
ci-dessous, que :

(Gl 4 ')

G1 (G1,G"2) < (G1,G"1)

(g.8")
4 g.G"2) (g,G"1)

v v v

G2 (G2,G2) ¢ (G2,G"1)
(GZ :g')

GHEG'
G
g' G, <€ G
g|

e sespointssontles (G,G'),ou G estunpointde G et G' estunpointde G',
¢ ses fléches sont :
* les (gG'):(G1,G')>(G2,G"),0ou g: G, — G, estuneflechede G et
G' estunpointde G',
* les (G,g'):(GG1)—>(G,G'2), ou G est un point de G et
g':G'1—>G'; estuneflechede G',
* les (g,82'):(G1.G'1)—>(G2,G2),0u g:G;—> G, estune fleche de G
et g':G'1—>G"; estunefléchede G',
o ses fléches 1dentités sont :
* les (8G'):(G.G')—>(G,G"),ou g: G—> G est une fleche identité de G
et G' estunpointde G',
* les (G,g"):(G,G')—>(G,G'),ou G estunpointde G et g':G'—>G'
est une fleche identité de G',

* les (g,2') :(G,G')—>(G,G"),ou g:G—> G estune fleche identité de G
et g':G'—> G' est une fléche identité de G',



¢ ses couples composables sont :

* les ((g2,G')(g2,G")),ou (g1,82) estun couple composable de G et
G' estunpointde G',auquelcasona:

(82,G")-(81.G")=(g2-81.G"),

* les ((G,g'1)(G,g"2)),ou G estunpointde G et (g'1,g2"2) est un
couple composable de G', auquel casona:

(G.g"2)-(G.g1)=(G.g2.8"1),

* les ((8G'1)(G2.g")), ou g:G1—>G, est une flecche de G et
g':G'1 > G'; estune flechede G',auquel casona:

(G2,82").(8G"1)=(g.8g"),

* les ((G1,2')(gG"2)), ou g:G1—>G, est une flecche de G et
g':G'1 > G'; estunefléechede G',auquelcasona:

(8.G'2)+(G1.8')=(2.8"),

* les ((g2.8'1).(82,8")),0u (g1,82) estun couple composable de G et
(g'1.g"2) estun couple composable de G',auquel casona:

(82,8'2)+(81.81)=(82+81,82+8"1).

21d. Si Gi, G>, G'. et G'» sont quatre graphes & composition et si
f:Gi—> G et f': G'1— G2 sont deux foncteurs, on désigne par :

A GG > GEG:

le foncteur produit tensoriel plein de f avec f', i.e. le foncteur évidemment obtenu
lorsqu'on impose que :

e pour tout point G; de G1 etpourtoutpoint G'; de G'1,ona:
(fEf)(G1,G'1)=(fG1).f'(G")),

e pour toute fléche g1 de G et pourtoutpoint G'; de G'1,ona:
(FEF)(©:1.G"1)=(f(8)f'(G"1)),

e pour tout point G, de G et pour toute fleche g'; de G'1,ona:
(fE f')(G1.81)=(f(G1).f'(€'1)),

o pour toute flécche g; de G et pour toute fléche g'; de G':1,ona:
(fE f')(g1.81)=(f(81).f'(€"1)).



21e. Si G et G' sont deux graphes a composition, on désigne
indifféremment par :

GRG'=GxG'
le graphe a composition produit tensoriel cartésien, ou encore produit cartésien, de G

avec G', 1e. le graphe a composition évidlemment obtenu lorsqu'on impose, comme
représenté schématiquement ci-dessous, que :

Gl (Gl 3G l:L )

(g.8')

G- (G2,G'2)

GG
e e ,
g

* sespointssontles (G,G'),ou G estunpointde G et G' est un point de G',

A
Q
e

e ses fleches sont les (g,g2'): (G1,G'1) > (G2,G'2),0u g:G1 — G, est une fleche
de Getg':G'1—>G', estuneflechede G',

e ses fleches identités sont les (g,g2'):(G,G')—>(G,G'), ou g:G—>G est une
fléche identit¢ de G et g': G'—> G' est une fléche identité de G',
* ses couples composables sont les ((g1,8").(g2,8'2)), ou (g1,82) est un couple
composable de G et (g'1,g'2) est un couple composable de G', auquel casona:
(82,8'2)+(81,81)=(82+81,82+8").

En particulier, si G=C et G'=C' sont des catégories, il est facile de vérifier que
C® C'=Cx C' est une catégorie.

2.1f Si G, G, G1 et G'» sont quatre graphes 4 composition et si
fiGi—> Gy et f': G'1— G sont deux foncteurs, on désigne indifféremment par :



fef': G1@g'1—> GZ@g'z

X GxG1—>GxGh
le foncteur produit tensoriel cartésien, ou produit cartésien, de f avec f', ie. le
foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

e pour tout point G, de G1 etpour toutpoint G'; de G'1,ona:
(R INGL.G)=(f*f)G1,G"1)=(f(G1).f(G")),
e pour toute fleche g; de G et pour toute fleche g'; de G'.,ona:

(fRf)(81,81)=(f*f)(g1.81)=(f(g1).f (g")).

2.2.  Systémes tensoriels de graphes orientés, de graphes a
composition et de catégories.

2.2.a. On désigne indifféremment par :
GrOrCano(l)= Iy

le graphe orienté canoniquement associé a l'entier 1= {0}, i.e. le graphe orienté
ayant pour seul point 0 et n'ayant aucune fléche.

De méme, on désigne indifféremment par :
CatCano(1)=1

la catégorie canoniquement associée a l'entier 1= {0}, i.e. la catégorie ayant pour
seul point 0 = et pour seule fleche :

Id(0)=(0,0):0—0.
Enfin, on désigne indifféremment par :
CatCano(2)=2

la catégorie canoniquement associée a l'entier 2 = {0,1}, i.e. la catégorie ayant pour
seuls points 0 et 1 et pour seules fleches :

(0,1): 0> 1,
Id(0)=(0,0):0>0,
Id(1)=(1,1):1->1.
On note :

1Ic2:1->2

10



le foncteur injection canonique [envoyant 0 sur O ].

De méme, on note :

1£2:1-52
le foncteur injectif envoyant O sur 1.

Enfin, on note :
2|1:2>1

I'unique foncteurde 2 vers 1.

2.2.b. Si U est un univers, on désigne par :
-Ju-: GrCompu x GrCompyu — GrCompvu

le foncteur "produit tensoriel creux des graphes a composition U-petits”, i.e. le
foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

e pour tous graphes a composition U-petits G et G',ona:
(-Cu-)(GG)=GLG",

e pour tous graphes a composition U-petits G1, G2, G'1 et G'; et pour tous
foncteurs f: G1—> G2 et f': G'1—> G'2,0na:

-Qu-)(fLf)=f0f".
Alors, on note :
-0u -: Grory x GrOru — Groru

le foncteur "produit tensoriel creux des graphes orientés U-petits”, i.e. le foncteur
restriction du précédent.

2.2.c. Si U est un univers, on désigne par :
- B v -: GrCompy x GrCompu — GrCompu

le foncteur "produit tensoriel plein des graphes a composition U-petits”, i.e. le foncteur
évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

e pour tous graphes a composition U-petits G et G',ona:
(Hv-)(GGH)=6¢HEG",

e pour tous graphes a composition U-petits G1, G2, G'1 et G'» et pour tous
foncteurs f: G1 > Gz et f': G'1—> G'2,0ona:

11



(Hu-)(AfH)=rHEf.
Alors, on note :
-E&ju - : GrCompy x Catu — GrCompy

le foncteur "produit tensoriel plein des graphes a composition U-petits aves les
catégories U-petites”, i.e. le foncteur restriction du précédent.

2.2d. Si U est un univers, on désigne par :
-®|u - : Catu x Catu — Catvu

le foncteur "produit tensoriel cartésien des catégories U-petites”, i.e. le foncteur
évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

e pour toutes catégories U-petites C et C',ona:
-®u-)(C.CH=CacC',

e pour toutes catégories U-petites C1 et C., C'1 et C'» et pour tous foncteurs
fiCi=>Czet f:C1—>C'2,0ona:

- ®u-)(f.f)=f_f".

2.2.e. Si U est un univers, on désigne indifféremment par :
SysTensGrCompPetits (U)= Grlompu

le systéme tensoriel des graphes a composition U-petits, i.e. le 1-systétme tensoriel
catégorique, au sens de (S.T.S.E.), évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

* (GrC€ompu)1a(o)= Grompu,
* -®14(0),1a(0)-=-0u-: GrCompu x GrCompu — GrCompu
Précisément, il est facile de vérifier [en reprenant la terminologie de (S.T.S.E.)] que :
* GrCompu est associatif en (1d(0),I1d(0),I1d(0)),
* GrCompu admet 1y pour unité & gauche de Id(0),
o GrCompu admet 1z pour unité a droite de Id(0).
En particulier, on désigne indifféremment par :

SysTensGrOrPetits (U)= GrOrvu

12



le systéme tensoriel des graphes orientés U-petits, i.e. le 1-systtme tensoriel

catégorique, au sens de (S.T.S.E.), évidemment obtenu ["par restriction" du précédent],
lorsqu'on impose que :

e (Grorv)ia(o)= GrOrvu,
® -®14(0),1a(0)-=-|dv -: GrOru x GrOru — GroOryu .

Et, précisément, on déduit de ce qui précede [en reprenant la terminologie de
(S.T.S.E.)] que:

o GrOry est associatifen (Id(0),Id(0),I1d(0)),
e GrOru admet 1y pour unité a gauche de Id(0),
e GrOru admet 1y pour unité a droite de Id(0).

Alors, on dispose évidemment d'un 7-morphisme tensoriel catégorique, au sens
de (S.T.S.E.), "injection canonique" :

Groru c Gréompu : Groru - Gréompy .

2.2f. Si U est un univers, on désigne indifféremment par :

SysTensCatPetites(U)= Cafy

le systéme tensoriel des catégories U-petites, i.e. le 1-systéme tensoriel catégorique, au
sens de (S.T.S.E.), évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

* (Caty)1a(oy= Catu,

® -®14(0),14¢0)-=-|®Uu-: Catu x Catu — Catvu.

Précisément, il est facile de vérifier [en reprenant la terminologie de (S.T.S.E.)] que :
o Caly est associatifen (1d(0),I1d(0),1d(0)),

e Caly admet 1 pour unité 4 gauche de 1d(0),

e (Caly admet 1 pour unité a droite de Id(0).

Alors, on dispose évidemment d'un I-morphisme tensoriel catégorique, au sens
de (S.T.S.E.), "injection canonique" :

Caly c Grlompy : Calu — Griompy .

2.2.g. Si U est un univers, on désigne indifféremment par :

SysTensGrCompCatPetits (U)= GrCompClaiy

13



le systéme tensoriel des graphes a composition U-petits et des catégories U-petites, i.e.
le 2-systtme tensoriel quasi-catégorique, au sens de (S.T.S.E.), évidemment obtenu
lorsqu'on impose que :

* (GréompCati)qo)= GrCompu,

. (GrCompCati) )= Catu,

* (Grlomplaty) o,1)= GrCompu,

® -®14(0),1a¢0)-=-Lu-: GrCompy x GrCompuy — GrCompu ,
* -®14(0),0,1) =-Bu-: Gr€ompy x GrCompy — GrCompvy,
* -®0,1),1901)=-Elu-: GrCompu x Catv — GrCompvy,

® -®14(1),1a¢1)=-®u-: Catu x Catu — Catu.
Précisément, il est facile de vérifier [en reprenant la terminologie de (S.T.S.E.)] que :

o GrlompCaly estassociatif en (I1d(0),I1d(0),I1d(0)),
* GrCompCaly est quasi-associatif de gauche a droite en (Id(0),I1d(0),(0,1)),
o Griomplaly estassociatif en (1d(0),(0,1),Id(1)),

* GrlompCaly est quasi-associatif de gauche a droite en ((0,1),Id(1),Id(1))
[en utilisant "suffisamment des fleches identités” des catégories facteurs des produits
tensoriels concernés] ,

o Grlomplaly estassociatifen (Id(1),Id(1),Id(1)),

* GriompCaly admet 1y pour unité a gauche de I1d(0),

* Grlomplaly admet Iy pour unité a droite de Id(0),

o GrlompCaly admet 1y pour unité a gauche de (0,1),

* GrlompCaly admet 1 pour quasi-unité a droite de (0,1),
* GrCompCaily admet 1 pour unité a gauche de Id(1),

* GrCompCaily admet 1 pour unité a droite de Id(1).

Alors, on dispose évidemment [moyennant un "changement d'indexation" -

comme défini en (S.T.S.E.)] d'un 2-morphisme tensoriel quasi-catégorique, au sens de
(S8.T.S.E.), "injection canonique" :

14



GreompCals c Griompu : Grlomplaly — (GrCompu) 21

et on voit, bien entendu [moyennant d'autres "changements d'indexations" - comme
définis en (S.T.S.E.)], que :

(GrlompCaiv) i .= Grompy

etque:

(GriompCalty) 2 = Calv.

15



3. Systémes enrichis de graphes a composition.

3.1. Exponentiation de graphes a2 composition.

3.1a. Si G et G' sont deux graphes & composition, on désigne
indifféremment par :

EnsFonc(G,G')=Fone(G,G")
I'ensemble des foncteurs allant de G vers G'.

Si G, G' et G" sonttrois graphes a composition etsi f': G'—> G" est un
foncteur, on désigne indifféremment par :

EnsFonc(G,f')=Fonc(G,f'): Fonc(G,G') > Fone(G,G")

(/4

l'application "composition a gauche avec f'", i.e. 'application évidemment obtenue
lorsqu'on impose que :

e pour tout foncteur f: G— G',ona:
Fonc(G,f')(f)=F of.

Deméme,si G, G' et G" sont trois graphes 4 composition et si f: G— G'
est un foncteur, on désigne indifféremment par :

EnsFonc(f,G") = Fone(£,G"):Fone(G',G")— Fone(G.G")

l'application "composition a droite avec f", i.e. l'application évidlemment obtenue
lorsqu'on impose que :

¢ pour tout foncteur f': G'—> G",ona:
Fone(f£,G")(f')=f"of.

Si G,G',G" et G" sont quatre graphes a compositionetsi f: G—> G' et
f":G"— G™ sont deux foncteurs, il est facile de vérifier que le carré [d'applications]
ci-dessous commute :

16



Fonc(G',f")

Fonc(G',G") > Fone(G',G™)
Fone(£,G") Fone(£,G")
Fone(G.G") >Fonce(G.G")
Fonc(G,f")

ou la diagonale définit donc I'application :

EnsFonc(f,f")=Fone(f,f"): Fone(G',G") > Fonc(G,G").

3.1b. Si G et G' sont deux graphes 4 composition, on désigne
indifféremment par :

GrCompFonc(G,G') = Fonc(G,G"')

le graphe a composition des foncteurs allant de G vers G' [ou graphe a composition

exponentiation de G' par GJ, i.e. le graphe 4 composition évidemment obtenu
lorsqu'on impose que :

e ses points sont les foncteurs de G vers G',
e ses fléches sont les transformations naturelles entre ces foncteurs,

e ses fleches identités sont les transformations naturelles identitaires entre ces
foncteurs,

* sa loi de composition est la composition intérieure [des couples - de transformations
naturelles entre ces foncteurs - intérieurement composables].

En particulier, si G'= (" est une catégorie, le graphe a composition Fonc(G,C') est
évidemment une catégorie.

De méme, si G'= X' est un graphe orienté, le graphe 4 composition Fonc(G,R') est
évidemment un graphe orienté.

Si G, G' et G" sont trois graphes & composition et si f': G'—> G" estun
foncteur, on désigne indifféremment par :

GrCompFonc(G,f') = Fonc(G,f') : Fonc(G,G') > Fonc(G,G")

’

le foncteur "composition a gauche avec f'", ie. le foncteur évidemment obtenu
lorsqu'on impose que :

17



e pour tout foncteur f: G— G',ona:

Fonc(G.f')(f)=f'of

e pour toute transformation naturelle #: A= £, : G— G',ona:

Fonc(G.f')(#)=f ot.

Deméme,si G, G' et G" sont trois graphes a composition etsi f: G— G'
est un foncteur, on désigne indifféremment par :

GrCompFonc (f,G")= Fonc(f,G"): Fonc(G'.G") —> Fonc(G,G")

le foncteur "composition a droite avec f", 1i.e. le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on
impose que :

e pour tout foncteur f': G'—> G",ona:
Fonc(£,G")(f)=f"of,
e pour toute transformation naturelle ¢': f', = f>: G'—> G",ona:
Fonc(£,G")(#)=+#'of.
Enfin, si G, G', G" et G" sont quatre graphes a composition et si

fiG>G' et f':G"—> G" sont deux foncteurs, il est facile de vérifier que le carré
[de foncteurs] ci-dessous commute :

Fonc(G'.f")
Fonc(G',.G") > Fonc(G'.G™")
Fonc(£,G") Fonc(£,.G™)
Fonc(G.G") >Fonc(G,G")
Fonc(G,f")

ou la diagonale définit donc le foncteur :
GrCompFonc (f,f")= Fonc(f,f"): Fonc(G'.G") - Fonc(G.G").

18
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3.2. Systémes enrichis de graphes orientés, de graphes
composition et de catégories.

3.2a. Si G,G'et G" sonttrois graphes 4 composition, on note :
— g, ¢.¢ —: Fone(G,G') 0 Fonc(G',G") = Fonc(G,G")
le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :
e pour tous foncteurs f: G—> G' et f': G'—> G",ona:
(—on6.6.6" =) f)=Sfof,

e pour tous foncteurs f1,£: G—> G' et f': G'— G" et pour toute transformation
naturelle £: fi = f, ,ona:

(—ong.6.6n —)Ef)=f 0%,
e pour tous foncteurs f: G— G' et f'1,f2: G'— G" et pour toute transformation
naturelle #': 'y, = f>,ona:
(—ong,6,6n —)(f,t)=%"0f.

De méme, si G et G' sont deux graphes a composition [en particulier, si G'
est une catégorie] et si C" est une catégorie, on note :

— 056.6',¢» —: Fone(G,G'") X Fone(G',C") > Fonc(G,C")
le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :
e pour tous foncteurs f: G—> G' et f': G'—> C",ona:
(— 9% 6.6'.C" — )L )=f"of,
e pour tous foncteurs f1,£: G—> G' et f': G'—> C" et pour toute transformation
naturelle £: fi = f, ,ona:
(—og6.¢.cc —)Ef)=fot,
e pour tous foncteurs f: G—> G' et f1,f2:G'—> C" et pour toute transformation
naturelle ¢': f', = f,,ona:
(—ogg.6.cr =)t )=%0f,
e pour tous foncteurs fi,£:G—>G' et f'1,f2:G'—>C" et pour toutes

transformations naturelles £: i = f;, et #': f'1 = f',,ona:

(— 0g6.6.c0 —)($,8)=%"0%.
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Enfin,si C, C' et C" sont trois catégories, on note :
— ogc,c,cr —: Fone(CC') & Fonc(C',C") - Fonc(C.C")
le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on impose que :
e pour tous foncteurs f: C—>C' et f':C'—> C",ona:
(—osc,c,cn —)Lf)=f of,
e pour tous foncteurs f£,HL:C—>C' e f1,f2:C'— C" et pour toutes

transformations naturelles ¢: 1 = f, et ' :f'1 = f,,ona:

(—ogc.c.cr —)(E,E)=%0ot.

3.2.b. Si G estun graphe a composition, on désigne par :
FoncUnit (G): Ig = Fonc(G,G)
le foncteur d'unitarité canonique associé au graphe a composition G, i.e. le foncteur
qui envoie le point 0 sur le foncteur Id(G): G— G [qui est bien un point du graphe
a composition Fonc(G,G) 1.
Si (C est une catégorie, on désigne par :
FoncUnitId(C): 1> Fonc(CC)

le foncteur d'unitarité identitaire canonique associé a la catégorie (, i.e. le foncteur
[de la catégorie 1 vers Fonc(C.C) - qui est aussi une catégorie] qui envoie le point O
sur le foncteur Id(C): C— C [et qui envoie donc la fleche Id(0) sur la
transformation naturelle Id(Id(C)):Id(C)=Id(C):C— C - qui est bien une
fleche de Fonc(C,C) 1.

3.2.c. Si U est un univers, on désigne par GrCompu le systéme enrichi
des graphes a composition U-petits, i.e. le 1-systétme GrCowmpu-enrichi catégorique,
au sens de (S.T.S.E.), évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

e (GrCompu), =Pt (GrCompu) est I'ensemble des graphes a composition U-petits,
o pour tous graphes a composition U-petits G et G',ona:

(GrCompu) 14(0)(G.G') = Fonc(G.G'),
¢ pour tous graphes a composition U-petits G, G' et G",ona:
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CompLoc (GrComp U,(G,1d(0),G",1d(0),G"))

— 6,66 —

(GrCompU) Id(o)(g,g”) ®Id(0),1d(0)(GrcompU)Id(O)(g'=g")

Fonc(G.G') 0 Fone(G',.G")
\

Fonc(G,G")

(GrComp ) 14 ) (GG")
et pour lequel :

* pour tout graphe a composition U-petit G, ona:

F1Unit (GrCompu,(0,G))

FoncUnit (G)

PtQUnit (Grcomp v ,0)

1
3

Fonc(G,G)

(GrCompu)14(0y(G.G)
autrement dit, la famille :

(FoncUnit(G): 15— Fonc(G,G)) g < ot ( Greompy)
est la famille des fléches d'unitarité,

e on dispose d'un isomorphisme canonique :
(GrComp uv)*, = GrCompvu,
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de la catégorie (GrCompu)*, [compagnon en O - au sens de (S.T.S.E.) - du
systtme enrichi GrComp U] vers la catégorie GrCompu [des graphes a
composition U-petits].

En particulier, on désigne par GrOrvu le systéme enrichi des graphes orientés
U-petits, ie. le I-systtme GrOru-enrichi catégorique, au sens de (S.T.S.E),
évidemment obtenu [par "restriction" du précédent] lorsqu'on impose que :

e (GrOru), =Pt (GrOru) est I'ensemble des graphes orientés U-petits,
e pour tous graphes orientés U-petits ® et R',ona:
(Groru) 14 (0)(R.R') = Fonc(R.R'),
e pour tous graphes orientés U-petits R, R' et R",ona:
CompLoc (GrOry (®,1d (0),R’,1d (0),R"))

— R R R —

(GrOrvu ) 14(0)(R,R') ®14(0),1a(0)(GrOru) 1a (0 (R, R")
Fonc(R,R')J Fonc(R',R")
d

Fonc(R.R")
(GrOru) 4 (0)(R.R")
et pour lequel :
e pour tout graphe orienté U-petit ®,ona:
F1Unit (GrOru,(0.R))

FoncUnit (R)

PtQUnit (Groru,0)

1
d
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Fonc(R.R)

(GI’OI'U) Id(0) (R>R) >

autrement dit, la famille :
(FoncUnit (R): Iy — Fonc(R,R)) e pt (Grory)
est la famille des fléches d'unitarité,
e on dispose d'un isomorphisme canonique :
(GrOru)*, = Groru,

de la catégorie (GrOru)*, [compagnonen O - au sens de (S.T.S.E.) - du systéme
enrichi GrOru ] vers la catégorie GrOru [des graphes orientés U-petits].

Alors [moyennant un "changement d'enrichissement” - comme défini en
(S.TSE)], on dispose évidemment dun I-morphisme GrCowpPu-enrichi
catégorique, au sens de (S.T.S.E.), "injection canonique" :

GrOru c GrCompu : ( (G20 c GrCompy) GrOry ) - GrCompu .

3.2d. Si U est un univers, on désigne par Catu le systéme enrichi des
catégories U-petites, i.e. le 1-systétme Cafu-enrichi catégorique, au sens de (S.T.S.E.),
évidemment obtenu lorsqu'on impose que :

e (Catu)o =Pt (Catu) estl'ensemble des catégories U-petites,
e pour toutes catégories U-petites C et C',ona:
(Catv)14(0y(C.C')= Fonc(C.C'),

e pour toutes catégories U-petites C, C' et C",ona:

CompLoc (Caty,(C,1d(0),C',1d(0),C"))

— 9%cC.Cc,cn—

(Catu) 1a(0)(C.C')®1a(0),1a¢0) (Catu)aoy(C,C")

Fonc(C,C')® Fonc(C'.C")
3
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Fonc(C.C")

(Catu) ra(0)(GC")
et pour lequel :

e pour toute catégorie U-petite C,ona:

F1Unit (Catu,(0,C))

FoncUnitId((C)

PtQUnit (Cafu,0)

1
\

Fonc(C.C)

(Catu)14(0)(CC),
autrement dit, la famille :
(Foncunit1d(C): 1— Fonc(C,C)) ce Pt (Catv)
est la famille des fléches d'unitarité,
o on dispose d'un isomorphisme canonique :
(Catu)*o = Catu,

de la catégorie (Catu)*, [compagnonen O - au sens de (S.T.S.E.) - du systeme
enrichi Catu] vers la catégorie Catu [des catégories U-petites].

Alors [moyennant un "changement d'enrichissement” - comme défini en
(S.T.SE.)], on dispose évidlemment d'un I-morphisme GrConpu-enrichi
catégorique, au sens de (S.T.S.E.), "injection canonique” :

Catu c GrCompu : ( ( ca#i c GrCompy) Catu ) - GrCompuy .

3.2e. Si U est un univers, on désigne par GrCompCatu le systéme
enrichi des graphes a composition U-petits et des catégories U-petites, i.e. le 2-
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systtme GrCompCalu-enrichi catégorique, au sens de (S.T.S.E.), évidemment
obtenu lorsqu'on impose que :

o (GrCompCatu), = Pt (GrCompu) est I'ensemble des graphes a composition U-
petits,

(GrCompCatu). = Pt (Catu) est I'ensemble des catégories U-petites,

pour tous graphes a composition U-petits G et G',ona:
(GrCompCatu) Id(O)(g,g') = Tonc(g,g" ) ,

pour tout graphe 4 composition U-petit G et pour toute catégorie U-petite C', on
a:

(GrCompCatu) 0,1)(G,C') = Fonc(G.C')

pour toutes catégories U-petites C et C',ona:

(GrCompCatu) 1a(1)(CC') = Fone(C.C"),

pour tous graphes a composition U-petits G, G' et G",ona:

CompLoc (GrCompCatu (G.1d(0),G',1d(0).G" )

— 006.6'.6" —

(GrCompCatu) 1a(0)(G.G") ® 1a(0),1a(0) (GrCompCatv) 1a(0)(G5G")

Fonc(G.G') D Fonc(G'.G")
\

Fonc(G.G")
(GrCompCatu)14(0)(G.G") >

e pour tous graphes & composition U-petits G et G' et pour toute catégorie U-petite
C",ona:

compLoc (GrCompCatu .,(G,1d(0),G"(0,1),C" )

_—_O_mg’g,’c...—

25



(GrCompCatu) 14(0)(G:G") ®1a(0),(0.1) (GrCompCatu)o,1)(G".C")

Fonc(G.G') B Fonc(G'.C")
s
Fonc(G.C")

(GrCompCatu) 0,1, (G.C"),
e pour tout graphe & composition U-petit G et pour toutes catégories U-petites C' et
C",ona:

compLoc (GrCompCatu ,(G,(0,1),C,1d(1),C" )

— 0g6.C.C"

(GrCompCatu) (0,1)(G:C') ®(0,1),1a(1) (GrCompCatu) 1a(1)(C.C")

Fonc(G,C') X Fonc(C',.C")
\
Fonc(G,C")

(GrCompCatu)0,1)(G.C") .,
e pour toutes catégories U-petites C, C' et C",ona:

compLoc (GrCompCatu ,(C,1d(1),C,Id(1).C"))

— Ogc,c,C" —

(GrCompCatu)1a(1)(C.C')® Id(l),Id(l)(Gl‘COmpCatU) a(1)(CLC")

Fonc(C,C') ® Fonec(C',.C")
\
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Fonc(C.C")

(GrCompCatuv) 1a(1) c.c"),
et pour lequel :
e pour tout graphe & composition U-petit G,ona:
F1Unit (GrCompCatu,.(0.G))

FoncUnit (G)

ptQUnit (Grcomplal v 0)

1
d

Fonc(G,G)

(GrCompCatu) 1a(0)(G G),

e pour toute catégorie U-petite C,ona:
FlUnit (GrCompCatu,(l,C))

FoncUnitId(C)

PtQUnit (GrComplalu,l)

1
l
Fonc(C,C)

(GrCompCatu)1a(1)(C,C) »

e on dispose d'un isomorphisme canonique :
(GrCompCatu)*, = GrCompvu,,

27



de la catégorie (GrCompCatu)*, [compagnonen O - au sens de (S.T.S.E.) - du
systéeme enrichi GrCompCatu] vers la catégorie GrCompu [des graphes a
composition U-petits],

¢ on dispose d'un isomorphisme canonique :
(GrCompCatuy)*; = Catu,

de la catégorie (GrCompCatu)*; [compagnonen 1 - au sens de (S.T.S.E.) - du

systtme enrichi GrCompCatu] vers la catégorie (Catu [des catégories U-
petites].

Alors [moyennant un "changement d'indexation" - comme défini en
(S.T.S.E)], on dispose évidemment d'un 2-morphisme (GrComypu): r-enrichi
catégorique, au sens de (S.T.S.E.), "injection canonique" :

GrCompCatuy c GrCompu : GrCompCatuy — (GrCompu) 2,1,
et on voit, bien entendu [moyennant d'autres changements d'indexations], que :
(GrCompCatvu) ;. 2= GrCompu
et que :

(GrCompCatvu); .= Catu.

3.2f Si U est un univers, on note indifféremment :

MorEnrichChPetits (U)

chu(-)

((rOr c Grcomp,) GrOru )
\

(( catsc Grcompu)Caty)

le morphisme enrichi "chemins" relatif a la U-petitesse, ie. le 1-morphisme
P P p.

GrComypuy-enrichi catégorique, au sens de (S.T.S.E.), évidemment obtenu lorsqu'on
impose que :

e pour ce qui concerne sa coordonnée [comme définie en (S.T.S.E.)ljen O,ona:

(chu()o
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Pt (chu(-))

((Grorc Grcomps) GrOrv ),

Pt (Groru)
\

Pt (Catu)

((Catsc Grcompy Catu ), ,

e pour tous graphes orientés U-petits R et X', le foncteur :

(chU(‘)) 1a(0)(R.R")

((Grﬂru_c; Grtfompu)Gl'orU)Id(O)(R,R')

Fonc(R.R')
\

Fonc(Ch (R),Ch(R))

(( cats c Grcompy)Catu ) 1a(0,(Ch(R),Ch(R)) =

est le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on stipule que :

* pour tout foncteur f: R—> R',ona:

((chu () 100y (R.R)) (H=Ch(S),

* pour tous foncteurs £, f;: R—> R' et pour toute transformation naturelle
t: fi=>f,,ona:

((chu()) 1a(0y(R.R')) (£) =Ch ().

De la sorte, il est clair que [en ce qui concerne le foncteur compagnon en 0
comme défini en (S.T.S.E)-de chu(-)]Jona:

chu(-)*
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chu(-)

((Grorie Grecomps, Grory )*,

GrOruy
1
Catyu

((cats < Grcompn) Caty )*,

[et que I'adjonction de (E.T.E.1.), § 4.2.d, est "compagnon en 0" d'une "1-adjonction
GrCompuy-enrichie" que nous laissons au lecteur le soin de préciser].

3.2.g. Si U est un univers, on note indifféremment :

MorEnrichClChPetits (U)

clichu(-)

(GrCompvu)
2

(«cats c Grcompy)Catu)

le morphisme enrichi "classes de chemins" relatif a la U-petitesse, i.e. le 1-morphisme

GrCompu-enrichi catégorique, au sens de (S.T.S.E.), évidemment obtenu lorsqu'on
impose que :

e pour ce qui concerne sa coordonnéeen 0 ,ona:

(cichu(9))o

Pt (clchu(-))

(GrCompu ),
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Pt (GrCompu)
J

Pt (Catu)

((cats c Greomp) Catu ), ,

e pour tous graphes a composition U-petits G et G', le foncteur :

(clchu(-) 1a(0)(G.G")

(GrCompu )14(0)(G.G")

Fonc(G,G')
3

Fonc(C1Ch(G),C1Ch(G"))

( ( Caks c GrCompy) Catu ) 1d(0)
est le foncteur évidemment obtenu lorsqu'on stipule que :

* pour tout foncteur f: G— G',ona:

((clehv(9) 14(0y(G.G ")) () =C1lCh(f),

* pour tous foncteurs fi,f£: G— G' et pour toute transformation naturelle
. fi=>f,0na:

((clehu () 14(0)(G,G")) (#) = C1Ch(#).

De la sorte, il est clair que [en ce qui concerne le foncteur compagnon en 0
comme défini en (S.T.S.E)-de clchy(-)Jona::

CICh U(-)*o

clchu(-)

( GrCompu )*,
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Grlompyu
\)

Catu

((catsc Grcompy) Caty )*

[et que l'adjonction de (E.T.E.1.), § 4.2.¢, est "compagnon en 0" d'une "I-adjonction
GrCompu-enrichie” que nous laissons au lecteur le soin de préciser].
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