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DIAGRAMMES VOLUME 3§, 1996

SUR
LES GENRES D'ESQUISSABILITE
DES
CATEGORIES MODELABLES
(ACCESSIBLES ')
POSSEDANT LES LIMITES D'INDEXATIONS FINIES
(RESP. FINIES ET NON VIDES, FINIES ET CONNEXES,
FINIES ET CONNEXES ET NON VIDES ?)

C. Lair

1. Introduction.

Dans le présent travail, nous prouvons que les catégories modelables
(accessibles) possédant les limites d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et
connexes, finies et connexes et non vides) sont exactement (a I'équivalence prés) aussi
bien les catégories de modeéles d'esquisses petites ou les co-cones "co-distingués" sont
tous d'indexations filtrantes (resp. "essentiellement” filtrantes, "simplement” filtrantes,
"simplement et essentiellement” filtrantes) que les catégories de modéles d'esquisses
petites ou les co-cones "distingués" sont tous d'indexations des ordres filtrants (resp.
essentiellement filtrants, simplement filtrants, simplement et essentiellement filtrants) : on
retrouve et raffine, de la sorte, les résultats (et certaines des méthodes) de [C.A.L.F.].

' En américain, "catégories modelables" semble devoir se traduire par "accessible categories of Makkai-

in

Paré" ...

* Dans toute la suite. pour simplifier les énoncés, nous considérons la catégorie vide comme connexe.
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Pour obtenir ces résultats, il suffir d'utiliser systématiquement (comme
préconisé en [C.Q.C.E.], notamment en son Appendice) les notions et méthodes
générales antérieurement introduites en [C.M.C.F.] et/ou [CM.C.E.] et/ou [C.Q.CE],
fondamentalement

o celle de diagramme (d'indexation petite mais non nécessairement discréte) /ocalement
co-limite (évidemment dérivée de celle de diagramme localement libre),

e celle d'objet d'une catégorie (localement petite) satisfaisant un cone (d'indexation
petite mais non nécessairement discrete) de cette catégorie,

e celle d'invariance (éventuelle), a la dualité pres, du genre d'indexation tant des cones
a satisfaire que de certains (parmi tous les possibles) diagrammes localement co-
limites dans la sous-catégorie pleine des objets satisfaisant ces cones,

e celle de modification (ici : par "saturation" puis par "calcul de limites" - quand c'est
possible) d'un diagramme localement co-limite en un autre, plus adéquat.

Nous nous sommes donc évertu€ a les rappeler (une fois de plus ... ), tout au long du
texte, avec le degré de généralité approprié, exactement la ou leur usage s'impose.

2. Sur l'existence des limites d'indexations finies (resp.
finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes
et non vides) dans certaines catégories qualifiables.

2.1.  Catégories qualifiables.

Suppososons que I est une catégorie

On note C(I) la catégorie (cone type d'indexation I') obtenue en adjoignant a
I un objet initial (sommet type) Sm(I) et, par conséquent, pour tout objet 1 de I, une
unique fleche (projection type en 1) p(I)(I) : Sm(I) > 1.

Alors, on désigne par B(I') : I — C(I) le foncteur (base type) injection canonique.

Si X est une catégorie, un foncteur U:C(I) > X est appelé cone
d'indexation I, de base UoB(I):I1—>X, de sommet U(Sm(I)) et ayant
U(p(I(I)) : U(Sm(T)) — U(I) pour projectionen 1, quand I € Ob(J)

En particulier, un tel cone peut évidemment étre un cone limite.
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Supposons que J est une catégorie.

On désigne par CC(J)=C(J*)® la catégorie (co-cone type de co-indexation
J ) obtenue en adjoignant a J un objet terminal (co-sommet type) CSm(J )= Sm(J*)
et, par conséquent, pour tout objet J de J, une unique fleche (co-projection type en
1) ep()T)=p(JP)J):J>CSm(J) .

Alors, on désigne par CB(J):J—> CC(J) le foncteur (co-base type) injection
canonique.

Si X est une catégorie, un foncteur V' : CC(J) — X est appelé co-cone de co-
indexation J, de co-base VoCB(J):J— X, de co-sommet 1V(CSm(J)) et ayant
Vicp(J)(J)) - ¥(J) > V(CSm(J)) pour co-projection en J , quand J € Ob(J) .

En particulier, un tel co-cone peut évidemment €tre un co-céne co-limite.

Supposons que X est une catégorie localement petite.

Commeen [CQ.CE], si U.C(I)— X estuncdne d'indexation petite et si X
est un objet de X, on dit que X satisfair U * si:

e le co-cone X(U(-),X) : CC(I?)=C(I)*® — Ens est un co-cone co-limite

Compte tenu du calcul des co-limites dans Ens , il est facile de voir que X satisfait U/
si, et seulement si :

e (SAT 1) pour toute fleche x: U(Sm(I)) > X de X, il existe un objet 1 de I et

une fléche y - U(I) - X de X telle que y.U(p(I)(1)) =x (alors, on pourra dire que
y est une factorisation de x par U),

e (SAT 2) pour tous objets I' et 1" de I et pour toutes fleches y'- U(1") - X et
y": U1") > X de X telles que y' Up()I")=y".Upd)1")), il existe un entier
n > 1, un zigzag de fléches de I:

o __ (o] T — o [e] (o]
& = (2% Nskean  I'= 2% 65—2% —5> 2% ...

o & o \ 70 _m
...Z 2n-1 25— Zzn /Z —I

o
Z2n

2n+1

et une famille y° = (y° : U(Z%) = X )1<1 <201 de fleches de X telles que
* y'=y% et yona=y",
* ¥oh1.U(Zz%n1) = Y% = Y°20+1.U(z%) , pour tout entier 1 <h<n,

(alors, on pourra dire que la famille y° connecte y' a y" le longde £°).

* Evidemment, la notion de satisfaction généralise aux cas de cones d'indexations non nécessairement
discrétes tant la notion d'orthogonalité que celle d'objet injectif (voir [C.Q.C.E.] pour une discussion
plus compléte sur ce théme).
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Si ? est un ensemble de cones de X d'indexations petites et si X est un objet
de X, ondit qu'll satisfait ? si :

e X satisfait tout cone appartenant a 7% .

Comme en [C.Q.C.E.], on dit alors que 2 est une qualification interne a X , on note
Satisf(?,X) la sous-catégorie pleine de X qualifiable (ou qualifiée) par Z% ., ie. la
sous-catégorie pleine de X dont les objets sont ceux qui satisfont £, et on note :

inj(Z X) : SatisfiZz,X) > X

le foncteur injection canonique.

2.2.  Genres et qualifications.

On appelle genre de catégories (petites) toute classe & de catégories
petites.

Supposons que & est un genre de catégories et que X est une
catégorie localement petite.

On dit qu'une qualification %, interne a X, est de genre & ou encore que
c'est une g-qualification si :

e pour tout cone U: C(I) — X appartenanta 7 ,ona I e ¢4

2.3. Existence des limites d'indexations finies (resp. finies et
non vides, finies et connexes, finies et connexes et non
vides) dans certaines catégories qualifiables.

On dit qu'une catégorie I est co-filtrante (resp. essentiellement co-
filtrante, simplement co-filtrante, simplement et essentiellement co-filtrante) si :

e pour toute catégorie finie (resp. finie et non vide, finie et connexe, finie et connexe et
non vide) I et tout foncteur @: I'— I , il existe un cone C(I") — I de base @.

Alors, on dit qu'une catégorie est filtrante (resp. essentiellement filtrante,
simplement filtrante, simplement et essentiellement filtrante) si sa duale est co-filtrante
(resp. essentiellement co-filtrante, simplement co-filtrante, simplement et essentiellement
co-filtrante) et on désigne par F¢ (resp. Fese , Flopl , Filoplecs ) la classe de toutes les
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catégories petites et filtrantes (resp. petites et essentiellement filtrantes, petites et
simplement filtrantes, petites et simplement et essentiellement filtrante): c'est donc un
genre particulier.

Si X est une catégorie localement petite et si 2 est une qualification
interne a X, il est clair que 2 est une Z#-qualification (resp. une Feess-qualification,
une Fept-qualification, une Febstese-qualification) si, et seulement si -

e lindexation I de tout cone U:C(I) —» X appartenant a 2 est une catégorie co-

filtrante (resp. essentiellement co-filtrante, simplement co-filtrante, simplement et
essentiellement co-filtrante).

Plus concrétement, nous dirons donc que 7 est a indexations co-filtrantes (resp. a

indexations essentiellement co-filtrantes, simplement co-filtrantes, simplement et
essentiellement co-filtrantes).

Vérifions que

LEMME Si X est une catégorie localement petite et si 2 est une qualification
interne a X et a indexations co-filtrantes (resp. essentiellement co-filtrantes,
simplement co-filtrantes, simplement et essentiellement co-filtrantes), i.e. si U est une
Fi-qualification (resp. une Fdess-qualification, une Feept-qualification, une Feeplecs-
qualification), alors le foncteur injection canonique :

inj(Z,X) : SatisfZX) > X

crée les limites d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et
connexes et non vides) *.

* On déduit immédiatement du LEMME de 2.3 que :

COROLLAIRE. Si I' est une catégorie petite et filtrante (resp. petite et essentiellement filtrante, petite
et simplement filtrante, petite et simplement et essentiellement filtrante), alors les co-limites de co-
indexation I' commutent, dans Ens, avec les imites d'indexations finies (resp. finies et non vides,
finies et connexes, finies et connexes et non vides).

PREUVE. Désignons par CoCones(I') = Fonct(CC(I').Ens) la catégorie des co-cones de Ens de co-
indexation I' et par CoLim(/') la sous-catégorie pleine de CoCones(/') ayant pour objets les co-
cones co-limites.

Notons  Yon(CC(I")) : C(I'") = CC(I")** — Fonct(CC(I"),Ens) = CoCones(I') le plongement de
Yoneda (il s'agit donc d'un cdne de CoCones(I'), d'indexation I'") et posons
2" = {Yon(CC(I"} .

Il est clair que CoLim(/') = Satisf(% (I").CoCones(I")) et le LEMME de 2.3 s'applique donc. puisque

(I"Y" est - par définition - co-filtrante (resp. essentiellement co-filtrante. simplement co-filtrante.
simplement et essentiellement co-filtrante). Mais CoCones(I') posséde les limites considérées (qui se
calculent. évidemment. "point par point"). ce qui permet de conclure facilement. FIN DE LA PREUVE.
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PREUVE. 1l suffit de montrer que, si U:C(I) > X est un cone d'indexation co-
filtrante (resp. essentiellement co-filtrante, simplement co-filtrante, simplement et
essentiellement co-filtrante), si C:C(G) —> X est un cone limite d'indexation une
catégorie finie (resp. finie et non vide, finie et connexe, finie et connexe et non vide) et si,
pour tout objet G de G, C(G) satisfait U, alors C(Sm(G)) satisfait U (a cet effet,
pour tout autre cone C':C(G)—> X, de méme base que C(, on notera
[C'T:C'(Sm(G)) > C(Sm(G)) l'unique fleche de X permettant de factoriser C' au
travers de C).

a) Supposons, tout d'abord, que x : U(Sm(/)) > C(Sm(G')) est une fleche de X .
En conséquence :

e pour tout objet G de G, il existe (en vertu de (SAT 1), puisque C(G) satisfait U)
un objet Iz de I et une fleche vys:U(ls) > C(G) de X telle que
yo. U(p(I)(Ig)) = C(p(G )(G)) ,

e pour toute fleche g: G— G' de G, il existe (en vertu de (SAT 2), puisque C(G')
satisfait U/) un entier ng > 1, un zigzag de fleches de I:

© _ (0 . =7° ¢ o 5 7°
é g (Z g.k )lskSan 'IG =Z g.1 2%, Y4 g.2 z%- Z g3

.z 20— L0 = o

o
g'an_l Zug.?ng—l ] z g‘lng

et une famile y° = (y°g_k:U(Z°g_k)—>C(G'))1sk52“g+1 de fleches de X qui
connecte ((g).yc a yg- lelongde &°, .

Ainsi, on obtient un "diagramme de zigzags de I" dont l'indexation (que nous laissons
au lecteur le soin de formaliser) est évidemment finie (resp. finie et non vide, finie et
connexe, finie et connexe et non vide). Mais, I étant co-fitrante (resp essentiellement
co-filtrante, simplement co-filtrante, simplement et essentiellement co-filtrante), il existe
un objet S de I et une famille ((S)Gc oG (Sgn:S > Z% o )ee R(G).1sh<n,) d€

fleches de I de sorte que :
A . ' —_ (o} ] —
e pour toute fleche g: G—>G' de G,ona sg = z%,.5,; €t z g2n, *Sgn. = SG'»
e pour toute flecche g:G—>G' de G et tout entier 1<h<ng,-1, on a
Zog,zho Sg_h = Zog.2h+]-Sg,h+] .

On en déduit que la famille (yg.U(ss) : U(S) > C(G))s < oms) de fleches de X est la
famille des projections d'un céne C': G — X de méme base que C .

Dés lors, il est facile de constater (par unicité) que [C'l.U(p(Z)(S)=x, autrement dit
que C(Sm(G)) vérifie (SAT 1).

b) Supposons, maintenant, que I' et I" sont deux objets de I et que
y' U1 - C(Sm(G)) et y": U1") > C(Sm(G)) sont deux fleches de X telles que
y . Ulp)1Y) =y".Ul)1")) .
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On en déduit que :

e pour tout objet G de G, il existe (en vertu de (SAT 2), puisque (C(G) satisfait U')
un entier ng > 1, un zigzag de fleches de I :

o _ o Y — o p) o} o
&6 = (2%x Niskeang 1= L% ¢ 2°5, 2%, 2°5 >ZL%G 3

o o ) _ "
4 G 2ng-! 2°, ang -1 Z G.2ng 2°G 2ng V4 G.2ng+l — I

et une famille y°6= (Y°gx :U(Z°%gx) = C(G'))ick<an 1 de fléches de X' qui
connecte C(p(G)(G)).y' a C(p(G)(G)).y" lelongde &% .

Ainsi, on obtient un "diagramme de zigzags de I" dont l'indexation (que nous laissons
au lecteur le soin de formaliser) est évidemment finie - et méme connexe ! - (resp. finie -
et méme connexe ! - et non vide, finie et - évidemment - connexe, finie et - évidemment -
connexe et non vide). Mais, I étant co-fitrante (resp. essentiellement co-filtrante,
simplement co-filtrante, simplement et essentiellement co-filtrante), il existe un objet S
de I et une famille ((s',5"),(Sc.n:S = Z°G.2n )G eob(G).1<h<n,) de fléches de I de

sorte que :

e pourtout objet G de G,ona s'= z°G,.8G; €t 2°%G,, «Sg, =s",

e pour tout objet G de G ettoutentier | Sh<ng-1,0na z°G2hS6h = Z°G.2h-1+5G.h-1
On en déduit (par connexité) que .

e pour tout objet G de G,ona:
C(p(G)(G))-y".s' = y%.18"' = Yg.2n, -8 " = C(P(G)(G)).y "8 ",

et donc (par unicité) que :

y'ls'=y".s"
(et onnote y . U(S) —» C(Sm(G')) cette valeur commune).
Ainsi, la famille de fleches de X -

(y':Ul") > C(Sm(G)),y : US) - C(Sm(G)), y" - UI1") - C(Sm(G))
connecte y' a y" le long du zigzag de I:

(DR LA U

par conséquent C(Sm(G)) vérifie aussi (SAT 2). FIN DE LA PREUVE.
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3. Sur P’existence des limites d'indexations finies (resp.
finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes
et non vides) dans les catégories de modéles de
certaines esquisses.

3.1. Esquisses.

Comme en [ET.S.A] et en [CQ.CE] (notamment), on dit que
E = (Supp(E ),CDist(E ),CCDist(E)) est une esquisse si :

o Supp(E) est une catégorie >, appelée le support de E ,

e CDist(E) est une classe de cones de Supp(E ), dits distingués dans E ,

e CCDist(E) est une classe de co-cones de Supp(E) , dits co-distingués dans E .
Alors, on dit que E est petite si "tout y est petit", i.e si

e Supp(E) est une catégorie pelite,

e CDist(E) est un ensemble et lindexation de tout cone distingué est une catégorie
pelite,

e CCDist(E) est un ensemble et la co-indexation de tout co-cone co-distingué est une
catégorie petite.

Si E et E' sont deux esquisses, on dit qu'un foncteur
H : Supp(E) — Supp(E") définit un homomorphisme (encore not¢) H: E > E' de E
vers E' et de support (le foncteur) H si .

e pour tout cone distingué P :C(A)—> Supp(E) dans E, le cone composé
HoP : C(A) — Supp(E") est distingué dans E',

e pour tout co-cone co-distingué Q:CC(B)—> Supp(E) dans E, le co-cone
composé HoQ : CC(B) — Supp(E') est co-distingué dans E'.

Supposons que X est une catégorie.

Si E est une esquisse, on dit qu'un foncteur M : Supp(E) — X définit un
modele (encore noté) M: E — X de E dans X et de support (le foncteur) M si:

5 Nous supposons (pour simplifier I'exposé - et la lecture). que les supports des esquisses sont des
catégories et non des "présentations de catégones". i.e. des graphes multiplicatifs (voir [ET.S.A.]).
Cependant, il est clair que, dans ce cadre plus général. les différents résultats énoncés ici demeurent tout
aussi valables (2 une simple adaptation prés concernant le "plongement" - qui. en général. n'en est plus
un - de Yoneda).
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e pour tout cone distingué P :C(4)—> Supp(E) dans E, le cone composé
MoP : C(A) — X est un cone limite dans X,

e pour tout co-cone co-distingué (Q:CC(B)—> Supp(E) dans E . le co-cone
composé MoQ : CC(B) — X est un co-cone co-limite dans X

Alors, on note Mod(E,X) la catégorie de ces modéles, i.e. la sous-catégorie pleine de
Fonct(Supp(E'),X) ayant pour objets les modéles de E dans X .

Si H: E — E' est un homomorphisme entre deux esquisses et si M' " E' - X
est un modele de E', il est clair que M'-H : E — X est un modéle de E . Ainsi, on
dispose d'un foncteur "composition a droite par H " :

Mod(H,X) : Mod(E' X) — Mod(E.X) .

Supposons que E est une esquisse petite.

On note Yon(Supp(E)) : Supp(E)* — Fonct(Supp(E ),Ens) le plongement
de Yoneda.

Pour tout cone P :C(A)— Supp(E), distingu¢ dans E, on note
successivement :

e CCA(P) = Yon(Supp(E))P®: CC(A*)=C(A)*™ — Fonct(Supp(E ).Ens) le co-
cone associé (par dualité, puis composition avec le plongement de Yoneda) au
cone P,

e CSCCA(P) le co-sommet du co-cOne associ€é a P,

o CLA(P) le co-cone co-limite associé a P, i.e. un co-cone co-limite arbitrairement
choisi parmi ceux de méme co-base que le co-cone associé a P (il en existe au moins
un puisque Fonct(Supp(E),Ens) est, évidemment, co-compléte),

o CSCLA(P) le co-sommet du co-cone co-limite CLA(P) associ€a P,

o f(P): CSCLA(P)—> CSCCA(P) l'unique fléche de Fonct(Supp(E),Ens)
permettant de factoriser le co-cone CCA(P) au travers du co-cone co-limite
CLA(P) (puisqu'ils ont méme co-base),

e U(P):C(1) > Fonct(Supp(E),Ens) le cone associé a P, d'indexation la catégorie
7 (a un seul objet O et une seule fléche id(0) ) et ayant pour (seule) projection la
fleche :

U(P)(p(1)(0)) =f{P) : CSCLA(P) - CSCCA(P) .
Maintenant, pour tout co-cone () : CC(B) — Supp(E), co-distingué dans E , on note :

e U(Q) = Yon(Supp(E))Q® : C(B®)=CC(B)®™ — Fonct(Supp(E),Ens) le céne
associé (par dualité, puis composition avec le plongement de Yoneda) au co-cone Q.

De la sorte, on obtient une qualification interne & Fonct(Supp(E ),Ens) canoniquement
associée a E :
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QualifiE ) = {U(P) | P € CDist(E)} U {U(Q) | O € CCDis(E)}

et, comme en [C.Q.CE)], il est facile de constater (compte tenu des propriétés du
plongement de Yoneda) que :

Mod(E,Ens ) = Satisf(Qualif(E ),Fonct(Supp(E ),Ens)) .

3.2. Genres et esquisses.

Supposons que & est un genre de catégories.

On dit qu'une esquisse E est de genre ¢ ou encore que c'est une g-esquisse
si:

e pour tout co-cone co-distingué Q : CC(B) — Supp(E) dans E,ona Be g.

3.3. Existence des limites d'indexations finies (resp. finies et
non vides, finies et connexes, finies et connexes et non
vides) dans les catégories de modéles de certaines
esquisses.

Il est clair (en reprenant les notations de 2.3) qu'une esquisse petite E
est une Fi-esquisse (resp. une Fdesc-esquisse, une Fdogl-esquisse, une Fdsplese-€SquISSE)
si, et seulement si :

e la co-indexation B de tout co-cone co-distingué¢ QO : CC(B) — Supp(E) dans E
est une catégorie filtrante (resp. essentiellement filtrante, simplement filtrante,
simplement et essentiellement filtrante).

Plus concrétement, nous dirons donc que E est a co-indexations filtrantes (resp. a co-
indexations essentiellement filtrantes, a co-indexations simplement filtrantes, a co-
indexations simplement et essentiellement filtrantes).

On vérifie immédiatement que :

PROPOSITION. Si E est une esquisse petite a co-indexations filtrantes (resp.
essentiellement filtrantes, simplement filtrantes, simplement el essentiellement
filtrantes), i.e. si E est une Fd-esquisse (resp. une Fdess-esquisse, une Feept-esquisse,
une Feeptess-esquisse) petite, alors la catégorie de ses modéles dans Ens posséde les
limites d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et
connexes el non vides).
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PREUVE. Clairement, si E est petite et a co-indexations filtrantes (resp. essentiellement
filtrantes, simplement filtrantes, simplement et essentiellement filtrantes), alors sa
qualification associée Qualif(E) est a indexations co-filtrantes (resp. essentiellement co-
filtrantes, simplement co-filtrantes, simplement et essentiellement co-filtrantes) puisque,
par construction, si I est une indexation d'un cone de QualifiE), ona I=1 ou
I=B”,ou B est une co-indexation d'au moins un co-cone co-distingué dans E . Par
conséquent, le LEMME de 2.3 s'applique le foncteur injection canonique :

Mod(E,Ens ) = Satisf(Qualif(E ),Fonct(Supp(E ),Ens )) — Fonct(Supp(E ),Ens )

crée les limites d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et
connexes et non vides). Mais la catégorie Fonct(Supp(E),Ens) posséde ces limites (qui
se calculent, évidemment, "point par point"). FIN DE LA PREUVE.

4. Sur les diagrammes localement co-limites dans les
catégories possédant les limites d'indexations finies
(resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et
connexes et non vides).

4.1. Diagrammes et troncs de co-cones localement co-limites.

Si J' est une petite catégorie, si F':J'— Ens est un foncteur et si
A" est un ensemble, on dit (évidemment) que A' est une (ou un objer) limite de F' si :

o ilexisteuncone U': C(J') —> Ens tel que :
e ' apour sommet A' et pour base F',
* U' estun cone limite.
Alors, on note (bien entendu) :
A'=LimF'(J") .

J'eJ'

Si I' est une petite catégorie, si D':I' — Ens est un foncteur et si

A" est un ensemble, on dit (évidemment) que A" est une (ou un objer) co-limite de D'
sl

e il existe un co-cone V': CC(I') > Ens tel que :
e J' apour co-sommet A" et pour co-base D',

e |7 est un co-cone co-limite.
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Alors, on note (bien entendu) :

A" = CoLim D'(I') .
I'el"

Supposons que X est une catégorie /ocalement petite et que I et J
sont deux catégories petites.

On dit qu'un foncteur F:J — X admet pour (petit) diagramme localement co-limite le
foncteur D I — X si:

e naturellement en tout objet X de X, ona (dans Ens) .
CoLim X(D(1),X) = Lim X(F(J),X) .
lel® JeJ®

Supposons que I et J sont deux catégories petites

On désigne par TCC(J,I) la catégorie (tronc de co-cone type de co-indexation
J et d'indexation 1) obtenue en adjoignant a la réunion de I et J (supposées
disjointes, pour simplifier) une unique fleche (co-projection type en  (J1))
cp(J,1)(J,I): T —> 1 et, ce, pour tout objet I de I et pour tout objet J de J.
Alors, on désigne par CB(J,I):J—> TCC(JI) et CSm(J[I):I1—>TCC(JT) Iles
foncteurs (co-base type et diagramme co-sommital type) injections canoniques.

Si X est une catégorie localement petite, un foncteur W TCC(J,I) - X est
appelé un (petit) tronc de co-céne de X , de co-indexation J , d'indexation I, de co-
base WoCB(J,I):J — X, de diagramme co-sommital W.CSm(J.I) I — X et ayant
W(cp(J.1)J.D)) : W(J) > W() pour co-projection en (J,I), quand J e Ob(J) et
IeObd).

En particulier, on dit qu'il s'agit d'un fronc de co-cone localement co-limite si :

e (LCOLIM 1) pour tout objet X de X ettout co-cdne } :CC(J)—>X de co-
sommet X et de méme co-base VoCB(J)= WoCB(J,I):J— X que le tronc de co-
cone W:TCC(JI)— X, il existe (au moins) un objet I de I et (au moins) une
fleche y: W(I) > X de X telle que :

* pour tout objet J de J,ona y.W(cp(J,1)(J.I)) = V(cp(J)J)),

e (LCOLIM 2) pour tout objet X de X, tous objets I' et 1" de I et toutes fleches
y o WI1)>X et y": W(I") > X de X telles que:

* pour tout objet J de J,onay' . W(cp(J.I)J,1") =y" W(cp(JI)J1")),
alors il existe un entier n > 1, un zigzag de fléches de I:
&= (i hawcan 1= 2% 2% — »Z°; ...

(o] o —_ "
L5 L0 =1

o &
--.Z 2n-1 €

ZoZn 1
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et une famille y° = (y°%: W(Z°) =& X )1.1 - 2n1 de fléches de X telles que

* y'=y% et youa =y

* Yo 1 M(Z°%h1) = Y2 = Y°2m-1.W(2°2) , pour tout entier 1 <h<n.

Compte tenu du calcul des co-limites dans Ens , il est facile de voir
que :

LEMME. Si X est une catégorie localement petite et si 1 et J sont deux catégories
petites, alors :

e si W:TCC(JI) —> X est un tronc de co-cone localement co-limite, le diagramme
(co-sommital de W) D= W.CSm(J,I):I— X est un diagramme localement co-
Iimite du foncteur (co-basede W) F=W.CB(JI):J— X,

o si D:1— X est un diagramme localement co-limite du foncteur F :J — X, il leur
est associé un tronc de co-cone localement co-limite Wr;, : TCC(JI) — X, de co-
base le foncteur Wrp oCB(JI)=F :J— Ens et de diagramme co-sommital le
Joncteur WipoCSm(JI)=D 1> X.

4.2. Genres, diagrammes et troncs de co-cones localement co-
limites.

Supposons que & est un genre de catégories, que X est une catégorie
localement petite et que I et J sont deux catégories petites.

Si le foncteur F: J — X admet le foncteur D :I—>X pour diagramme
localement co-limite, on dit (par simple souci d'homogénéité avec les terminologies
précédentes) que D est de genre ¢ ou encore que c'est un g-diagramme localement
co-limite de F si:

o I7cgqg.

De méme, si W: TCC(J,I) — X est un tronc de co-cone localement co-limite,
on dit qu'il est de genre 4 ou encore que c'est un g-tronc de co-céne localement co-
limite si :

o Icqg.

Il est évidemment parfaitement trivial de constater (par simple souci
d'homogeénéité avec I'énoncé du LEMME de 4.1) que :
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LEMME. Si g est un genre de catégories, si X est une catégorie localement petite et
si I et J sont deux catégories petites, alors :

o si W:TCC(JI)— X est un g-tronc de co-céne localement co-limite, le diagramme
(co-sommital de W) D= Wo.CSm(J,I): I — X est un g-diagramme localement co-
limite du foncteur (co-base de W) F=W.CB(JI) J— X,

o si D:I1—X estun g-diagramme localement co-limite du foncteur F:J— X, il
leur est associé un g-tronc de co-céne localement co-limite Wrp: TCC(J 1) > X,

de co-base le foncteur Wrp oCB(J,1)=F :J — Ens et de diagramme co-sommital
le foncteur Wip o CSm(JI)=D: 1> X.

4.3. Diagrammes et troncs de co-cones localement co-limites
saturés.

Supposons que X est une catégorie localement petite.

Si I est une catégorie petite et si D :I— X est un foncteur, on dira que
D : I — X est un (petit) diagramme saturé si -

o (DSATUR 1) D est fidele,

e (DSATUR 2) pour tous objets 1,Z et Z' de I, pour toutes fleches i:Z —>1 et
z:Z—>7Z' de I et pour toute fleche f:D(Z')—> D(I) de X telles que

f.D(z) = D(i) , 1l existe une (nécessairement unique, par fidélité) fleche i' Z' > 1 de
I telle que D(i") =f (d'ou I'on déduit, par fidélité, que 1'.z=1)

Si I" est une catégorie petite et si D" .I" — X est un foncteur, notons
Satur(D ") la catégorie, évidemment petite, telle que :

e ses objets sont ceux de 1",
o ses fleches sont les (Z'fI): Z' > 1 tels que:
* [ et Z' sont deux objetsde 1",
o £:D"(Z")—> D"(I) estune fleche de X,

* il existe un zigzag de fleches de 1" :

# # " # #
&=(Zk)1s1<szn¢Z':Z1‘_-——Z1 Zz—u—->zz Z;...

# # #
"/ 2n-1 €7 ZZn ¥ >Z 2n+1:I
Z2n 1 Z 2n

et une famille f' =% :D"(Z") > D"())a<:m de fleches de X
permettant de connecter f a id(D"(I)) le long de £ .
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Alors, on dispose du foncteur canonique :
satur(D") : Satur(D") —» X
Zz'th |» f
et il est facile de constater que satur(D") est un diagramme saturé.

De plus, on vérifie aisément que, si J est une catégorie petite, si /- J — X est un
foncteur et si D" en est un petit diagramme localement co-limite, alors satur(D") en
est aussi un petit diagramme localement co-limite, évidemment saturé.

Supposons que X est une catégorie localement petite.

Si I et J sont deux catégories petites et si W : TCC(J,]) — X est un tronc
de co-cone, on dira qu'il est (co-sommitalement) saturé si :

e (TSATUR 1) son diagramme co-sommital WoCSm(J,I) : I —> X est fidéle,

e (TSATUR 2) pour tous objets I et Z' de I et toute fleche £ W(Z') —» W(I) de X
tels que :

* pour tout objet J de J,ona f.W(cp(J,1)J,Z")) = W(cp(J.1)(J 1)),

il existe une (nécessairement unique, par fidélité) fleche i':Z'—>1 de I telle que
Wiy =f~.

Si I" et J sont deux catégories petites et si W" TCC(JI") - X est un
tronc de co-cone, notons Satur(#W") la catégorie, évidemment petite, telle que

e ses objets sont ceux de 7,
o ses fleches sontles (Z',fI): Z' > I tels que:
* ] et Z' sont deux objetsde I",
o f:W"(Z")—> W"(I) estune fleche de X,
* pour tout objet J de J,ona f.W"(cp(J,1"){J,Z"))=W"(cp(JI")J.D)) .
Alors, on dispose du foncteur canonique :
satur(W") : TCC(J,Satur(W")) —» X
J = w0
cp(J,Satur(W")(J,I) |- W"(cp(J,1")(J,1))
Z'th |- f

et il est facile de constater que satur(#") est un tronc de co-cone saturé de méme co-
base que le tronc de co-cone W" .

De plus, on vérifie aisément que, si W" est un petit tronc de co-cone localement co-
limite, alors satur(W") est aussi un petit tronc de co-cone localement co-limite,
évidemment saturé, de méme co-base que le tronc de co-céne W" .
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Compte tenu du LEMME de 4.1, il est facile de voir que :

LEMME. Si X est une catégorie localement petite et si I et J sont deux catégories
petites, alors :

si W:TCC(J 1) — X est un petit tronc de co-cone localement co-limite et saturé, le
diagramme (co-sommital de W) D = W.CSm(J.I): I — X est un petit diagramme
localement co-limite et saturé du foncteur (co-basede W) F=W.CB(JI):J—>X,

si D I— X est un petit diagramme localement co-limite et saturé du foncteur
F-J— X, le tronc de co-cone associé Wrp : TCC(JI) — X est un petit tronc de
co-cone localement co-limité et saturé (de co-base le foncteur F et de diagramme
co-sommital le foncteur D ).

4.4. Genres, diagrammes et troncs de co-cones localement co-
limites saturés.

Il est évidemment parfaitement trivial de constater (par simple souci

d'homogeénéité avec les énoncés des LEMMES de 4.1, 4 2 et 4.3) que :

LEMME. Si ¢ est un genre de catégories, si X est une catégorie localement petite et
si I et J sont deux catégories petites, alors :

si W.TCC(JI) —> X est un g-tronc de co-cone localement co-limite et saturé, le
diagramme (co-sommital de W) D= WoCSm(JI).I1—> X est un g-diagramme
localement co-limite saturé du foncteur (co-basede W) F=W.CB(JI):J—> X,

si. D:1—>X est un g-diagramme localement co-limite saturé du foncteur
F:J— X, il leur est associé un g-tronc de co-cone localement co-limite et saturé
Wep : TCC(JI) — X, de co-base le foncteur Wegp oCB(JI)=F :J— Ens et de
diagramme co-sommital le foncteur Wrp o CSm(J,I)=D 1> X.

4.5. Diagrammes localement co-limites saturés dans les
catégories possédant les limites d'indexations finies (resp.
finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et
non vides).

Supposons que X est une catégorie localement petite et que I et J

sont deux catégories petites.
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Il est clair (en reprenant la notation de 2.3) qu'un foncteur / J — X admet un
foncteur D I—X pour F#-diagramme localement co-limite (resp pour Fess-
diagramme localement co-limite, pour Zdest-diagramme localement co-limite, pour
Fitoptess-diagramme localement co-limite) si, et seulement si :

e I st co-ffiltrante (resp. essentiellement co-filtrante, simplement co-filtrante,
simplement et essentiellement co-filtrante).

Plus concretement, nous dirons donc que D est d'indexation co-filtrante (resp.
d'indexation essentiellement co-filtrante, d'indexation simplement co-filtrante,
d'indexation simplement et essentiellement co-filtrante).

De méme, il est clair que W:TCC(J,I) > X est un Z#-tronc de co-cone
localement co-limite (resp. un Fese-tronc de co-cone localement co-limite, un Fetst-
tronc de co-cone localement co-limite, un Festess-tronc de co-cone localement co-limite)
si, et seulement si :

e I est co-ffiltrante (resp. essentiellement co-filtrante, simplement co-filtrante,
simplement et essentiellement co-filtrante).

Plus concrétement, nous dirons donc aussi que W est d'indexation co-filtrante (resp.
d'indexation  essentiellement co-filtrante, d'indexation simplement co-filtrante,
d'indexation simplement et essentiellement co-filtrante).

Etablissons (en reprenant les notations de 2.3) que -

PROPOSITION. Si X est une catégorie localement petite et possédant les limites
d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et
non vides), si J est une catégorie petite, si F :J — X est un foncteur et si D : 1 > X
en est un petit diagramme localement co-limite et saturé, alors I est nécessairement
co-filtrante (resp. essentiellement co-filtrante, simplement co-filtrante, simplement et
essentiellement co-filtrante). Autrement dit, tout diagramme localement co-limite et
saturé dans X est d'indexation co-filtrante (resp. essentiellement co-filtrante,
simplement co-filtrante, simplement et essentiellement co-filtrante), i.e. est un -
diagramme localement co-limite (resp. un Fdecs-diagramme localement co-limite, un
Fitopt-diagramme localement co-limite, un Fdsptess-diagramme localement co-limite).

PREUVE. En vertu du LEMME de 4 4, il suffit de prouver que, st W.TCC(J.I) > X
est un tronc de co-cone localement co-limite saruré (de co-base
WoCB(J,J)=F:J— Ens et de diagramme co-sommital WoCS(JI)=D :I— X),
alors I est co-filtrante (resp. essentiellement co-filtrante, simplement co-filtrante,
simplement et essentiellement co-filtrante).

Supposons donc que I~ est une catégorie finie (resp. finie et non vide, finie et connexe,
finie et connexe et non vide) et que @: I"— I est un foncteur.

On dispose tout d'abord :
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e du foncteur :

Yo: I’ (D)I D)X,

e d'un cone limite (arbitrairement choisi, puisqu'il en existe au moins un, par hypothése)
de base ¥o:

ConeLim( %) . C(IN) > X,

(dont on note Lim(%¥,) le sommet et ©(¥)r Lim(¥s) > Fo(I')=D(AT)) la
projection en tout objet I de I").

On dispose ensuite :
o du foncteur (extension de @ aux cones types) :
C(@):CIH) —» CU)
(y:T'>TI [» (&) AT) > AT)
pU)I) [— p)N(AT)),
et, pour tout objet J de J:
¢ du foncteur (extraction du cone d'indexation I et de sommet J ) :
ext(J,I1)(J). CI) — TCC(JI)
G: 11 > ( In1)
p)(D) |- p(.HJD),
e du cone (compose), de sommet F(J) et de base ¥o-

A1,8): (1) —gg> €D

<t D) » TCC(J,1) 5 X.

e de l'unique fleche de X, permettant de factoriser le cone (XJ,@) au travers du cone
limite ConeLim( ¥») (de méme base) :

[£X], )] : F(J) > Lim( %) .
Il en résulte (par unicité) que :
e pourtoute fleche j:J —>J' de J,ona:

[T, P)W() = [£AJ,D)] .

En d'autres termes, on dispose ainsi d'un co-céne V(@) : CC(J) > X, de co-sommet
Lim( %) , de méme co-base que W et ayant pour famille de co-projections :

N @)(ep( )TN e ons) = ([£AT, P)])s c 0w -

En vertu de (LCOLIM 1), il existe donc (au moins) un objet S(@) de I et (au moins)
une fleche f{@) : D(S(@)) »> Lim(¥») de X telle que :

e pour tout objet J de J,ona:
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f(@).W(cp(J.I)(J,S(P))) = [£A],P)] .
On en déduit que :
e pour tout objet I' de I” et pour tout objet J de J,ona:
(( ¥ )r-{( @)). W(cp(J1)J,S(P))) = T ¥o)r.[€AI, P)] = W(cp(J1)(J,P(T)) .
Mais, comme W est (par hypothése) saturé, on peut affirmer que :

e pour tout objet I de I, il existe (en vertu de (TSATUR 2)) une fléche
S(P)r : S(@) = @(I') de I telle que D(s(P)r) = W(s(@)r) = n( ¥o )r.L D),

e pour toute fleche y ' I' > T"' de I, on a (en vertu de (TSATUR 1)) :
Ay).s(P)r =s(P)r-

(puisque :
D((y).s(P)r) = W(AY).s(P)r) = (M(AY)n( ¥Fo)r-{(P)
= Y ).1(¥o)r.(P)
= 1(¥o)r.f(D)

W(s(P)r) = D((P)r) ).

En d'autres termes, la famille (s(@)r: S(@) > AD)r. ooy, de fleches de I est la
famille des projections d'un cone A(®@):C(I")—>1I de base @ (et de sommet
S(®) ). FIN DE LA PREUVE.

4.6. Modification de diagrammes localement co-limites dans
les catégories possédant les limites d'indexations finies
(resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et
connexes et non vides).

On désigne par O0Fi (resp. OFdecs , OFcept | OFidoptese ) la classe de
tous les ordres (identifiés & des catégories) petits et filtrants (resp. petits et
essentiellement filtrants, petits et simplement filtrants, petits et simplement et
essentiellement filtrants): c'est donc un genre particulier.

Si I est une catégorie petite, on note SsCatFin(I) (resp.
SsCatFinn(I), SsCatFin(/), SsCatFinem/(Z) ) l'ordre (pour linclusion) de ses sous-
catégories finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non
vides) : évidemment, c'est un ordre petit et filtrant (resp. petit et essentiellement filtrant,
petit et simplement filtrant, petit et simplement et essentiellement filtrant), i.e. un élément

de 07 (resp. OFdess , OFilopl , OFclsplesc ).
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Supposons que X est une catégorie localement petite et que I' et J
sont deux catégories petites.

Il est clair (en reprenant la notation de 2.3) qu'un foncteur 7 : J — X admet un
foncteur D':I'—> X pour 0Z¢-diagramme localement co-limite (resp. pour OFedess-
diagramme localement co-limite, pour OFist-diagramme localement co-limite, pour
OFdsptese-diagramme localement co-limite) si, et seulement si -

e I' est un ordre co-filtrant (resp. essentiellement co-filtrant, simplement co-filtrant,
simplement et essentiellement co-filtrant)

Plus concrétement, nous dirons donc que D' est d'indexation un ordre co-filtrant (resp.
d'indexation un ordre essentiellement co-filtrant, d'indexation un ordre simplement co-
filtrant, d'indexation un ordre simplement et essentiellement co-filtrant).

De méme, il est clair que W': TCC(J,I') > X est un 0F#-tronc de co-cOne
localement co-limite (resp. un OFess-tronc de co-cone localement co-limite, un OFdest-
tronc de co-cone localement co-limite, un OFZdetecs-tronc de co-cone localement co-
limite) si, et seulement si :

e I' est un ordre co-filtrant (resp. essentiellement co-filtrant, simplement co-filtrant,
simplement et essentiellement co-filtrant).

Plus concrétement, nous dirons donc aussi que W' est d'indexation un ordre co-filtrant
(resp. d'indexation un ordre essentiellement co-filtrant, d'indexation un ordre
simplement co-filtrant, d'indexation un ordre simplement et essentiellement co-filtrant).

Prouvons que -

PROPOSITION. Si X est une catégorie localement petite et possédant les limites
d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et
non vides), si J est une catégorie petite, si F:J — X est un foncteur admettant un
petit diagramme localement co-limite et saturé D : I — X, alors il admet aussi un petit
diagramme localement co-limite Mdf(D) : MDF(I) — X d'indexation un ordre petit et
co-filtrant (resp. petit et essentiellement co-filtrant, petit et simplement co-filtrant, petit
et simplement et essentiellement co-filtrant). Plus précisément, tout diagramme
localement co-limite et saturé dans X peut étre modifié, par limites d'indexations finies
(resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides) en un
diagramme localement co-limite d'indexation un ordre petit et co-filtrant (resp. petit et
essentiellement co-filtrant, petit et simplement co-filtrant, petit et simplement et
essentiellement co-filtrant), i.e. en un 0Za-diagramme localement co-limite (resp. en un
OFdece-diagramme localement co-limite, en un 0Fdspt-diagramme localement co-limite,
en un OFdeptess-diagramme localement co-limite).

PREUVE. En vertu du LEMME de 4 4, il suffit de prouver que, si W:TCC(J,I) > X
est un tronc de co-cone localement co-limite saturé (de co-base
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WoCB(J,J)=F  J— Ens et de diagramme co-sommital WoCS(JI)=D I—-X),
alors le foncteur :

Mdf(D) : MDE(I) — X
I l—) Lim('fj(p(r))
(=1 |» [I'cl]

est aussi un diagramme localement co-limite de F, évidemment d'indexation un ordre
petit et co-filtrant (resp. petit et essentiellement co-filtrant, petit et simplement co-
filtrant, petit et simplement et essentiellement co-filtrant) losqu'on pose :

MDEF(I ) = SsCatFin(Z)*

(resp. MDF(I') = SsCatFing (1),

MDEF(I) = SsCatFin.(I )",
MDF(I') = SsCatFingum(I )™ )

et si on note successivement, pour toute sous-catégorie finie (resp. finie et non vide, finie
et connexe, finie et connexe et non vide) I" de I:

(') : I'> I le foncteur injection canonique,

Yor): I o) > 1 o X le foncteur restrictionde D a I,

ConeLim(¥ar)) : C(/") > X un cone limite (arbitrairement choisi, puisqu'il en
existe au moins un, par hypothése) de base ¥y,

Lim(¥xr,) le sommet de ConeLim(%¥xr)),

W Por))r : Lim(¥ur,) > Yar)() =D(&I)I)) la projection en tout objet I’
de I,

pour toute sous-catégorie (resp. toute sous-catégorie non vide, toute sous-catégorie

connexe, toute sous-catégorie connexe et non vide) I"' de I” (donc, nécessairement
finie) :

crer): Cl™) —» ),
I'extension aux cones types de l'injection canonique /™' — I',

pour toute sous-catégorie (resp. toute sous-catégorie non vide, toute sous-catégorie

connexe, toute sous-catégorie connexe et non vide) /' de I” (donc, nécessairement
finie) :

[I"'cI"] = [ConeLim( ¥ar))oC(I'cT)] : Lim( ¥Yar)) — Lim( Par )
l'unique fleche de X permettant de factoriser le cone :

(™) > C(I)

X

CIcn) ConeLim(% )

au travers du cone limite (de méme base) :
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ConeLim( Yxry) : C(I"'") > X,

(on utilise donc des notations tout a fait analogues a celles de la PREUVE de
la PROPOSITION de 4.5 - qui s'applique - pourvu qu'on y remplace @ par &I et
on dispose donc aussi :

e d'un cone A(AI)): C(I") — I, de base l'injection canonique @&7"): I"— 1 et de
projection s(@(1))r : S(AL)) > AI)I") entout objet I' de I,

e de la fleche f{(A(I)): D(S(AI))) > Lim(¥Pury) =Md(D)(I"), dont on vérifie
facilement qu'elle est 'unique fleche de X permettant de factoriser le cone :

DoANIN)) . CU)->I1->X
au travers du cone limite (de méme base) :
ConeLim(¥Yxr,) ) : C(IN) > X,

o de la famille de fleches ([£XJ,&X1))]: F(J) » Lim( Per ) =MAf(D )Y ))r c obir)
dont on vérifie sans peine qu'elle est la famille des co-projections d'un tronc de co-
cone mdf(W) : TCC(JMDF(I)) » X, de base F-J—>X et de diagramme co-
sommital Mdf(D) : MDF(I) — X).

a) Supposons donc, tout d'abord, que X est un objet de X et que V: CC(J) - X est
un co-cone de base F:J—> X.

Comme D est un diagramme localement co-limite de F', il existe (en vertu de
(LCOLIM 1)) au moins un objet I de I et au moins une fleche y:D(I) > X de X
telle que, pour tout objet J de J,ona y.W(cp(J,1)(J,1)) = V(cp(J){J)) .

En prenant /"= {I} - qui est bien finie (resp. finie et non vide, finie et connexe, finie et
connexe et non vide) ! - et z = y. (Yo n : MAf(D )({I}) = X, on voit que, pour tout
objet J de J,ona.

z.mdf(W)(cp(J MDFEUI))J,.1))) = y.n(Fo e [SAT, A{T}))]
= y.£A3, ({1))(p(1}){1))
= y‘W(cp(J’I)(JaI))

= WMep()I)

et, par conséquent, le tronc de co-cone mdf(W): TCC(JMDEF(I)) - X vérifie, lui
aussi, (LCOLIM 1).

b) Supposons toujours que X est un objet de X, que V' : CC(J) — X est un co-cone
debase F:J— X et, maintenant, que /"' et I"" sont deux objets de MDF(I) et que
z' ' MAf(D)YTI'") > X et z":MAf(D)(I"") > X sont deux fleches de X telles que,
pour tout objet J de J,ona:

2'.mdf{ )(cp(J,MDE(I))(J,I™")) = z".mdf(¥ )(cp(J, MDF(I)){J,T""))) .

Posant :
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y'=z'.{AI™) : D(S(AT™)) - X

et

y"=z"KNAI'") . DS(AT") > X,
on voit que, pour tout objet J de J,ona:

y' W(ep(,D)(J.S(AT™))

2 { AT W (ep(I),S(AT™)))
= 2. (@A) (p){I)

=z [, Al

= z'.mdf(W)(cp(J MDFI))(J,I"")))

= z".mdfiW)(cp(JMDE(I))(J,I"")))
= z2"[, AT

= 2" (A" "))

= 2" AI")W(ep(J,D)J,S(KI)))

=y " Wlep(LJS(AT™)) .

Comme D est un diagramme localement co-limite de F, il existe (en vertu de
(LCOLIM 2) et de la PROPOSITION de 4.5 - qui s'applique) un zigzag "court" (obtenu
en co-filtrant un zigzag "long") de fléches de I :

(AL e T—> S(AT™)

telles que y'.DG")=y".D@1") .

Désignant par 7 la plus petite sous-catégorie de I - évidemment finie (resp finie et non
vide, finie et connexe, finie et connexe et non vide) - contenant "', I"", les fleches
1":1>S(AI") et i": 1> S(AI") ainsi que s(AL )T : S(AT")) > T, pour
tout objet I'' de 7', et (AL "))T"): S(KI"")) > T, pour tout objet I'' de 7', on
voit facilement (par unicité) que :

(AT ") Por )sary = ['cl]

et
AL ") For )sior =[],
d'ou il résulte que :
z\[Ir'cr] = z'.8&).t(¥Yar))sory
= z' AT ).DG")1( Far )
= y'.DG")r(Porh
= y"DG")m( Par )
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2" (XTI ").DG ") Far )
2" (")) Por )siar )
Z u.[l"lgl"] ,

autrement dit, le tronc de co-cone mdf(W): TCC(JMDE({I)) —> X  vérifie
également (LCOLIM 2). FIN DE LA PREUVE.

Il

5. Sur les genres d'esquissabilité des catégories modela-
bles et/ou modélisables possédant les limites
d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et
connexes, finies et connexes et non vides).

5.1. Catégories modelables et catégories modélisables.

Supposons que M est une catégorie localement petite, que 6 est un
ordinal inaccessible et que 3 <6 est un ordinal régulier.

Comme en [C.M.C.E ], on dit que M est (6,B)-modelable si .
e M posséde les co-limites de co-indexations petites et B-filtrantes,
e M contient une sous-catégorie M' telle que :

* M' est pleine dans M ,
M' est dense dans M,

M' est O-petite,

tout objet de M' est un objet B-présentable dans M,

M' posséde les B-petits diagrammes localement co-limites de co-indexations
B-petites et le foncteur injection canonique inj(M'M):M'—>M les
préserve (autrement dit, pour toute catégorie [-petite J et tout foncteur
F:J—>M', il existe une catégorie O-petite I et un diagramme
D : I —> M' localement co-limite de F', de sorte que inj(M'M)D :1—->M
est aussi un diagramme localement co-limite de inj(M'.M)F : J —> M)

Plus précisément encore, on dit que M est (6,8)-modélisable si :

o M est (6,8)-modelable,
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e la catégorie Fonct(M,Ens) contient un ensemble 7 d'objets tels que (en reprenant
les notations précédentes) :

* tout foncteur N : M — Ens appartenant a 7 est co-limite O-petite de
foncteurs représentés par des objets de M',

* unobjet M de M est B-présentable si, et seulement si, il est B-perit pour 7
(i.e. si, et seulement si, pour tout foncteur N : M — Ens appartenant a 7,
I'ensemble N(M) est B-petit).

Supposons que M est une catégorie localement petite.

Si O est un ordinal inaccessible, on dit que M est 6-modelable (resp 6-
modélisable) s'il existe un ordinal régulier <6 pour lequel M est (6,3)-modelable
(resp (8,B)-modélisable) 5.

Enfin, on dit que M est modelable (resp. modélisable) s'il existe un ordinal
inaccessible © pour lequel M est 8-modelable (resp. 8-modélisable) .

5.2.  Genres, catégories modelables et catégories modélisables.

Supposons que M est une catégorie localement petite, que 6 est un
ordinal inaccessible, que [ <0 est un ordinal régulier et que & est un genre de
catégories.

On dit que M est (4,0,B)-modelable si :
e M possede les co-limites de co-indexations petites et B-filtrantes,
e M contient une sous-catégorie M" telle que .

* M' est pleine dans M,

* M' estdense dans M,

* M' est O-petite,

® Par définition, les catégories (9,8)-modélisables sont évidemment (6.3)-modelables. De plus, on peut
montrer (voir la Note 10) que les catégories (6.)-modelables sont (6,y)-modélisables, ou B <y <6 est
un certain ordinal régulier : autrement dit, il y a parfaite identité entre catégories 6-modelables et
catégories 6-modélisables (mais pas, bien entendu, entre catégories (6,)-modelables et catégories (6,B)-
modélisables).

7 Si B est un ordinal régulier, il est facile de voir que M est une catégorie B-accessible ("au sens de
Makkai-Paré") si, et seulement si, il existe un ordinal inaccessible © > pour lequel M est (6,B)-
modelable. : autrement dit. il y a parfaite identité entre catégories accessibles et catégories modelables et
donc (revoir la Note 6) entre catégories accessibles. catégories modelables et catégories modélisables.
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* tout objet de M' est un objet B-présentable dans M ,

e M' posséde les O-petits g-diagrammes localement co-limites de co-
indexations  PB-petites et le  foncteur  injection  canonique
injM',M) . M' > M les préserve (autrement dit, pour toute catégorie [-
petite J et tout foncteur F:J—> M', il existe une catégorie O-petite
I* € g et un diagramme D :I— M' localement co-limite de F', de sorte

que inj(M',M)D : I —> M est aussi un diagramme localement co-limite de
injM'\M)oF:J—>M).

Plus précisément encore, on dit que M est (£,0,3)-modélisable si :
e M est (4,0,8)-modelable,

e la catégorie Fonct(M,Ens) contient un ensemble 7 d'objets tels que (en reprenant
les notations précédentes) :

* tout foncteur N:M — Ens appartenant a 7% est co-limite O-petite de
foncteurs représentés par des objets de M',

* unobjet M de M est B-présentable si, et seulement si, il est B-petit pour %
(i.e. si, et seulement si, pour tout foncteur N: M — Ens appartenant a 7,
l'ensemble N(M) est B-petit).

Supposons que M est une catégorie localement petite et que 4 est un
genre de catégories.

Si B est un ordinal inaccessible, on dit que M est (£,0)-modelable (resp (4,0)-
modélisable) s'il existe un ordinal régulier 3 <6 pour lequel M est (£,0,8)-modelable
(resp. (4,6,B)-modélisable).

On dit que M est g-modelable (resp. G-modélisable) s'l existe un ordinal
inaccessible 6 pour lequel M est (4,0)-modelable (resp. (£,0)-modélisable).

S5.3. Catégories esquissables.

Si E est une esquisse petite et si 0 est un ordinal inaccessible, on dit
que E est B-petite si "tout y est O-petit", i.e. si :

e l'ensemble Ob(Supp(E)) des objets (du support) de E est O-petit,
e l'ensemble FI(Supp(E)) des fléches (du support) de E est O-petit,

e l'ensemble CDist(E) des cones distingués dans E est 6-petit,

78



e pour tout cone distingué P : C(A) — Supp(E) dans E, la catégorie d'indexation A
est O-petite,

e l'ensemble CCDist(E) des co-cones co-distingués dans E est 6-petit,

e pour tout co-cone co-distingué (@ :CC(B)— Supp(E) dans E, la catégorie
d'indexation B est O-petite.

Supposons que M est une catégorie localement petite

Si 6 est un ordinal inaccessible, on dit que M est une catégorie 0-esquissable,
s'il existe une esquisse O-petite dont la catégorie des modeles dans Ens est équivalente
a la catégorie M .

On dit que M est une catégorie esquissable, s'il existe un ordinal inaccessible
O pour lequel M est B-esquissable (autrement dit, s'il existe une esquisse petife dont la
catégorie des modeles dans Ens est équivalente a M ).

5.4. Genres et catégories esquissables.

Supposons que M est une catégorie localement petite et que &4 est un
genre de catégories.

Si O est un ordinal inaccessible, on dit que M est (&,0)-esquissable s'il existe
une g-esquisse 6-petite dont la catégorie des modeles dans Ens est équivalente a la
catégorie M .

On dit que M est g-esquissable s'il existe un ordinal inaccessible 6 pour
lequel M est (4,0)-esquissable (autrement dit, s'il existe une g-esquisse petite dont la
catégorie des modeles dans Ens est équivalente a8 M ).

5.5. Esquissabilité des catégories modelables et des catégories
modélisables.

Rappelons (en nous contentant d'une ... "esquisse" de preuve) le
résultat fondamental suivant, établi (pour les seules catégories modelables - mais cela

suffit puisque les catégories (0,B)-modélisables sont au moins - par définition - (6,8)-
modelables) en [C.M.C.E.] (ou on trouvera une preuve compléte) :
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LEMME. Les catégories modelables (resp. modélisables) sont des catégories
esquissables. Plus précisément encore, si © est un ordinal inaccessible, les catégories
8-modelables (resp. 8-modélisables) sont des catégories 0-esquissables ® .

PREUVE. Supposons que M est (6,3)-modelable (resp. (6,8)-modélisable). Pour toute
catégorie [B-petite J et tout foncteur F:J— M', on peut donc choisir (puisqu'il en
existe, par hypothése, au moins un) un diagramme ch(F’) : Ch(F') — M' localement co-
limite de F', préservé par le foncteur injection canonique inj(M'M) . Alors, si on
désigne par Esquiss(ch,M) l'esquisse (évidemment 6-petite) obtenue comme suit :

e son support est la sous-catégorie pleine de Fonct(M,Ens) dont les objets sont -

* d'une part les foncteurs (représentés) M(M',-) : M — Ens , dés que M' est
objet de M',

* dautre part, les foncteurs (limites B-petites - arbitrairement choisies - de
foncteurs représentés) L(F)= Linl M(F(J),-),désque F:J—>M estun
JeJ°

foncteur a valeurs dans M', ou J est une catégorie B-petite (et en ne
choisissant - arbitrairement - qu'une telle catégorie par composante connexe
du sous-groupoide de Cat ayant pour fléches les seuls foncteurs
inversibles),

e ses cones distingués sont les limites L(F) = Lirrl M(F(J),-) précédentes,
JeJ®
e ses co-cOnes co-distingués sont les co-limites L(F)= CoLimp M (ch(F)(1),-), des
IeCh(F)°
que F:J—> M vérifie les conditions précédentes,
on établit que M et Mod(Esquiss(ch,M),Ens) sont équivalentes, ce qui permet de
conclure (resp. ce qui permet de conclure et de constater que 7% est un ensemble de
foncteurs qui correspondent tous, par cette équivalence, a des co-limites O-petites de
foncteurs d'évaluation :
eve : Mod(Esquiss(ch,M),Ens) — Ens
(M : Esquiss(ch,M) - Ens) |»> M(E)

en des objets E de Esquiss(ch,M) ). FIN DE LA PREUVE.

¥ La réciproque du LEMME de 5.5 est également valide (voir le LEMME de 5.7).
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5.6. Genres et esquissabilité des catégories modelables et des
catégories modélisables.

De la PREUVE du LEMME de 5.5, on déduit immédiatement que :

PROPOSITION. Si g est un genre de catégories, les catégories G-modelables (resp. G-
modélisables) sont des catégories G-esquissables. Plus précisément encore, si 0 est un
ordinal inaccessible, les catégories (4,0)-modelables (resp. (4,0)-modélisables) sont des
catégories (4,0)-esquissables ° .

PREUVE. Supposons que M est (£,6,8)-modelable (resp. (£,6,3)-modélisable). Pour
toute catégorie [B-petite J et tout foncteur F:J—>M', on peut donc tout
particuliérement choisir (puisqu'il en existe, par hypothése, au moins un) un foncteur
ch(F) : Ch(F) > M' qui est un g-diagramme localement co-limite de F', préservé par
le foncteur injection canonique inj(M'.M)

Alors, comme dans la PREUVE du LEMME de 5.5, M et Mod(Esquiss(ch,M),Ens)
sont équivalentes mais, de plus, I'esquisse 0-petite Esquiss(ch,M) est (par construction)
une g-esquisse. FIN DE LA PREUVE.

5.7. Modelabilité et modélisabilité des catégories
esquissables.

Rappelons (en nous contentant de nouveau d'une ... "esquisse" de
preuve) le résultat fondamental suivant, établi (pour les seules catégories modelables -
mais avec des résultats complémentaires suffisants pour les catégories modélisables) en
[C.M.C.E ] (ou on trouvera les preuves complétes) :

LEMME. Les catégories esquissables sont des catégories modelables (resp.
modélisables). Plus précisément encore, st © est un ordinal inaccessible, les catégories
-esquissables sont des catégories 0-modelables (resp. 8-modélisables) *° .

° La réciproque de la PROPOSITION de 5.6 n'est pas, en général, valide (voir 5.8).

' Evidemment, le LEMME de 5.7 est réciproque du LEMME de 5.5 : autrement dit, il y a parfaite
identité entre catégones O-esquissables, catégories 6-modelables et catégories 6-modélisables. (on laisse
au lecteur le soin de formaliser une démonstration "intrinséque" - i.e. ne faisant pas intervenir
explicitement leur O-esquissabilité - de la seule équivalence entre catégories 6-modelables et catégories
6-modélisables).

I en résulte que, dans la traduction "syntaxe vs. sémantique" correspondant a la dualité "esquisses-
petites vs. catégories-de-modeles-ensemblistes”, 1'ordinal inaccessible 6 est un invariant : dans le cas
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PREUVE. Supposons que E est une esquisse 6-petite.

a) On établit que M =Mod(E,Ens) est (0,8)-modelable en désignant par B Il'ordinal
régulier d'indice sup(a,s,a',b,b")+1 , ou :

e o est l'ordinal régulier d'indice a+1, lorsque :

e a est la borne supérieure des cardinaux des (ensembles de fleches des)
indexations des cones distingués de E ,

s est le cardinal de (I'ensemble des fléches du support de E ) Supp(E),

a' est le cardinal de I'ensemble des cones distingués de E

b est la borne supérieure des cardinaux des (ensembles de fleches des) co-indexations
des co-cones co-distingués de E,

b' est le cardinal de I'ensemble des co-cones co-distingués de E ,

puis en établissant que la sous-catégorie pleine M de M, dont les objets sont les
modéles de E & valeurs dans la catégorie des ensembles de cardinaux strictement
inférieurs & B, est "essentiellement O-petite", i.e. équivalente (par l'injection canonique)
a une de ses sous-catégories pleines 0-petites M"' qui, dés lors, convient.

b) Maintenant, si on désigne par Mg la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont
tous les objets B-présentables de M , il est facile de vérifier (vues les propriétés de M’
dans la catégorie (0,B)-modelable M) que My est équivalente (par linjection
canonique) a sa sous-catégorie pleine M'. Il en résulte que M est aussi équivalente
(par linjection canonique) a sa sous-catégorie pleine M : dés lors, on voit que les
objets B-présentables de M sont exactement les objets B-petits pour I'ensemble 7 des
foncteurs d'évaluation :

eve : Mod(E,Ens)=M — Ens
(M:E - Ens) | > M(E)
en les objets E de E.

Pour conclure 4 la (6,B)-modélisabilité de M, il suffit enfin de constater (comme dans
I'Appendice de [C.M.C.E.]) que, pour tout objet E de E,ona:

€VE = CoLim Homy, (M',-)
M'eM'
n':Homy, (M',—) = evg .M — Ens

(ou l'indexation est bien 6-petite). FIN DE LA PREUVE.

général, c'est le seul connu a ce jour (et il est donc particulierement dommageable - pour ceux qui
n'écrivent et/ou ne lisent que cette langue - que ce "6" n'admette aucune traduction en américain ... ).
Cependant. dans un certain nombre de cas particuliers, on dispose aussi d'invariants spécifiques plus
précis (voir la Note 12).
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5.8. Genres et modelabilité et/ou modélisabilité des catégories
esquissables.

La réciproque de la PROPOSITION de 5.6 n'est pas (en général)
valide. Plus précisément, si & est un quelconque genre de catégories et si 0 est un
ordinal inaccessible, on ne peut affirmer (en général) que, pour toute g-esquisse O-petite
E, la catégorie M =Mod(E,Ens) de ses modeles est (£,0)-modelable (resp. (4.0)-
modélisable). D'aprés le LEMME de 5.7, elle est seulement (en général) 6-modelable
(resp. 6-modélisable) : c'est que (en reprenant les notations de 5.1 et 5.7), il n'est pas
possible (en général) de trouver parmi fous les diagrammes D : I >M'=M_3~M;g,

localement co-limites d'un quelconque foncteur F:J — M' au moins un d'entre eux '
qui soit un g-diagramme localement co-limite de F '*.

5.9. Genres d'esquissabilité des catégories modelables et/ou
modélisables possédant les limites d'indexations finies
(resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et
connexes et non vides).

Etablissons (en reprenant les notations de 2.3) que .

""" Sauf cas particulier (voir [D.E.T.G.]). deux diagrammes localement co-limites (méme saturés) d'un
méme foncteur F ne sont pas (en général) "isomorphes".

12 A contrario (et c'est 13 un point de vue largement initi¢ en [C.Q.C.E.], Appendices 1 et 2), on dispose
automatiquement d'une réciproque de la PROPOSITION de 5.6. mais spécifique d'un genre particulier
4 . s1 et seulement si on peut établir que. pour ce genre & . de tels choix sont rendus possibles (par toute
procédure adéquate). Dans ce cas, on peut donc conclure que, dans la traduction "syntaxe vs.
sémantique" correspondant a la dualité "esquisses-petites vs. catégories-de-modeles-ensemblistes”, le
couple (4£.8) est un invariant

Par exemple, si on désigne par ¢az le genre de foutes les petites catégories et si on prend &= far . on
peut aussi dire (revoir la Note 10) que. dans la traduction "syntaxe vs. sémantique", (Z2.0) est un
invariant, puisque les LEMMES de 5.5 et 5.7 sont réciproques I'un de l'autre.

De méme. des considérations de 5.9 résulte que, lorsque 4§ =7« (resp. Pidess, Filopl , Felspless ), la
réciproque de la PROPOSITION de 5.6 est valable. Autement dit, dans la traduction "syntaxe vs.
sémantique", (72,0) (resp. (Fitees.0) , (Fitapt,0) , (Fileplese,0) ) est aussi un invariant.

Pareillement. des considérations de 5.9 résulte que, lorsque ¢ =07« (resp. G = OFiecs . G = OFilopl .
G = OFilapless ), 1a réciproque de la PROPOSITION de 5.6 est valable. Autement dit. dans la traduction

"syntaxe vs. sémantique", (0F#,0) (1esp. (OFdess.0), (OFtapt D) . (OFileptess.0) ) est également un
invariant.
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THEOREME. Pour toute catégorie localement petite M, les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

e M est une catégorie modelable possédant les Iimites d'indexations finies (resp. finies
et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides),

o M est une catégorie Fi-modelable (resp. Fiess-modelable, Fitspt-modelable, Feteptess-
modelable),

o M est une catégorie Fi-esquissable (resp. Feess-esquissable, Fispt-esquissable,
Peloptese-esquissable),

ainsi, en particulier, les catégories modelables possédant les limites d'indexations finies

(resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides) sont

exactement (a équivalence preés) les catégories de modéles (dans Ens ) des esquisses

petites a co-indexations filtrantes (resp. essentiellement filtrantes, simplement filtrantes
simplement et essentiellement filtrantes).

Plus précisément encore, si © est un ordinal inaccessible et si M est une catégorie
localement petite, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

o M est une catégorie B-modelable possédant les limites d'indexations finies (resp.
finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides),

o M est une catégorie (Fi,0)-modelable (resp. (Feese,0)-modelable, (Fiept,0)-
modelable, (Fdsptese,0)-modelable),

e M est une catégorie (Fi0)-esquissable (resp. (Fiees,0)-esquissable, (Fetept,0)-
esquissable, (Fiteptess,0)-esquissable),

ainsi, en particulier, les catégories ©-modelables possédant les limites d'indexations
finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides) sont

exactement (a équivalence pres) les catégories de modeéles (dans Ens ) des esquisses 0-
petites a co-indexations filtrantes (resp. essentiellement filtrantes, simplement filtrantes,
simplement et essentiellement filtrantes).

PREUVE. a) Supposons que M est une catégorie (6,8)-modelable et possédant les
limites d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes
et non vides).

Pour toute catégorie B-petite J et tout foncteur F:J —> M', on peut donc choisir
(puisqu'll en existe, par hypothése, au moins un) un diagramme O-petit
ch'(F) : Ch'(F) > M', localement co-limite de F et préservé par le foncteur injection
canonique inM'M) . M'>M .

Dés lors, pour toute catégorie [B-petite J et tout foncteur F:J — M', on voit (en
reprenant les notations de 4.3) que :

e le diagramme :
ch(F) = satur(ch'(F)) : Ch(¥) = Satur(ch'(F)) > M'
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est un diagramme 0-petit (puisque M' est 6-petite) localement co-limite et saruré de
F

e le diagramme :

inj(M' M) o ch(F) : Ch(F) M s M

ch(F) inj(M", M)

est un diagramme O-petit localement co-limite et saturé de inM'M)oF:J—>M
(puisque M' est une sous-catégorie pleine de M ).

Mais, M possédant (par hypothese) les limites d'indexations finies (resp. finies et non
vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides), les diagrammes localement co-
limites saturés dans M sont (d'aprés la PROPOSITION de 4.5) des diagrammes
localement co-limites d'indexations co-filtrantes (resp. essentiellement co-filtrantes,
simplement co-filtrantes, simplement et essentiellement co-filtrantes). Par conséquent (en
reprenant les notations de 5.5) Esquiss(Ch,M) est une Z#-esquisse (resp une Feess-

esquisse, une Fdesl-esquisse, une Fdsplese-esquisse) et M est donc (74,0,3)-modelable
(resp. (Fdtess,0,)-modelable, (Fisst,0,8)-modelable, (Fetoptese,0,3)-modelable).

b) Supposons, maintenant, que M est (7#0)-modelable (resp. (Zeess,0)-modelable,
(Fetopt,0)-modelable, (Fitoptese,0)-modelable). D'aprés la PROPOSITION de 5.6, elle est
(7#,0)-esquissable  (resp. (Fiese,0)-esquissable, (Fust,0)-esquissable, (Fetoplece,0)-
esquissable).

c) Supposons, enfin, que E est une Fe-esquisse (resp. Fdese-esquisse, Feopt-esquisse,
Fioptese-esquisse) O-petite.

En vertu du LEMME de 5.7, la catégorie Mod(E,Ens) est 0-modelable.

De plus, en vertu de la PROPOSITION de 3.3, la catégorie Mod(E,Ens) posséde les
limites d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes
et non vides). FIN DE LA PREUVE .

De méme, établissons (en reprenant les notations de 2.3) que :

THEOREME. Pour toute catégorie localement petite M, les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

e M est une catégorie modélisable possédant les limites d'indexations finies (resp.
finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides),

"> De cette PREUVE il ressort que, si G =7 (1esp. G = Piess, G = Filapl . G = Filapleas ). si 0 est un
ordinal inaccessible et si E est une quelconque 4-esquisse 0-petite (et en reprenant les notations de 5.1
et 5.7), il existe une procédure (voir la Note 12) permettant de trouver. parmi fous les diagrammes
D':I—->Mod(E,Ens).3=M_3~M' localement co-limites d'un quelconque foncteur F:J—>M', au
moins un d'entre eux qui soit un g-diagramme localement co-limite : elle consiste a en saturer un
quelconque !
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o M est une catégorie OFi-modélisable (resp. OFdtess-modélisable, OFdept-modélisable,
OFcoptesc-modélisable),

o M est une catégorie OFi-esquissable (resp. OFdess-esquissable, OFdopt-esquissable,
OFdeptesc-esquissabic),

ainsi, en particulier, les catégories modélisables possédant les limites d'indexations

finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes el non vides) sont

exactement (a équivalence pres) les catégories de modéles (dans Ens) des esquisses

petites a co-indexations des ordres filtrants (resp. essentiellement filtrants, simplement
filtrants simplement et essentiellement filtrants).

Plus précisément encore, si © est un ordinal inaccessible et si M est une catégorie
localement petite, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

e M est une catégorie O-modélisable possédant les limites d'indexations finies (resp.
finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides),

o M est une catégorie (074,0)-modélisable (resp. (0Fdess,0)-modélisable, (0Fest,0)-
modélisable, (0Fdeptecs,0)-modélisable),

o M est une catégorie (074,0)-esquissable (resp. (0Fiess,0)-esquissable, (0Fdspt,0)-
esquissable, (0Fdeptess,0)-esquissable),

ainsi, en particulier, les catégories 6-modélisables possédant les limites d'indexations
finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides) sont
exactement (a équivalence prés) les catégories de modéles (dans Ens ) des esquisses 6-
petites a co-indexations des ordres filtrants (resp. essentiellement filtrants, simplement
filtrants, simplement et essentiellement filtrants).

PREUVE. a) Supposons que M est une catégorie (6,)-modélisable et possédant les
limites d'indexations finies (resp. finies et non vides, finies et connexes, finies et connexes
et non vides).

Pour toute catégorie PB-petite J et tout foncteur /. J— M', on peut donc choisir
(puisqu'il en existe, par hypothése, au moins un) un diagramme ©-petit
ch'(F) : Ch'(F) > M’ localement co-limite de F et préservé par le foncteur injection
canonique inj(M'M) - M'>M .

Alors, on voit (en reprenant les notations de 4.3) que le diagramme .
ch"(F) = satur(ch'(¥)) : Ch"(¥) = Satur(ch'(¥)) > M'

est un diagramme O-petit (puisque M' est ©-petite) localement co-limite et saturé de
F , tandis que le diagramme :

ch"(F) = inj(M' M) o ch"(F) : Ch"(F) M s M

ch'(F) (M, M)

est un diagramme O-petit localement co-limite et saturé de in(M'M)oF . J—>M
(puisque M' est une sous-catégorie pleine de M ).
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Mais, M possede (par hypothese) les limites d'indexations finies (resp finies et non
vides, finies et connexes, finies et connexes et non vides), par conséquent le diagramme :

Mdf{(ch"(F)) : MDF(Ch"(F)) > M

est aussi (d'apres la PROPOSITION de 4.6 - dont on a repris les notations) un
diagramme 6-petit localement co-limite de inj(M',M)oF :J—> M et dindexation un
ordre petit et co-filtrant (resp. petit et essentiellement co-filtrant, petit et simplement co-
filtrant, petit et simplement et essentiellement co-filtrant).

Comme, de plus, Mdf(ch"(F )) est obtenu en modifiant par limites finies W(F ), qui
est a valeurs dans la sous-catégorie pleine M<; de M dont les objets sont les objets [3-
petits pour 7%, il apparait que Mdf{(ch"(F')) est aussi a valeurs dans M .

Par conséquent (puisque M <z est équivalente - par l'injection canonique - a M') il
existe un :

ch(F) : Ch(F) = MDF(Ch"(F)) > M'
tel que Mdf{(ch"(F)) et inj(M',M) o ch(F) soient naturellement équivalents.

Ainsi, pour toute catégorie B-petite J et tout foncteur F.J-—>M' on voit (par
construction) que :

¢ le diagramme :
ch(F): Ch(F) > M'

est également un diagramme 0-petit localement co-limite de F', d'indexation un ordre
petit et co-filtrant (resp. petit et essentiellement co-filtrant, petit et simplement co-
filtrant, petit et simplement et essentiellement co-filtrant),

e le diagramme :
inj(M',M) o ch(F) : Ch(F)

M

M Tmorn

est un diagramme localement co-limite de inj(M'M)oF:J > M

En conséquence (en reprenant les notations de 5.5), Esquiss(Ch,M) est une 07«
esquisse (resp. une OFdess-esquisse, une OFdspt-esquisse, une OFdeplecc-esquisse) et M
est donc (07£06,0)-modélisable (resp. (OFece,0,B)-modélisable, (0Fet,0,B)-
modeélisable, (0Fdoptecs,0,3)-modélisable).

b) Supposons, maintenant, que M est (074,0)-modélisable  (resp
(0Fdess,0)-modélisable, (0Fest,0)-modélisable, (OFdeptese,0)-modélisable). D'aprés
la PROPOSITION de 5.6, elle est (07«0)-esquissable (resp. (OFdece,0)-esquissable,
(0Fetept,0)-esquissable, (0Fdsptese,0)-esquissable).

c) Supposons, enfin, que E est une OF-esquisse (resp. OFdess-esquisse, OFctopt-
esquisse, OFdsptess-esquisse) O-petite.

En vertu du LEMME de 5.7, la catégorie Mod(E,Ens) est 6-modélisable.
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De plus, puisque E est aussi une Fi-esquisse (resp. Fdess-esquisse, Feept-esquisse,
Fieptess-esquisse) O-petite (particuliere), en vertu de la PROPOSITION de 33, la

catégorie Mod(E,Ens) posséde les limites d'indexations finies (resp. finies et non vides,
finies et connexes, finies et connexes et non vides). FIN DE LA PREUVE .
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