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DIAGRAMMES VOLUNE 31 , 1994

LA SUFFISANTE COMPLETUDE CONNEXE

SECTION B :
THEORIE GENERALE

F. Cury

Introduction

Le présent texte est le deuxiéme ("Section B") d’une
série de trois ("Section A" - voir [S.C.C.A.]1] - , "Section
B" et, enfin, "Section C" - A& paraitre en [S.C.C.C.1)
consacrés a 1’étude générale (d’un point de vue catégo-
rique) de la propriété de suffisante complétude connexe :
une "théorie essentiellement équationnelle" (ou, si 1’on
préfére, "essentiellement algébrique") posséde cette pro-
priété lorsque ses algébres lidbres sont constituées des
composantes connexes (par relation de ré-—-écriture) des
algébres libres d’une "théorie esentiellement relation-—

nelle" qui "l’assouplit"”.

A.M.S. Sub. Class. : 18 C 10 , 18 D O5 , 18 A 10



Section B - Introduction

Par exemple, il est facile d’admettre, au moins expérimen—
talement, que toute "théorie purement équationnelle”, i.e.
ot les lois sont définies sur des n-uplets guelcongues de
variables, posséde cette propriété : il suffit de 17assou-—
plir en y remplagant ses équations (lues dans un sens arbi-

trairement choisi®) par des régles de ré—écriture.

Par contre, pour des "théories essentiellement équationnel-
les" quelconques, i.e. ol les lois de composition ne s’ap-—
pliquent qu’a des n-uplets de variables satisfaisant cer—
tains tests (i.e. certaines équations), il ne suffit pas
toujours d’assouplir de la maniére précédente : cela a ete
montré, par exemple, dans 1’étude du cas particulier - non
classique, mais assez typique de cette situation - des
catégories localement cartésiennes (voir [E.S.C.C.1). Dans
de tels cas, il peut &tre nécessaire de "corriger les dé-—
fauts de connexité" de ce premier assouplissement simple en
lui ajoutant de nouvelles lois de composition et de nouvel-
les relations (les unes et les autres devenant t(riviales

par passage aux classes de connexité).

En Section A, nous avons précisé ce qu’il convenait de
comprendre — en toute généralité - par "théorie essentiel-
lement équationnelle” et par "théorie essentiellement re-

lationnelle".

Rappelons donc qu’une "théorie essentiellement équationnel-—

le" est une syntaxe d’algebres (au sens de [T.A.E.P.1) sur

1)

Pour ce qui concerne la seule connexité par ré-
écriture, une telle orientation arbitraire est, évidemment,
bien suffisante. Bien edr, il n‘en est plus de méme si l‘'on
souhaite disposer de propriétés de confluence, noetheria-

nité ou existence de formes normales
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une catégorie (localement petite) Al lui servant de
contexte. C’est donc (en écrivant rapidement) un
D = (A’ yeeeyB’ 53...,0) , o D’ (la partie purement syn-—
taxigue de D' ) est une sur—catégorie d’une sous—catégorie
B* de A’ ayant mE&mes objets que D’ @ 3 mieux, D° et
B’ peuvent n’8tre que des graphes & composition, 1.e. des
"présentations de catégories”.

Dans ces conditions, munir un objet A’ de A\ d’une
structure de D’ —algedbre, c’est se donner un
foncteur :

& : D'°’ — [Ens

prolongeant le foncteur canonique :
s OP » OP N
B —_— A Hom(—; A" Ens .
De la sorte, un diagramme commutatif de D’ tel que le

suivant (par exemple) :

D,
d' \d‘
1 - 2
D’ > D’
4
d’ /d;
D'
3

représente 1’axiome "“universel-équationnel” :
vV x’ dy-dy (x') = dg.-dj (x')

(qu’on peut encore écrire, plus "concrétement" et compte

(2

Concrétement, les fléches de D sont les lois de
composition des algébres. De wméme, Lles objets de B’ (ou
D’ » sont les sortes - ou types - des arguments d'entrée
et/ou valeurs de sortie de ces lois, tandis que ses fléches
(qui jouent le réle de projections) fixent les “contraiwntes

contextuelles” imposées A la syntaxe.
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tenu de la dualité intervenant dans la spécification d une
D’ —algébre :
vV x’ di(da(x")) = dgldg(x’)) )

que toute D’ -algébre (A’ ,9') doit satisfaire (quand %’

parcourt Homg,,K (D ,A’) ).

Alors, pour formaliser ce que 1’on entend par "théorie
essentiellement relationnelle”, il nous a suffi d’enrichir
les concepts précédents "avec des 2Z2-fléches (représentant
les ré-écritures)". Autrement dit, il suffit de considérer
des graphes a composition enrichis (les amphi-graphes a
composition) et des catégories enrichies (les amphi-
catégories) a l’aide d’une structure adéquate de catégorie
monoidale, symétrique et fermée GrComp (et gui n’est pas
la structure cartésienne fermée) sur la catégorie GrComp
des graphes a composition.

Ainsi, une "théorie essentiellement relationnelle” est une
amphi-syntaxe sur une amphi-catégorie A lui servant de
contexte (enrichi). C’est donc un 2 = (A,...,B,...,D) , ou
D est un sur—amphi—graphe a composition d’un sous—amphi-
graphe A composition B de A ayant mémes objets que D .
De méme, en enrichissant totalement (resp. partiellement)
la notion précédente d’algébre, on a pu introduire et étu-
dier les structures de -amphi—-algebres (resp. de
D-sesqui-algedbres) (A, ® sur les objets A de A .

De la sorte, un 2-diagramme de D tel que le suivant (par

exemple) :

Section B - Intro. - page 4
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représente 1’axiome "universel-relationnel" (ou — re-—

présente la relation de ré—écriture) :
V x dy-d, () — dg-dg (%)

{(qu’on peut encore écrire, plus "concrétement" :
vV x di(dy (%)) — da(d (%)) )

que toute 2P—amphi-algébre (resp. 2P-sesqui-algébre) (A,®)
doit satisfaire (quand X parcourt HomA(D4,A) s l.e.
quand x est un objet du graphe & composition A(D,,A) ).

Rappelons, enfin, que les considérations précédentes nous
ont permis d’établir - assez facilement - trois résultats

essentiels pour la suite :

- si A est une catégorie (localement petite) et co-
compléte et si D’ est une petite syntaxe de contexte A’
et ayant un rang (i.e. dont les objets — en tant qu’objets
de A’ - ont un rang de présentabilité), alors tout objet
X’ de A’ engendre une D’'-—algébre libre (A%,,S',) .

— dans les conditions précédentes, le foncteur "objet sous—
jacent" Uﬂ' : A‘ﬂ' — A’ (de la catégorie &'ﬂ' des
D’ —algébres vers la catégorie A’ ) admet donc un adjoint a
gauche et, alors, la catégorie de Kleisli Ab, (de 1la
monade associée A cette adjonction) est la partie purement

syntaxique d’une syntaxe Ah(D') = (A',...,&',...,Ab,) .

dite achevée (car sa partie syntaxique est une
sur—-catégorie de A’ tout entiere), qui est engendrée par
2

— malgré les différences (conceptuelles) apparentes, il n’y
a pas, dans de "bons" contextes, de différence de traite-
ment technigue essentielle entre amphi-algébres (resp.
sesqui—algébres) et algébres (non enrichies) : si A est

une amphi-catégorie co-représentable (dans un sens analogue
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4 celui utilisé pour les 2Z2-catégories co-représentables),
les amphi-algébres (resp. les sesqui-algébres) d’une amphi-
syntaxe ® de contexte A sont exactement les algébres
(non enrichies) d’une syntaxe (non enrichie) associéde par
co-représentation XAH(P) (resp. ILrLI(P) ) de contexte (la

catégorie sous—jacente &4 A ) A .

Dans la présente Section B, nous sommes en mesure de
préciser ce qu’on doit systématiquement comprendre par
théorie essentiellement relationnelle (i.e. amphi-syntaxe)
"assouplissant" une théorie essentiellement équationnelle
(i.e. une syntaxe), avec d’éventuelles "corrections de
défauts de connexité". Et nous pouvons étudier les condi-
tions dans lesquelles les algébres libres de 1la théorie
"rigide" sont des "quotients" des algébres libres de la
théorie "assouplie" (suffisante complétude) ou, mieux en—
core, des "quotients par connexité" (suffisante complétude

connexe).

Tout d’abord, nous constatons que la catégorie cartésienne
et fermée Ens (qui sert d’enrichissement - trivial - pour
les catégories, les graphes a composition et les syntaxes)
et la catégorie monoidale, symétrique et fermée GrComp
(qui sert d’enrichissement pour les amphi-catégories, les
amphi—graphes a composition et les amphi-syntaxes) s’orga-—
nisent mutuellement en ce que nous appelons une configura-
tion de base ¢ dont nous explicitons, au §5.1, les pro-
priéteés.

Pour l’essentiel, nous notons qu’on dispose du foncteur
“composantes connexes" (sous—jacent a un foncteur monoidal

particulier) :

g : GrComp —— [Ens ,

Section B - Intro. - page 6
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qui est adjoint a gauche du foncteur "graphe A composition
discret (o0 tout objet est a identité)" (également sous-—

Jacent a un foncteur monoidal particulier) :

did : Ens —— GrComp .

Les propriétés de cette configuration de base © nous
permettent, au 85.2, d’étudier les modifications d’enri-—

chissements :

— 4 toute amphi-catégorie A (resp. A& certains amphi-
graphes A& composition D , A certaines amphi-syntaxes 2 ),
on associe la catégorie TG (A) (resp. le graphe a compo-
sition Mo(b) , la syntaxe Mo(®) ) de ses "composantes

connexes Hom par Hom ",

— & toute catégorie A’ (resp. a tout graphe a composition
D , & toute syntaxe D’ ), on associe 17amphi-catégorie
DidC(A’) (resp. l’amphi—-graphe & composition Did<D’) ,
1> amphi—-syntaxe Did(2’) ) de ses "graphes & composition

discrets Hom par Hom ".

Gr3ce a ces modifications d enrichissements, il tombe sous
le sens, maintenant, que la partie purement syntaxique D
d’une amphi-syntaxe 2 = (A,...,B,...,D) peut 8tre légiti-
mement considérée comme assouplissant la partie purement
syntaxique D’ d’une syntaxe 2’ = (A’',...,B,...,D') , a
la condition suffisante que TIg(D) =D’ . Il reste donc a
se doter d’un mode de comparaison de leurs contextes res—
pectifs A et A’ pour achever de comparer (la totalité
de 1 amphi-syntaxe) ® A& (la totalité de la syntaxe) 2D’ :
c’est 1’objet du 85.3.

Il serait trop restrictif d’imposer (de nouveau) que
MMo(A) = A’ : ce nest méBme pas le cas pour la configuration

de base, i.e. pour l’exemple "générique" obtenu en prenant
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A = GrComp et A’ = [Ens . Par contre, dans cet exemple, on
voit immédiatement gue Did(Ens) est une
sous—ampht —catégorie, amphi-réflexive, de ©GrComp , ce qui
compléte la structure de la configuration de base en ce que
nous appelons 1 amphi-configuration de base 3 .
Dés lors, pour comparer — en toute généralité — une A a
une A’ , il suffit de supposer que (A,F,...,R,A’) est
une ¥-réflexion, i.e. que (A,F,...,R,Did(A’)) est une
amphi-réflexion (ou F : A —— Did(A") est un amphi-
foncteur amphi—adjoint a4 gauche de R : Did(A’) —— A ).
Ainsi, tout objet A de A est doté d’un morphisme cano-
nique (résultant de 1’amphi-adionction de F A& gauche de
R ) :

e(A) : A — RFA)

et on voit que :

- si A, est un obijet de A pour lequel 1le

foncteur :
ACA,e(A)) = A(P&,A) > A(Ai,R(F(A)))

est surjectif, alors &(A représente un passage au quo-
tient (plus fort que par la seule connexité) du point de
vue de A, ,

- si Ay est un obiet de A pour lequel

1’application :
o (A(RG;€C(AY)) : g(A(AG,A) —— 1 (A(AL,R(F(A))))

est bijective, alors &£(A) représente un passage au quo-

tient (exactement) par connexité du point de vue de A, .

De la sorte, si la &-réflexion (A,F,...,R,A’) est suf-
fisamment connexe, i.e. si la catégorie A (sous—jacente a
A ) contient une petite sous—-catégorie pleine "suffisamment

génératrice"” (ou "suffisamment dense") et dont les objets

Section B - Intro. - page 8
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sont de tels A, , ce sont maintenant les objets de A
qu’on peut regarder comme assouplissant les objets de A’ ,
considérés comme rigides (au méme titre que, dans 1’exemple
générique, tout graphe a composition se rigidifie en 1’en-

semble de ses composantes connexes).

Au 85.4, nous utilisons ces divers outils de comparaison
pour introduire et étudier, tout d’abord, les laxifica-
tions, i.e. ces couples (2,2') ol, pour 1’essentiel,
MNo(D) = D’ et (A,F,...,R,A") est une ®-réflexion
(éventuellement, suffisamment connexe) : 1ils modélisent
donc complétement ce qu’on entend par théorie essentiel-
lement relationnelle (& savoir 2 ) "assouplissant, mais
sans corrections d’éventuels défauts de connexité” une
théorie esentiellement équationnelle (& savoir 2’ ).

Ensuite, pour modéliser les assouplissements "“avec cor-
rections de défauts de connexité", nous introduisons et
étudions 1les amphi-élargissements (resp. les sesgui-

élargissements), i.€. 1les (Py.ce3T 3:2:22D"3...,D°) ou =

- (B,D) est une laxification (on dispose donc déja d’un

assoupl issement simple de D par 2 ),

- est une sur-syntaxe (non enrichie) de la syntaxe (non
enrichie) PAL(D) (resp. PFPA(P) ) obtenue par co—
représentation (et 7 peut donc contenir des informations

supplémentaires effectives par rapport a 2 ),

- D" est une sur—syntaxe de D" 4 décrivant les mémes
algébres que 2’ (et D” contient donc des informations
supplémentaires, mais redondantes, par rapport a4 2D’ : elle
est simplement plus "achevée” que 2D° ... au point - ex-
tréme — que ce peut 8tre la syntaxe achevée HcA(D’) en-—
gendrée par 2’ ),

— toute JF-algébre sur un objet de (la sous—catégorie ré-

Section B - Intro. - page 9
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flexive de A ) A’ s’identifie & une 2D’ -algébre (ainsi,
les informations supplémentaires contenues dans J ne sont
réellement effectives, dans une algébre, que lorsque la
relation de connexité n’y est pas 17égalitée et, donc, 7 ne
corrige bien, éventuellement, gue des défauts de connexité

des 2-amphi-algébres (resp. des P-sesqui-algébres)).

En particulier, toute laxification 2,2') s’identifie a
1’amphi—-élargissement (2,..., P8 (B)yeccsecas.--,D") (resp.
au sesqui—-élargissement (D,...,PHF(B) yeccyeaay...3D) ) oOU,
par conséquent, 7 = FPILH(D) (resp. T = PPA(D®) ) ne
contient aucune information supplémentaire par rapport a
2 .

Au 85.5, nous établissons les deux résultats fondamentaux

suivants :

- si (A,F,...,R,A%) est une &-réflexion, si
(RyeeesT y3eceasD’yeeaeayl) est un élargissement ayant un rang
(ot @ a pour contexte A , 7 a pour contexte A et 2’
et D" ont pour contexte A’ ) et si, pour tout objet X’
de A’ , la 7F-algébre (Ax, ,Sx,) s librement engendrée par
X’ (identifié & un objet de A ), passe au guotient (a
fortiori, si elle passe au quotient par connexité) du point
de vue des sortes de 7 (i.e. de ces objets de A parti-
culiers que sont les objets de TJ ), alors son guotient
s’identifie & la D' —algebre librement engendrée par X' et
il y a donc suffisante complétude (a fortiori, suffisante
complétude connexe) du point de vue des sortes de T (ou

encore des sortes de D' ),

- si, de plus, la &-réflexion (A,F,...,R,A) est
suffisamment A, -connexe (i.e. si Ao est suffisamment
dense dans A et si les objets tels les AX' passent

aussi au guotient par connexité du point de vue des objets

Section B - Intro. - page 10
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de A, @), alors la syntaxe achevée HAch(D') , engendrée

par D' , est (équivalente &5 une itmage de la syntaxe ache-
vée HANMT) , engendrée par son assouplissement T , et la
suffisante complétude connexe “sémantigue” induit donc la

suffisante complétude ’syntaxigue”.

Le 85.6 est consacré au cas particulier, évoqué plus haut,
des "théories purement équationnelles” : nous y donnons une
preuve générale du fait (évidemment attendu) qu’elles pos-—
sédent bien la propriété de suffisante complétude connexe.

Plus précisément, si (A,F,...,R,A") est une ¥-réflexion
suffisamment A, -connexe (donc, si Ao est suffisamment
dense dans A et si tout objet de A passe au quotient
par connexité du point de vue des objets de Ag ), si
(2,2') est une laxification (ot P a pour contexte A et
D’ a pour contexte A’ ) pour laquelle tout objet de @
(vu comme un objet de A ) est une amphi-somme finie d?ab-
jets de A, , alors les amphi-algébres de P passent au
gquotient par connexité du point de vue des objets de Ay -
Autrement dit, 17 amphi-élargissement canoniquement associé
a la laxification (2,D") vérifie toutes les hypothéses
générales précédentes assurant que, du point de vue des
objets de A, , les 2’ -algébres libres sont représentées
par les classes de connexité des @®P-amphi-algébres libres.

Ces hypothéses sont évidemment vérifiées lorsque, par
exemple, D’ est une "présentation" de 1la duale d’une

"théorie de Lawvere" (au sens de [F.S.A.T.1) ou d?’un "“I-

L& )

En pratique, Lles objets de ﬂo sont des objets de T,
il faut donc voir L‘hypothése suppémentaire qut est faite
comme portant sur la "nature” de la “suffisante densité" de
Ag » relativement a l‘amphi-réflexion (A,F,...,R,A’) ,
plus que - de nouveau - sur les objets tels les AX'
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type de Bénabou" (au sens de [S.A.D.C.1) : il suffit donc
bien d’assouplir simplement, i.e sans corrections de dé-
fauts de connexité, toute présentation d’une théorie de
Lawvere ou d’un I-type de Bénabou pour obtenir la propriété
de suffisante complétude connexe au niveau sémantigue ainsi
que la propriété de suffisante complétude au niveau syn-—

taxigue.

Au 85.7, nous abordons, enfin, un second cas particulier,
un peu plus général que le précédent (mais assez courant
dans la pratique). Il s’agit de celui de ces théories "es-—
sentiellement algébriques" qu’on cherche a assouplir en
permettant des ré—-écritures entre les résultats des lois,
mais pas pour les "tests d’égalité"” qui conditionnent 17ap-—
plication des lois (c’est le cas, par exemple, pour la
“"théorie des ... catégories"”, lorsqu’on veut 1 assouplir en
introduisant des ré—écritures entre fléches, mais pas entre
objets) : nous donnons encore une preuve générale du fait
qu’elles possédent bien la propriété de suffisante complé-
tude connexe.

Plus précisément, il suffit de reprendre les considérations

précédentes, en sﬁpposant cette fois que :

- Age ©est une sous—catégorie pleine de A, dont chaque
objet A,, ne génére "aucune ré-écriture autre que 1’iden-

tité", i.e. est tel que :
pour tout objet A de A ,

A(AgosA) est un graphe & composition discret,

— tout ocbjet D de 2 (vu comme un objet de A ) est une

amphi-somme fibréé‘h dans A , de la forme :

(L 3]
On considére méme des amphi-colimites plus générales.
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7N\
AN a,,o/

ot Ay, est objet de A,, et A,;, et A,, sont objets

de A, “.

En Section C, on trouvera de nombreux exemples (assez
détaill és) des situations générales étudiées ici et, notam—
ment, une interprétation compléte du traitement explicite
(effectué en [E.S.C.C.1) du cas particulier, mentionné plus
haut, de la théorie des catégories localement cartésiennes
(et qui est & l1’origine du présent travail : tout parti-

culiérement, de ce qui a trait aux élargissements).

Pour conclure, signalons qu’il n’est pas absolument
nécessaire d’avoir lu en détail la Section A pour pouvoir
parcourir cette Section B : 1la terminologie et les nota-
tions générales, utilisées dans la présente Section, cor-
respondent (autant que cela est possible) au "standard" de
la théorie des catégories enrichies. BQuant aux notations ou

concepts plus spécifiques, introduits en Section A et que

(5>

De la sorte, pour s‘assurer qu’un couple
(X‘,Xz> e A(Aot,A) x A(AOZ,A) est élément de A(D,A) s il
faut, et il suffit de, faire un test d'égalité et non de
ré-écriture (puisque AO ne génére aucune ré-écriture

"autre” que Ll'égalité).
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nous utilisons (inévitablement) ici, nous en donnons assez

systématiquement la référence permettant de les localiser

rapidement dans cette Section antérieure.
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S. Suffisante complétude connexe

5.1. La configuration de base

Désignons par ng ¢ GrComp —— [Ens 1le foncteur “en-
semble des composantes connexes", qui associe a tout graphe
A composition petit D 1’ensemble nry(D) des composantes

connexes [D] des objets D de D .

Ce foncteur est sous-jacent au foncteur sitrictement mono-—
idal sur les unités (et méme "strictement monoidal sur les
produits tensoriels", mais sans que ce soit utile dans la

suite) Iy = (ng,ty,ue) @ GrComp — Ens ou :

- to : Ho(-) x ng(-) = 11(-®-) : GrComp x GrComp —— [Ens
est la transformation (évidemment) naturelle telle que, si
D, et D, sont deux graphes & composition petits, alors
to(Dy,D;) : (D) x rg(Dy) —— r(D, ® D) est 1appli-
cation (évidemment bien définie) pour laquelle, si D, est
un objet de D, et si D, est un objet de D, , alors on
a to(b,,D;)(CD,1,[D,1) = [(D;,D;>1 ,

- Uy = 1 = no(ﬂg) est 17unique application inversible
de 1 = {0} vers ne(1,) = {{o0}} .

Maintenant, désignons par did : [Ens —— GrComp le
foncteur “graphe a composition discret ol tout objet est a
identité”, qui associe a tout ensemble E le graphe a

composition did(E) tel que :

- Ob(did(B))

ObId(did(B)) = E ,

- Fl(did(E))

{ (x,x) /7 x € E} ,

(pour tout x € E , on a donc (%) = (2,%) ).

dgide
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Ce foncteur est sous—jacent au foncteur strictement mono-
tdal sur les produits tensoriels {(mais non stictement mono-

idal sur les unités) Did = (did,t,u) : Ens — GrComp o0 :

-t : did(-) ® did(-) = did(-x-) : [Ens x Ens — GrComp
est 1’équivalence (bien entendu) naturelle telle que, si
E, et E, sont deux ensembles, alors
t(E,,E)) : did(E) @ did(E;) —— did(E; x E» est 1’uni-
que foncteur inversible (évidemment bien défini) dont 1la

restriction aux objets est 1’identité,

- u : ‘Da — did(1) est 17unique foncteur possible.

I1 est facile de vérifier que le foncteur ng est
adjoint a gauche du foncteur did . Plus précisément, on
dispose d’une réflexion p = (GrComp,ng,Vv,w,did,Ens) , en

ce sens (usuel) que :

= v : Ens(rg(-),-) — GrComp(-,did(-)) est une équiva-

lence naturelle,

— Wz A (did(-)) mm— idp__(-) est une équivalence natu-

relle,

— pour tous ensembles E, et E, , le diagramme ci-dessous
est commutatif (si 1’on utilise les conventions de nota-
tions adoptées en Section A, 81.2 - i.e. en [5.C.C.A.]1 -
concernant ddid> )

v(did(E ) ,E_)
Ens(n_(did(E )),E) *—25 GrComp(did(E,),did(E ))

e

Ens(w(E1),Ez) o Cdid)(Ei,Ez)
lEn's(E1 ,Ez)

de sorte que le foncteur did : Ens —> GrComp identifie
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Ens & une sous—catégorie pleine et réflexive de GrComp .

De plus, il y a cohérence entre la réflexion e et les

foncteurs monoidaux I, et Did , en ce sens que :

— pour tous ensembles E;, et E, ,
est commutatif :

le diagramme ci-dessous

"(E1> x w(E )

. . 2°
no(d1d(E1)) x no(dld(Ez)> —> E1 x Ez
t_(did(E ) ,did(E_)) Ww(E_ x E>7*
no(did(Ei) ® did(E )) > (did(E1 x Ez))
no(t(E1’Ez))
- le di agramme ci-dessous est (bien évidemment)
commutatif =
1
u_ w() ™!
{{0}} =nmn 1) » n_ (did(1)) = {{0}}
o © o
no(u)

Dans la suite, pour faire référence A ces différentes
propriétés, nous dirons que :

p = lgypsDid) = (g, (GrComp,ng,Vv,w,did,Ens),Did)

est la configuration de base et que Iy (resp. Did )

1)

Il est clair que la “configuration de base" pourrait
varier .. pourvu que soient conservées les propriétés
générales que nous extrayons systématiquement du seul cas
particulier (de Ens, GrComp, ng , did ... > considéré

(pour simplifier) icu.
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en est le foncteur monoidal de gauche (resp. de droite),
LIPS (resp. did ) en est le foncteur de gauche (resp. de

droite), p en est la réflexion etc...

S5.2. Modifications

Le foncteur monoidal (de gauche de la configuration de
base) Mg ¢ GrComp —— Ens permet, éventuellement sous
certaines conditions, le “changement d’enrichissement" des
amphi—-catégories, des amphi-graphes a composition et des

amphi-syntaxes.

a) Si A est une amphi—-catégorie (i.e. une catégorie enri-
chie par GrComp ), on lui associe la catégorie (i.e. la
Ens—catégorie) I,(A) "de ses composantes Z-connexes Hom
par Hom ", appelée la lg-modification de A et définie

comme suit =
- Ob(M,CA)) = Ob(A) ,

- pour tous objets A, , A, € Ob(I,(A)) , on a :
Mo CA)Y (A L,A) = o (ACALAY) ,

- pour tout objet A € Ob(M,C(A)) , 1’application
selidno(ﬂ)(A) : 1 —— Ny (A)(AA) est définie comme ren-
dant commutatif le diagramme ci-dessous (si 1’on utilise
les conventions de notations adoptées en Section A, 81.2 -

i.e. en [S.C.C.A.]1 - concernant selidn CA) Y =
o

selidy (x4, (M M (A (A, A
1 ° > % =
n_(ACA,A))
u (i (A
no(ﬂg)
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— pour tous objets Ay , A, ; A; € Ob(N CA)) , 17application

c:ompl.llo(m(ﬁ1 2Ry 1 A3) TG (A) (A ,A) XN (A) (A, ,A,) ST (A) (A JAY)
est définie comme rendant commutatif le diagramme ci-

dessous (si 1’on utilise les conventions de notations adop-

tées en Section A, 81.2 - i.e. en [S.C.C.A.]1 - concernant
com ) I
Py (A)
compy (A)(A1’A2’Aa)
o

no(A)(Az’Aa) x ﬂo(A)(Al,Az) —> no(A)(A‘,Aa)
"o(A(Az’Aa)) x no(A(Aa’Az)) no(A(A1’Aa))

to(A(Az’Aa)’A(A1’Az)> "o(kA(Ai’Az’Aa))

7 (ACA_,A ) @ ACA ,A ))

Bien entendu, si A et A’ sont deux amphi-catégories et
si F : A — A’ est un amphi—foncteur, on lui associe le
foncteur (i.e. le Ens—foncteur) Iy (F) : Ny (A — MN,(A’) ,
appelé la MN,-modification de F , défini comme suit (si
1’on utilise 1les conventions de notations adoptées en
Section A, 81.2 - i.e. en [S5.C.C.A.] - concernant le fonc-

teur T (F) , notamment pour (M, (F)> ) =
—Ng(Fdoy = Fop »
— pour tous objets A, , A, € Ob(,(A)) , on a :

CMo(F) (A, ,A) tTg(A) (A, ,A) — T (A’) (Mg (F) (A sTIo (F) (Ay))

o (F (A, ,A,)) 1o (ACA, ,A)) — mo (A (F(A) ,F(A))) .

De m8me, si A et A’ sont deux amphi-catégories, si
F, ,F, : A — A’ sont deux amphi—-foncteurs et si
» = ( »(A) = ﬂu — A (F (A ,F,(A) )A c ObA) ° F, =» F,
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est une amphi-transformation naturelle (i.e. une
GrComp—transformation naturelle), on lui associe la trans-—
formation naturelle (i.e. la Ens-transformation naturelle)
Mo(») = Mo(F,) =mmp My(F,) , appelée la Mg-modification de
» , définie comme suit :

— pour tout A € Ob(A) , I (A) : N (F) (A — TMNg(F) (A

est définie comme rendant commutatif le diagramme ci-

dessous (o 1’on utilise les conventions de notations adop-

tées en Section A, 8§1.2 - i.e. en [5.C.C.A.]1 - concernant
selectno(A,) ) =
1 setectn cary (Mot (M) | TIGAD (M CF ) (A 4TI CF) ()
7 (A (F (A ,F_(A))
u no(v(ﬂ))
no(ﬂa)

Vu ce qui précéde, le lecteur vérifiera facilement que, si
(F : A > A’,»,R : A’ — A) est une amphi-adjonction, alors
( MNo(F) :MgC(A) — TgCA*) , T , MR :MIg(A’) — T,(A) )

est une adjonction.

b) Le foncteur (de gauche de la configuration de base)
g t GrComp —— [Ens ne commutant pas en général aux mono-—
morphismes, si D est un amphi—graphe a composition, ses
"composantes 2-connexes Hom par Hom " n’héritent pas
nécessairement d’une structure de graphe & composition
canoniquement déduite de la structure de D , & moins qu’il
ne soit (canoniguement) Ilg—modifiable, dans le sens sui-

vant :

Définition 1 = On dit qu’un amphi—-graphe a composition
D = (Db,DbId,D(-,-),D*(-,-,—),i,m,k,ji,jz) est [lg—modti fra—
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ble si et seulement si :

— pour tous objets D, , D, , D € Ob(D) , 1application
o (m(D, ,D; ,Dg)) =n°(D"'(D1 +D; ,D3)) — mro(D(D, ,Dy)@D(D, ,D;))

est une injection.

Alors, si D est un amphi-graphe a composition ly-modifia—
ble, on lui associe le graphe & composition Iy (D) (qui
est bien celui "de ses composantes 2-connexes Hom par
Hom "), appelé 1la Ig-modification (canonigue) de D,

(bien) défini comme suit :

Ob (My(D)) = Ob(D) ,
- ObId(Ny(D)) = ObIdWD) ,

— pour tous objets D, , D, € Ob( (D)) , on a :
No(P) (D, D) = no(D(D,,D)) ,

— pour tout objet a identité D e Ob(M, (D)) , 1’application
seltdno(b)(D) : 1 —— M(Db)(D,D) est définie comme

rendant commutatif le diagramme ci-dessous :

Sei‘“"‘Lno(l»“” n_(D) (D, D)

1 > =
rto(D( D,D))
u no(iD(D>)

no(ﬂa)

— pour tous objets D, , D, , D € Ob(Iy(D)) , 1’application

in'jl'lo(D)(D‘ »Dz ,Dy)
Mo (D) "(D, ,D, ;Dg) > Mg (D) (D, ,Dg) x Mg (D) (D, ,D,)

est construite a 1’aide du produit fibré représenté ci-
dessous (si 17on utilise les conventions de notations adop-—
tées en Section A, 1.2 - i.e. en [S.C.C.A.] - concernant

notl»"' et injno(D> ), ol injno(D)(D,,Dz,Ds) est donc
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1’une des projections et o4 on désigne 1’autre par

projD( D, ,D;,Dy)

no(D)"(D‘ ,Dz ,Da)

Yi‘jb(nt’nz‘na)

no(D‘ .(D‘,ng Da) )

y
"o(D(Dz’Da)”‘nO(D(D;’Dz))
to(D(Dz’Da)’D(Dz’Dz)) no(M(Da’Dz’Da>)

no(D(Dz,Da)QD(D‘,Dz))

""fnotl» (D.,D,,

M,(B) (D, D) XM (D) (D, D)

(ainsi, injno(b)(D,,Dz,Da> est bien une injection puis-—
que, D étant supposé I,-modifiable, ny(m(D,,D,,Dy)) en

est une),

— pour tous objets D, , D, , D € Ob([Ny(D)) , l’application
Compn‘)(D)(Dz’Dsta) : no(p)"'(DUDZ,DS) — g (D) (D, ,Dy)
est définie comme rendant commutatif le diagramme ci-
dessous :
. compnoa» < D1 ’Dz ’Dg)
no(D)”(Da’Dz’Da) > no(D)_(Dﬁ‘Da)

rto(D( D1 ’Da))
prDjD(Da’Dz’Da) /o(kD(DNDz’Da))

rzo(D"(D‘ ,Dz ’Da))

Evidemment, si D et D’ sont deux amphi—-graphes & compo-
sition Ny-modifiables et si F : D —— D’ est un amphi-—
foncteur, il est facile de lui associer, par analogie avec
le cas d’un amphi-foncteur entre amphi-catégories, son

foncteur Ig-modification MNg(F) = Mg(D) —— T (D°) .
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De mB8me, si D est un amphi-graphe A composition
lNo—modifiable, si A’ est une amphi-catégorie, si
F, ., F, . D —5 A’ sont deux amphi-foncteurs et si

» : F, memp F, est une amphi-transformation naturelle, il
est facile de lui associer (par analogie avec le cas d’une
amphi—-transformation naturelle entre amphi-foncteurs d’une
amphi-catégorie vers une autre) la transformation naturelle

Mo(®) = No(F,) == MNy(F,) , MNy—modification de » .

c) Pour en terminer avec les ly—modifications, introduisons
les amphi-syntaxes [MNy-modifiables et leurs Il,-modifica—

tions =

Définition 2 : On dit qu’une amphi-syntaxe 2 = (A,J,B,K,D)

est [lg-modi fiable si et seulement si :

- B est un amphi—-graphe A& composition llo—modifiable,
- D est un amphi-graphe & composition NNo—modifiable,

- Ho(B) = (Mg(A) 4TI (P) I (B) Mo (K) ,MI;(D)) est une syntaxe
(autrement dit, le foncteur T (P : M (B) —— M, (A) est

injectif),

alors Io(®) est appelée la My-modification de 2 .

Bien sir, si 2 et 2’ sont deux amphi-syntaxes
lNo—modifiables et si % :2 — 2 est un amphi-
homomorphisme, il est facile de lui associer son homomor-

. P , 2
phisme Ig—modification To(3) : Mg(P) — TN (D) .

2 . . .

Nous n‘utiliserons, dans la suite, ni les
no—modi.f ications d’amphi-homomorphismes, mentionnées iei
par seul souct d’homogénéité, ni les [g-medifications de
sesqui-homomorphismes, plus fastidieuses a introduire (ot

donc laissées au lecteur ! ).
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Le foncteur monoidal (de droite de la configuration de
base) Did = Ens —— GrComp permet toujours, 1lui, le
"changement (canonique) d’enrichissement" des catégories,

des graphes A composition et des syntaxes.

a) Si A est une catégorie localement petite (i.e. une
catégorie enrichie par Ens ), on lui associe une amphi-
catégorie (i.e. une GrComp—-catégorie) Did(A) , appelée la
Did-modification de A , qu’on laisse au lecteur le soin de
préciser par une réécriture (de A en A et I, en Did
notamment) automati que de ce gui concerne les

Ny—modifications.

Bien entendu, si A et A’ sont deux catégories locale-—
ment petites et si F:A —A est un foncteur, on lui
associe 17 amphi-foncteur (i.e. le GrComp—foncteur)

Did(F) : Did(A) —>» Did(A’) , appelé la Did-modification de

F , qu’on laisse de nouveau au lecteur le soin de préciser.

De méme, si A et A’ sont deux catégories localement
petites, si F, , F, : & ——» A’ sont deux foncteurs et si
v 1 Fy === F, est une transformation naturelle, il est
facile de lui associer une amphi-transformation naturelle
Did(v) : Did(F,) == Did(F;) , appelée la Did-modification
de v .

Le lecteur vérifiera aussi facilement que, si
(F:A — A’ ,v,R:A" — A) est une adjonction, alors
(Did(F) :Did(A) — Did(A’),Did(»),Did(R):Did(A’) — Did(A))

est une amphi-adjonction.

b) Le foncteur (de droite de la configuration de base)
did : Ens —— GrComp commute évidemment aux monomor-—

phismes, puisqu’il admet un adjoint a gauche. Il en résulte
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que, si [D est un graphe & composition localement petit,

il est toujours Did-modifiable car :
— pour tous objets D, , D, , Dy € Ob(D) , le foncteur :

did(injp(D;,D,,Dg))
did(D"(D,,D,,D)) > did(D(D,,D,) xD(D,,D,))

est injectif (i.e. est un monomorphisme de GrComp ).

Par conséquent, si [D est un graphe A& composition locale-
ment petit (quelconque), on lui associe un amphi-graphe a
composition Did(D) , appelé la Did-modification de D ,
qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter par une ré-
écriture automatique de ce qui concerne les
NMo—modifications (tout en se souvenant que
t = did(-) @ did(-) == did(-x-) est une éguivalence natu-—

relle).

Bien entendu, si F : D — D’ est un foncteur entre gra-
phes & composition localement petits (quelconques), on lui
associe un amphi-foncteur Did(F : Did(D) —— Did(D’) ,
appelé la Did-modification de F , qu’on laisse de nouveau

au lecteur le soin de préciser.

De m8me, on définira sans peine la Did-modification Did(v)
d’une transformation naturelle v:F, = F,:D — A’ entre
deux foncteurs d’un graphe & composition localement petit

D vers une catégorie localement petite A’ .

c) Pour en terminer, cette fois, avec les Did-
modifications, constatons que, si 2 = (A,J,B,K,D) est une
syntaxe localement petite sur la catégorie localement peti-

te A , alors :

— pour tous objets B, , B, de B, le foncteur :
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Did(J) (B, ,Ey,)

did(CJI>(E,,B,))

did(B(B,,B;)) » did(A(JI(B) ,J(B)))
est injectif (puisque le foncteur did : Ens — GrComp ,

ayant un adjoint a gauche, commute aux monomorphismes et
puisque 17application C(JI>(B,,B):B(B,B) > A(I(B) ,J(E;))

est, par hypothése, injective).

Par conséquent, si 2 = (A,J,B,K,D) est une syntaxe loca-
lement petite sur la catégorie localement petite A , alors
Did(D) = (Did(A) ,Did(I ,Did(B),Did(K),Did(D)) est une am—
phi-syntaxe, appelée la Did-modification de 2D .

Evidemment, si 2 et 2’ sont deux syntaxes localement
petites sur des catégories localement petites et si
¥ 2 D2 > D est un homomorphisme, il est facile de lui as-—
socier un amphi-homomorphisme Did(3) : Did(D) — Did(2’') ,

qu’on appelle la Did-modification de X @,

Pour conclure, il est trivial de constater que 1la
propriété de cohérence entre la réflexion p et les fonc-—
teurs monoidaux Ilg et Did ainsi que la monoidalité
stricte sur les produits tensoriels (au sens du §5.1) de

Did assurent que :

— "2-naturellement" en toute catégorie localement petite
A , on dispose d’un isomorphisme canonique :

A = Ny(Did(A))
(de sorte que, pour toutes catégories localement petites A

et A’ , pour tous foncteurs F, , F, : & —— A’ et pour

(& M)
Pas plus que précédemment, nous n‘aurons a utiliser,

dans la suite, les Did-modifications d’homomorphismes.
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toute transformation naturelle v : Fy == F, , le dia-

gramme ci-dessous est commutatif :

— Il (D1d(&)>

(Dld(v))
n (Dxd(F)) (D1d(F »

> (D1d(&'))

— pour toute syntaxe localement petite 2 sur une catégo-
rie localement petite, 1’amphi-syntaxe Did(D) est

Ng-modifiable,

— naturellement en toute syntaxe 1localement petite D
sur une catégorie localement petite, on dispose d’un
isomorphisme canoniqgue :

D = Ny(Did(D))
(de sorte que, pour toutes syntaxes 2 et 2 sur des
catégories localement petites et pour tout homomorphisme

¥ : D — D’ , le diagramme ci-dessous est commutatif :

&

D — > no(Did(ﬁ))
b 4 no(Did(gf))
) .
2’ —> no(Dxd(ﬂ')) ).

De m@me, il est trivial de constater que 1’adjonction de
M, a gauche de did , la propriété de cohérence entre la
réflexion p et les foncteurs monoidaux Mg et Did
ainsi que la monoidalité stricte sur les unités (au sens du
85.1) de I, et la monoidalité stricte sur les produits

tensoriels (au sens du §5.1) de Did assurent que (en
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reprenant les notations de la Section A, 83.2 - i.e. de

[S.C.C.A.] — concernant ﬂz/— eew ) =

— "2-naturellement” en toute catégorie localement petite
A , on dispose d’un isomorphisme canoniqgue :

A = 1_/Did(A)
(de sorte que, pour toutes catégories localement petites A
et A’ , pour tous foncteurs F, , F, : A —— A’ et pour
toute transformation naturelle v : F = F, , le dia-

gramme ci-dessous est commutatif :

—> ﬂ /Did(A)

ﬂ /D1d(v)
ﬂ /D1d(F) ﬂ /Dld(F)

> ﬂ /Did(A’)

- naturellement en toute syntaxe localement petite 2 sur
une catégorie localement petite, on dispose d’un isomor-
phisme canonique :

D = 1_/Did(D)
(de sorte que, pour toutes syntaxes 2D et 2D’ sur des
catégories localement petites et pour tout homomorphisme

¥ : D —> D , le diagramme ci-dessous est commutatif :

N

D > > 1 /Did(D)
g 1_/Did(30
D’ > > 1_ /Did(D") ).

Dans la suite, nous procéderons aux différentes identifica-—

tions que ces isomorphismes naturels autorisent.
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9.3. L’amphi-configuration de base

Rappelons la définition des amphi-réflexions =

Définition 3 : On dit que A,F,»,0o,R,A’) est une amphi-

réflexton si et seulement si :

- A et A’ sont deux amphi-catégories,

-F : A — A’ et R: A’ — A sont deux amphi-fonc-—

teurs,

-» : A'(F(-),-) ——— A(-,R(-)) est une amphi-équivalence

naturelle,

- o : F(R(-)) -3-» id,, (-) est une amphi-équivalence natu-—

relle,

— pour tous objets A et A, de A’ , le diagramme ci-
dessous est commutatif :
curry-i(v(R(A;),A;))
ﬂzeA'(F(R(A;)),A;) — > A(R(A;),R(A;))

~ ~
-1

gchey, (F(RCA) ,AY) |~

A'(F(R(A;)),A;)

N

k(F(R(A;)),A;,A;) R(A;,A;)

A'(A;,A;)GA'(F(R(A;)),A;)

id(A’ (A; ,A'z))O(o(A;)

. ’ ’ o S . 1 .
A’ (A A el > A’ (AL LAY

]
drte,, , ,
A (A‘,Az)

(diagramme qu’on peut réécrire, & des abus de notations

prés :
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»(R( A;) ,A;)

A'(F(R(A;)),A;) = > A(R(A;) ,R(A;))
A'(m(A;),A‘z) o R(A;,A;)
A'(A;,A'z) )

de sorte que R(A{,A) est un isomorphisme de graphes a
composition et R : A’ ——» A identifie A’ A une "sous-

amphi-catégorie pleine et amphi-réflexive" de A .

Alors, il est facile de vérifier que (apreés
MNo—modifications) (Mg (A) NI (F) , Mo (3) , T () , 15 (R) L[ CA’))
est une réflexion, qu’on appelle la Ilg-modification de

1’amphi-réflexion (A,F,»,0,R,A’) .

De m&me, on voit que (par "restrictions aux 1-fléches") on

dispose d’une réflexion sous-jacente (A,F,v,w,R,A’) ou :

— pour tout objet A de A et pour tout objet A’ de

A’ , on a:

-4 ’ -1
GrComp(1,,curry (»C(A,A")) -achey, pepy ary)

v(A,A’)
A'(F(A ,A’) > AC(A,R(A’))

Greomp(1_,A’ (F(A) ,A")) Greomp(1_,ACA,R(A'))) ,

— pour tout objet A’ de A’ , on a :

wCA’) = F(R(A')) — A
w(A’) = F(RC(A")) — A’
= o
w(A’') = ’l]g — A'(F(R(A')) ,A) .
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En particulier, il est facile de vérifier que la ré-
flexion p = (GrComp,ng,v,w,did,[Ens) de la configuration

de base est sous-jacente a4 une unique amphi-réflexion,

notée p = (GrComp,m,,v,w,did,Did(Ens)) , (compte tenu de
1’identification ﬂg/Did(Ens) ~ [Ens , permise par les pro-

priétés de la configuration de base).

Dans la suite, pour faire référence a4 la donnée de 1la
configuration de base ¢ et de cette amphi-réflexion, nous

dirons que :
2 = (lg,p,Did) = (I, (GrComp,®y,v,w,did,Did(Ens) ),Did)

est 1’amphi-configuration de base et que Il (resp. Did )
en est le fonctewur monoidal de gauche (resp. de droite),
®, (resp. did ) en est 1’amphi-foncteur de gauche (resp.
de droite), o en est 1’amphi-réflexion, fo) en est la
réflexion sous—jacente, o = (llg,p,Did) en est la configu-

ration de base sous-jacente etc...

Définissons maintenant les ®-réflexions =

Définition 4 : On dit que ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une

¥-réflexion si et seulement si :
— A’ est une catégorie localement petite,

- (A,F,»,0,R,Did(A’)) est une amphi-réflexion (ol Did
est le foncteur monoidal de droite de 1’amphi-configuration
de base & ).

Ainsi, une ¥-réflexion définit, sur la mBme catégorie loca—
lement petite A’ , 1’amphi-réflexion (A,F,»,0,R,Did(A’)) ,
d’une part, et, d’autre part :

— la réflexion (My(A) ,MIo(F) (), () ,MIo(R) ,A’) (gqu’on

obtient par M -modications et en tenant compte de 1’identi-
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fication T[o(Did(A’)) >~ A’ que les propriétés de la confi-

guration de base - sous-jacente a 1’amphi-configuration de
base - autorisent),
- la réflexion A,F,v,0,R,A’) (qu’on obtient par "res—

trictions aux 1-fléches" et en tenant compte de 1’identifi-
cation 'BB/Did(A') >~ A’ que les propriétés de la configu-—
ration de base - sous—-jacente a 1’amphi-configuration de

base — autorisent).

En particulier, pour tout objet A de A , on posera:

v(AF(A)) : A’ (F(A ,F(A) —— A(A,R(F(A)))
id(F(A)) — SW(A) = e(A) .

Dans 1la suite, nous dirons qu’une ®-réflexion
¥ = (A,F,»,0,R,A’) est amphi-co-compléte si et seulement
si A est une amphi-—catégorie amphi-co—compléte (alors, A
est une catégorie co-compléte). Il en résulte que Did(A’)
est aussi amphi-co—compléte (et, par conséquent, que A’

est co-compléte).

De m&me, nous dirons qu’une $-réflexion ¥ = A,F,»,0,R,A’)

est amphi-complete si et seulement si A est une amphi-

catégorie amphi-compléte (alors, A est une catégorie
compléte).
Enfin, nous dirons qu’une %¥-réflexion ¥ = (A,F,»,0,R,A’)

est co-représentable si et seulement si A est une amphi-
catégorie co-représentable (au sens de la Section A, §3.4 -
i.e. de [S.C.C.A.1). 11 en résulte alors que Did(A’) est
elle—-m8me une amphi-catégorie co-représentable; en effet,
si Cyg = Cy ¢ A — Hnd([Earcomp,&°P)°P est un foncteur de

A
co-représentation pour A , il est facile de vérifier que

Section B - §5. - page 18



Section B - §5. Suffisante complétude connexe

(compte tenu de 1’identification ﬂg/Did(&') > A’ que les
propriétés de la configuration de base - sous-jacente A

1’ amphi—-configuration de base — autorisent) :

— le foncteur :
Cy=Cpiaca-y i1g/Did(A’) —> MOd(Egrcomps (1T, /Did(A">)>°P) P,

défini comme rendant commutatif le diagramme ci-dessous :

c. =C.. .
1, /Did(A*) Ld Did(A"), MOd(E g comp s (1, /Did(A’))F) P
b o
A’ Mod(Eg, comps®’ °F) °F
op, °op
Rl IMDd(Ecrcomp,F )
A > Mod(E ;AP °P
c Grcomp
A
est bien un foncteur de co-représentation pour Did(A’)
(ou [Em_mmp est l1l’esquisse des graphes A& composition,
telle que décrite en Section A, §3.3 - i.e. en

[s.C.C.A.1) :

— pour tout obiet A’ de A’ et pour toute fléche
g: 6 —> G de 1’esquisse Egrcomp » la fléche
Ca(A DI () = Ca(A ) (B) —— CL(A") (B est une fléche

inversible de A’ .

Alors, si ¥y = (A,F.»,0,R,A’) est une &-réflexion co-
représentable et si 2D’ est une syntaxe sur A’ , & 1’am-
phi—syntaxe Did(D’) , sur Did(A’) , sont associés (comme en
Section A, 84.3 - i.e. en [S.C.C.A.1) 1les syntaxes
rwww(b'> = FPrA(Did(D’)) et rwnwcm'> = FIA(Did(D’)) ainsi
que 1*homomorphisme :

injw(lr) :.?JU(DLD') —————————9.?ah4w($')

Ang(Did(D’)) FrL(DiId(D’)) FHA(Did(D’))
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sur A’ =~ ﬂzlbld(ﬁ‘) . Par construction, i1 est facile de
vérifier qu’on dispose de deux isologies (au sens de la
Section A, 82.3 - i.e. de [S.C.C.A.1) canoniques sur A’ :

.1ﬁﬂw(3') : D> Jﬂﬁd@(b') et Sak#w(ﬂ') : D> Jwtﬂw($'>
de sorte que le diagramme ci-dessous est commutatif (en y

reprenant des notations analogues a celles utilisées en
Section A, §82.2, 4.2, 4.2 — i.e. en [S.C.C.A.1) :

. S8 (D) . $PL (D)
, idC(A) L 4 , id(A’) L ,
A,fﬁdw(b ) > A‘D < _ A,ywww(m )
dedw(ﬂ') > A ¢ Uffdw(ﬂ')

@
L
R

Uﬁﬂﬂ(Did(b‘)) Uffd(Did(D'))

ﬂa/Did(A‘)

E ”~

vDid(D') UDid(ﬂ')

l }

(1 /DidcAr y) 7DD (1 /Didcar ) FHDIAD D)

corep;\\\i j///zoreps

Did(&‘)Did(m') (ﬂz/Did(&’))Did(D')

Définissons maintenant les &-réflexions suffisamment

générées“) s

Définition S : S8i ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¥-réflexion,

si A, est une petite sous-catégorie pleine de A , si on
note J, : A, & A 1le foncteur injection canonique et si
on désigne par :

(4>
on trouvera des exemples de P-réflexions suffisamment

générées en Section C, §§6.35 et 6.6 (i.e. en [S.C.C.C.D.
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Licd = Ay — M CA)
Ro B A
agtAgs—> Agz P (g ag) -uy) (O)

35: 1, — A(Ry,:Rg2)

(ce qu”on peut encore écrire :

Ligl = Ay — TN A
Ao B Ay
a, B [ag]
lorsqu’on identifie ag : 1, — A(Ay.Ayy)
et ayg(0) et qu’on note - comme au 8§5.1 -
[agl = [ag(0)] = (nglagy) -uy) (0) la composante
connexe de ayo(0) dans A(Ay,Ay) )

le foncteur qui s’en déduit, alors nous dirons que
¥ = (A,F,»,0,R,A’) est suffisamment A, -générée si et seu—

lement si :

— pour tout objet A e Ob(A) et pour tout objet

-A' e ObA’) , l’applicationm) H

ACA,R(A’)) — Nat (N (A ([iy1(-) ,A) ,NI5CA) (Liy1C-) ,R(A’)))
c:AR(A’) P TNg(AY(Lig1(-) (o) -uy) (O))

c:ﬂ“—+ ACA,R(A’))
(qu’on peut encore écrire, comme précédemment :
A(A,R(A’)) — Nat(lNgCA) ([i51C-) ,A) ,NIoC(A) (L[iy1(-) ,R(A’)))
c b MNy(AY(Lig1C(-),[c]) )

est une bijection.

Ainsi, on voit que ¥ est suffisamment A -générée si et

(5
si H,K:C — C’ sont deux foncteurs entre catégo-

ries, on note (comme usuellement) Nat(H,K) la classe des
transformations naturelles de H vers K .
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seulement si :

pour tout objet A de A , pour tout objet A’ de
A’ et pour toute famille de fléches de A :

b = (ba : A — R(A'))Ao < ObAy) ’
a: ﬂg —> A(Ay,;A)
telle que :

ba = b31 » si f[al = [a,] ,
et

ba.ao = ba-ao .
dés que tout cela a un sens ,

il existe une unique fléche k(b) : A — R(A’)
de A telle que :
k(b) .a = ba .
dés que cela a un sens,

comme suggéré par le diagramme de A ci-dessous :

A —

k(b)

R(A’)

En utilisant la réflexion (A,F,v,0,R,A’) , obtenue (comme
décrit au 8§5.3) par restriction aux 1-fléches de 17amphi-

réflexion (A,F,»,0,R,Did(A’)) ), on voit aussi que ¥ est
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suffisamment A, -générée si et seulement si 3

pour tout objet A de A , pour tout objet A’ de
A’ et pour toute famille de fléches de A’ s

bt = by A — A p < obay) ,
a: 1, — A(Ay,A

telle que :

b; = b;1 » si [al = [a,1,
et

ba.F(ao) = ba-ao .
dés que tout cela a un sens ,

il existe une unique fléche k‘(b’) : F(A) — A’
de A’ telle que :

k’(b’).F(a) = b; ’
dés que cela a un sens,

comme suggéré par le diagramme de A’ ci-dessous :

> F(A)
F(a)
F(a1)
k’ (b’)
En particulier, on voit que, si ¥ est suffisamment

A,—générée , alors :

Section B - §5. - page 23



Section B - §5. sSuffisante complétude connexe

pour tout objet A’ de A’ , on a :

A = colim F(Ay)
Aoe0b (A,)
a’:F(Ay) » A" € A(F(AY) ,A")

dans A’ .

Plus simplement, nous dirons d’une 2-réflexion ¥ qu’elle
est suffisamment générée si et seulement s’il existe une

Ao pour laquelle ¥ est suffisamment Ag-générée .

Enfin, définissons les @-réflexions suffisamment

(6)
connexes .

Définition 6 : Si ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¥-réflexion,

si C est une sous—classe de Ob(A) et si A, est une
petite sous—catégorie pleine de A , alors on dit que ¥

est suffisamment Ag—connexe pour C si et seulement si :

- ¥ est suffisamment A,-générée,

— pour tout objet A e C de A et pour tout objet A, de
Ao » 1’application :

M_(A) (A_,(n_(£,(M) -ug) ()
m_cA) (A _,A) > N_(A) (A_,R(F(A)))

)

A (F(Ao) +FCAY)
(qui s*écrit encore, comme précédemment :
M _(A) (A ,Le (A T)
l'lo(A)(Ao,A) —> no(A)(Ao,R(F(A)))

b

A'(F(Ao),F(A)) )

(6)
on trouvera des exemples de P-réflexions suffisamment

connexes en Section C, §5§6.5 et 6.6 (i.e. en [S.C.C.C. D.

Section B - §5. - page 24



Section B - §5. suffisante complétude connexe

est bijective.

Clairement, une ¥-réflexion ¥ , suffisamment A -générée,

est suffisamment A,—connexe pour C si et seulement si :

— pour tout objet A, € Ob(A,) de A, , pour tout objet
AeC de A et pour toute fléche c : A, —— R(F(A)) de
A , il existe une fléche a : A, —> A de A telle que
€(A).a = c , comme représenté par le diagramme commutatif

de A ci-dessous :

&
)

e(A)

A 4

— R(F(A))

— pour tout objet A, € Ob(A,) de A, , pour tout objet
AeC de A et pour toutes fléches a , a, : Ag —> A
de A telles que &(A.a, = e(A).a, , il existe un entier
n 21 et (en reprenant la terminologie et les notations de
la Section A, 81.2 - i.e. de I[S.C.C.A.1) une famille
O4 35 O 5 =ea 5 Oy o 5 O, de chemins, éventuellement de
longueurs nulles, du graphe a composition A(A,,A) , tels

que :

a = CDdDmA(Ao,A)(a‘) ’
doma(%,m(a‘) = dmA(Ao,A)(a'z) )
cudcmA(Ao,A)(az) = C°°°"‘A<A°,A)(°‘3) s
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codomA( g s A (opn-2) = cudomA( Ag » A (cpn-4) »
domA(Ao,m(az,,_p = domA(%,A)(azn) ’
CDdDMA(Ao A (o) = a;

comme suggéré par le diagramme de A ci-dessous :

¢:(A2_-‘=.s\1

e(A)

e(A) -az

» R(F(A))

Ainsi, si ¥ est suffisamment A,—connexe pour C , on voit
(en particulier) que, pour tout objet Ae€eC de A , 1la
fléche &£(A) : A —> R(F(A)) est un guotient par (passage
aux classes ded connexité (du point de vue des objets de
Ay .

Plus simplement, nous dirons que ¥ est totalement
Ao-connexe si et seulement si ¥ est Ag-connexe pour

Ob(A) . Et nous dirons que L 4 est suffisamment connexe
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pour C (resp. totalement connexel si et seulement s’il
existe une Ao pour laquelle ¥ est suffisamment

Ao—connexe pour C (resp. totalement Ag,-connexe).

S.4. Laxifications et élargissements

Introduisons la notion de la.xificationm.

Définition 7 : Si ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une &-réflexion,

on dit que £ = (B,D) est une \P—laxification‘m si et

seulement si :
- ® est une amphi-syntaxe sur A ,
- D' est une syntaxe sur A’ ,

-2 est Ilg-modifiable, sa Ig—modification Mo () est
transportable (au sens de la Section A, 82.1 - i.e. de
[S.C.C.A.1) par le foncteur I, (F) : MNy(A) —— T (Did(A’))

et 1’on a =
No(F) .My () = D’

(compte tenu de 1’identification I (Did(A’)) =~ A’ ).

Alors, établissons la proposition suivante (ot 1’on reprend
les notations de la Section A, §82.2 et 4.3 - i.e. de
[S.C.C.A.]1 — et du §5.3, notamment) :

Proposition 1 : S¢ ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¥-réflexion

co-représentable et st £ = (B,D') est une ¥-laxification,

(? s ps . .
on trouvera des exemples de laxification on Section c,

§6.5 (i.e. en [S.C.C.C.D.

(8 . . . p . .
Oon dira aussi que 2 est une “Y-laxification” de 2D,

ou encore que D’ est la “¥-rigidification de D .
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alors on dispose d’un homomorphisme canonigue de syntaxes
RPA(L) s PPH(B) —> J’.?.dw(SD') sur l’adjonction (A,F,v,R,A’) ,
de sorte gue le carré (x) du diagramme commutalif ci-
dessous (ol les fléches en pointillés ne figurent gue pour
fixer les notations, i.e. désigner certaines fleches compo-
sées d’aulres antérieurement obtenues? représente un

produit fibré :

eeeeeeeeteeete e e eaeeenee i SO -~
A As,x
Sy
SRR £ — ~.
SPE_ (D) HFACL) N “w
, id(A’) 7 ,. R
Al ¢ — R ST D) fTTHD) a-i a2
coreps
(D)
u? () u®
y T D)
\L R <
A’ > A

Ainst, Il existe un unigue foncteur itnversidle :

PPH(D)

' D’

rendant commutatif le diagramme ci—-dessous :

/ As,x \
FPACD)
AP ST A
o .
FPHD projis,
A

projsz U’ywczb

<
A’ > A
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Calors, pour tout objet A’ de A’ et pour toute PPrAL(D) -
algebre de la forme (R(A’'),S) , on note :

I’ (RC(A’),S) =

S, Is,.'e

(C(RCA’) ;& ,A’) = (A75i_ () D
Preuve.

Posons 2= (A,),B,K,D) . Alors, par hypothése, on a
D' = (A’ NI (F) .M (P, (B) M (K) ,Mo(D)) .

Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter %r4(X) , en
utilisant les constructions de FPFPA(D) et
J’J’.dw(.b') = PrA(DiIid(D')) .

Maintenant, si A’ est un objet de A’ , on a, naturelle-

ment en tous objets B, et B, de B :

Ens(A(J(B,) ,R(A’)) ,GrComp(D(K(B,) ,K(B;)) ,A(J(B)) ,R(A’))))
>~ ( F étant adjoint a gauche de R )

Ens(A’ (F(J(By)) ,A’) ,GrComp(D(K(B,) ,K(B,)) ;A(J(B,) ,R(A’))))
>~ ( F étant amphi—-adjoint 4 gauche de R )

Ens(A’ (FCJI(By)) 3A") 4. ..
-« -GrComp(D(K(B,) ,;K(B,)) ,Did(A’ ) (F(J(B)),A’)))

>~ (adjonction de la configuration de base)

Ens(A’ (FCICB,) ) A ) , ...
-« -Ens(Ng (D) (K(By) ,K(B;)) ,A’ (F(J(B)) ,A))) .

En conséquence, si (R(A’) ,0) est une 2-sesqui-algeébre,
alors, pour tous objets B, et B, de B , a l1’applica-

tion :
o(B, ,B;)
A(J(%),R(A‘)) —_—> GrComp(D(l((Bl),K(Bz)),A(J(B,),R(A')))

correspond, par la succession précédente de bijections, une
application :

AO(B1,BZ)
A’ (F(J(B)) ,A’) » Ens(My(D) (K(B,) ,K(B;)) ,A’ (F(J(B,)),A’))
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et il est facile de vérifier qu’on définit bien ainsi une
D’ —algébre (A',kv) . La procédure réciproque étant égale-
ment applicable, on a donc construit un isomorphisme "cano—

nique" :

N ] D’

A g A = A°
((RCA’) ,0) ,A’) —> (A',Kc) .
de sorte que le diagramme ci-dessous est commutatif :

/ e, 2 N

D’ ] ¥/

A’ « \
2 projs; ///’

A'

v
>

On conclut alors facilement.

Fin de la preuve.

Prouvons de mE@me (en utilisant de nouveau les notations de
la Section A, 882.2 et 4.3 - i.e. de [S.C.C.A.] - et du
8§5.3, notamment) que :

Proposition 2 : St ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¥-réflexion

co-représentable et st £ = (B,D’) est une ¥-laxification,
alors on dispose d’un homomorphisme canonigue de syntaxes
RAI(L) 2 FHA(R) —> fﬂdw(ﬂ') sur l’adjonction (A,F,v,R,A") ,
de sorte qgue, dans le diagramme commutatiyf ci-dessous (ou
les fleches en pointillés ne figurent gue pour fixer les
notations, i.e. désigner certaines fléches composées d’au-—
tres, antérieurement obtenuesd, le carré (Xx) représente

un produit fibré :
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e e -~
A Aa, 2
o a,s
e S -~
S44_(D') geAdC L) N ™
, id(A") k2 .« R
A'D - - A,yﬂdw(ﬂ ) Af#d(m) z_‘ Am
corepa
UYMW(D')
UD (X%) tP
Uﬁdﬂ(ﬁ)
v R ¥
A’ > A

Ainsi, il existe un unigue foncteur itnverstibdle :

I R

, , D’
a,z ° Xa Al — A

rendant commutatif le diagramme ci-dessous :

//fi Aa,x \\\
PRI D)

AT Bam A
e 4 -
PAL(D) , pralja; s
Xa A

proja, L AACD)

A 4

A’ R > A

Calors, pour tout objet A de A’ et pour toute FPHAA(D) -
algedbre de la forme (R(A'),®) , on note :

I;,x (R(A’) ,®) = Ia,x ((RCA*) N ,A") = (A ,13,3(8)) D.

Preuve.

Posons de nouveau 2 = (A,J,B,K,D) . Par hypothése, on a
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toujours D' = (A’ ,Mo(F) .M (P, (B) ,M(K) ,M (D)) .

Nous laissons encore au lecteur le soin d’expliciter
XH8(L) , en utilisant les constructions de FPAL(D) et
yuadw(w'> = PALS(DId(D’)) .

Maintenant, si A’ est un objet de A’ , on a, naturelle-

ment en tous objets B, et B, de B :

GrComp(A(J(B,)) ,R(A')),...
- - -GrComp(D(K(B,) ;K(E,)) ,A(J(B) ,R(A’))))

>~ (F étant amphi-adjoint 4 gauche de R )

GrComp(Did(A’ ) (F(JC(B,)) ,A') ...
.« -6rComp(D(K(B,) ,K(B;)) ,A(J(B) ,R(A’))))

>~ ( F étant amphi-adjoint & gauche de R )

GrComp(Did(ﬁ')(r(J(Bz)),A'),...
-« -GrComp(D(K(B,) ,K(B;)) ,Did(A* ) (F(J(E)) ,A’)))

~ (amphi-adjonction de 1’amphi-configuration de base)

GrComp(Did(A’ ) (F(I(B,)) ,A) , ...
.. - Did(Ens) (Mo (D) (K(B,) ,K(B,)) ,A’ (F(I(B)) ,A")))

>~ (adjonction de la configuration de base)

Ens(Mo(Did(A’ )) (F(IC(B)) ,A') , ...
«» «Ens(MNy (D) (K(B,) ,K(B,)) ,A’ (F(J(B)),A)))

= (identification [IIg(Did(A’)) =~ A’ )

Ens(A’ (F(I(B,)) ,A ), ...
« -« Ens(Mg(D) (K(By) ,K(B)) ,A° (FCICB)) ,A))) .

En conséquence, si (R(A’) ., ® est une 2-amphi-algebre,
alors, pour tous objets B, et B, de B , au foncteur :

#(B, ,B,)
A(J(B,) ,R(A")) —> GrComp(D(K(B,) ,K(B;)) ,A(J(B,) ,R(A’)))

correspond, par la succession précédente de bijections, une

application :
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Ag(By B2)
A’ (F(J(B)) ,A) > Ens(My(D) (K(B,) ,K(B;)) ,A’ (F(I(B,)) ,A'))

et il est facile de vérifier qu’on définit bien ainsi une
D’ —algébre (A',ko) - La procédure réciproque étant égale-
ment applicable, on a donc construit un isomorphisme "“cano-
nique" :

2 , = ,
A Xa Ar —5 A
((RCA’) ,® ,A’') —— (A’ A

.D'
Y ’

de sorte que le diagramme ci-dessous est commutatif :
//f' Aa,z j\\s
proja; ///’

Tod v

A 4
P

Al

On conclut alors facilement.

Fin de la preuve.

Introduisons maintenant la notion plus générale

d’élargissemenfgﬂ

Définition 8 : Si ¥ = (A,F,»,0o,R,A’) est une T¥-réflexion
co-représentable, on dit que ¥ = (2,X' ,7,%X",D",%' ,D°) est

un Y-sesgui-élargissement (resp. un Y-amphi-élargisse—

(D
on trouvera des exemples d’élargissements on Section c,

§6.6 ¢i.e. on [S.C.C.C.D.
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(10} - .
ment) si et seulement si :

- 2 est une amphi—-syntaxe sur A et 7 est une syntaxe

sur A ,
-2 et D" sont deux syntaxes sur A’ ,

- X' 1 PLA(D®) — T est un homomorphisme sur A , lorsqu’on

prend & = (resp. & = & )(“’,

-X" : T - D” est un homomorphisme sur 17adjonction
(A,F,v,R,A’)

- % = J’MW(D') — D" est un homomorphisme sur A’ , lors-
qu’on prend & = (resp. & =4 ),

- £(8) = (»,2') est une ¥laxification,
— les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) le diagramme (d”homomorphismes) ci-dessous est com—

mutatif, lorsqu’on prend & =/ (resp. & =& ) :

K L4
FrA(D) — T
HUI(L(E)) x
P (D) > D
w P
(10) . R . .
Oon dira aussi que v est un “Y-sesqui-assouplissement”
(resp. un “Y—amphi-assouplissement™ de D’ relatif a g .,
ou encore que D’ est la “Y-sesqui-rigidification” (resp.

“la W-amphi-rigidification’ de T relative a & .

(14)

Jusqu'd présent, il nous a fallu développer séparément
ce qui était spécifique du cas des sesqui-algébres ot ce
qui L était du cas des amphi-algébres. A partir de mainte-
nant, on a fait suffisamment “converger” ces développements
pour que ce ne soit plus nécessaire, dou L-utilisation du
“grand joker” & (ainst que, plus loin, du "peotit joker"

& et, une seule fois, des ~jokers accessoires” $ et £ ).

Section B - §5. - page 34



Section B - §5. suffisante complétude connexe

(ii) dans 1le diagramme commutatif ci—dessous, ou les
deux rectangles intérieurs représentent des pro-—
duits fibrés :

AIT' T

« A Xa A’
N
ar
, JV ~ Y
id(d X A < R A [id ¥ Xy idcan
' IF "~
u.?&d(w) /
A-?’M(-‘D) - AJ'&#(:D) xa A
le foncteur :
1d X <y ida ) : AT x A0 5 ATEED |,
A A A
est injectif, lorsqu’on prend & =r (resp.
& =4,
(iii) le foncteur id(&')x H A"D" — A"?MW(‘D ) & A"D'
est un isomorphisme (autrement dit, x’ est une

isologie), lorsqu’on prend & = » (resp. & = & ).

Evidemment, si & = (B,K* ,T,X"”,D",9%" ,D') est un ¥-am-—
phi-élargissement, on voit (en reprenant, pour inj(®) , la
notation de la Section A, 84.3 - i.e. de [S.C.C.A.] - et,
pour in.jw(.D') s celle du §5.2) que :

FH(E = (B, K . inj(B®) , T, K" ,D", 9% . injw(.b') 2’ )

est un ¥-sesqui-élargissement, dit sous-jacent & % .

De mBme, on vérifie facilement que, si £ = (2,D') est une
¥-laxification, alors :

F(EL) = (B,id(PPH(R)) ,FLA(D) ,HFPH(E) ;...
. ..)’J’d‘p( D’) ,id(J"J".ﬂ‘p(.D')) + D’ )
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et :
P (L) = (BD,Ang( D)  PHIAL(D) , HAA(L) ,J’dd\p(ﬁ' ) ,u;;‘p(m' ) ,D’)
sont deux ¥-sesqui-élargissements, tandis que :

HCL) = (B,id(FPHL(D)) ,SAL(D)  HAA(EL) 5 ...
.- ..)"ddw( D’) ,id(f.ﬂ.ﬂ'\p(.D' )),D')

est un ¥amphi-élargissement (dont le Y¥-sesqui-élargis—
sement sous—jacent est FPF(H(L)) = F' (L) ).

Dés lors, il est facile d’établir (en reprenant, notamment,
les notations de la Section A, §4.3 — i.e. de [S.C.C.A.]1 -

concernant coreps et corepa ) que :

Proposition 3 : Si ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¥-réflexion
co-représentable et si 8 = (B,K T, K",D",% ,2°) est un

Y-sesqui-élargissement C(resp. un Y-amphi-élargissement 2,
alors le trapéze (XX%) du diagramme commutatif ci-dessous
Cou les fléches en pointillés ne figurent gue pour fixer
les notations, i.e. désigner certaines fleches composées
d’autres antérieurement obtenues> représente un prodult

fibré :

Aa,s
e -
coreps id(A) x* id(A’) x’ id(A’ )‘9&'4\11( D)
/ ~ N ¢ \ ¢ 9(" V4 ~ y / = N
‘ m( 3) A A' D" A‘ (D, A' ﬂ'

24(D) " U?&.dw(.‘l)'
(XXxX%) .
Ty

torsgu’on prend & =85 Cresp. &« =a), & =27 Cresp.
%t =H>, $=A Cresp. $=AD et £=U C(resp. £ =VUD.
Ainsi, il existe un unigue foncteur inversible :

T D’

: A

a8 ° A — A’

A
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rendant commutatif le diagramme ci-dessous :

/ Ay
I .
////, &,3 > A'”
/ R u
Ao
lorsgu’on prend & = s (resp. & = ao et & = C(Cresp.

& = A O.
Alors, pour tout objet & de A’ et pour toute T—algeébre
de la forme (R(A’'),®) , on note :

8(R(A'),S) = I&’s((R(A'),Q),A') = (A',i&,z(S)) ,
lorsgu’on prend & = s (resp. & = a J.

Preuve.

En effet, le diagramme commutatif ci-dessous :

/ XEACECE) \

F2I(D) A,f&d ')

A

UJ’M( ¥ ) W\IJ( D)

A < R A’

représente un produit fibré, en vertu de la proposition 1
(resp. de 1la proposition 2) précédente, lorqu’on prend
& = (resp. & =4).

FPar conséquent, si on considére le produit fibré représenté

par le diagramme commutatif ci-dessous :
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Ay
u ';\
: &7 xy A
pz
A < il
il existe un unique foncteur Vv’ a7 SE8L (D)

M X2 A'— A w ’
.
évidemment injectif (en vertu de la propriété (ii) de 1la

AO

définition 8 précédente), rendant commutatif le diagramme

ci—-dessous :

2&4(2(3))
1d(A)

Pret 3) TG (D)
D) \ v' U (D)
Ao ,8
DN
A'

De plus, par hypothése (en vertu de la propriété (i) de 1la
définition 8 précédente), 1le diagramme ci-dessous est

commutatif et (en vertu de la propriété (iii) de la défini-

tion 8 préceédente) id(A)X : a'P" 5 A TEHDD) o ot
inversible :
Rm(.tw))
id(Ay X id(a )%
x'l s
A.m.«m A.T R A’ 2 A W‘P(.‘D )
. . , D" F
Il existe donc un unique foncteur V& g A — A Xa A’
s

rendant commutatif tout le diagramme ci-dessous :
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XBACLCE))
ideay X ida )X
N =
x" ,
ATHHD o7 R A, A PEILD)

A « A’
On conclut alors facilement (que V& " admet pour inverse
. R ANt , ’
(id¢(A )™ ) . v& g -

Fin de la preuve.

Si ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¥-réflexion, nous di-
rons d’une ¥-laxification £ = (2,2’) qu’elle est petite
si et seulement si 2P est une amphi-syntaxe petite ou, de
maniére équivalente, si et seulement si 2D’ est une syn-—
taxe petite. De plus, si ¥ est amphi-co—compléte, nous
dirons de £ qu’elle a un rang si et seulement s’il existe
un ordinal régulier a pour lequel 2 est d’amphi-rang

fa et D est derang =< o .

De méme, si ¥ est une ®-réflexion co-représentable, nous
dirons d’un ¥-sesqui—-élargissement (resp. d’un ¥-amphi-
élargissement) & = (P,%’ T, X"”,D",% ,D') qu’il est petit
si et seulement si P est une amphi-syntaxe petite et 7
et D" sont des syntaxes petites (ce qui impose que 2’
est une syntaxe petite). De plus, si L 4 est amphi-co-
compléte, nous dirons de & qu’il a un rang si et seule-
ment s’il existe un ordinal régulier o pour lequel 7 et
2” sont de rang < o (ce qui impose aussi que 2 est

d’amphi-rang < a et que D' est de rang =< a ).
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5.5. Suffisante complétude et suffisante complétude

(12)
connexe

Introduisons 1la notion d’algébre d(canoniguement>)

P-guotientable.

Définition 2 : Si ¥ = A,F,»,0,R,A’) est une ¥-réflexion
et si 7 = (A,V,5,W,T) est une syntaxe sur A , on dit

qu’une J-algébre (A,7) est Y-guotientable (du point de

vue des objets de $ O si et seulement si :

— pour tout objet S e€ 0Ob($) , 1’application :
A(V(S) ,e(A)) = A(W(S) ,A) —— A(W(S) ,R(F(A)))

est surjective,

— pour tous objets §, , §, € Ob(®) , il existe une (néces-
sairement unique) application :
7(51’52) /7e(RA)
A(V(Sz) sR(F(AY)Y)) —> Ens(U(N(S‘) ,w(szn ,A(V(SR sR(F(AY)))

rendant commutatif le diagramme ci-dessous :

&(V(Sz) s A
A(V(Sz),s(ﬁ)) K('S‘,Sz)

A(V(Sz) +yR(FCA)))

7(S,,8)) /a(h @S(F(W( 5,),W(S,)) + A (V( s> »€(A)))
Ens(TCW(S ) ,W(S_)),AV(S ) ,R(F(A)))

Ens('ﬂ'(N(S‘) ,N(Sz>) ,A(V(S‘) +A))

Autrement dit, (A,T) est ¥—quotientable si et seulement

si =

(12)
on trouvera des exemples de suffisante complétude ot de

suffisante complétude connexe on Section Cc, §§6. 5 ot 6. 6

(L.e. en [S-C-C-C- ])-
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— pour tout objet S € 0b(S%) et pour toute fléche
x' ¢ WS) —— R(F(A)) de A , il existe (au moins) une
fléche x : W(S) —> A de A telle que &(A).x = %' ,

comme représenté par le diagramme commutatif ci-dessous :

V(S

v

A X’

s(A)J

R(F(A))

— pour tous objets S , S5 € Ob(S) , pour toute fléche

t : WS) — W(S) de T et pour toutes fleéches
X2 3 Y2 8 WS) — A de A |, si 1’on a
€CR) -%; = (A .y, ( =x3 ) , alors on a

e(A) - (x5 e B = &(A -y, B (=x) , comme représen—

té par le diagramme commutatif ci-dessous :

t
T 1
] [}
4 '
X
2
A <
c(A)l
R(FCA)) <

Evidemment, la définition des algébres ¥—quotientables est
exactement celle qui convient pour qu’une telle 7-algébre
(A,7) puisse 8tre "quotientée par (ou le long de) &(A) "“.

Précisément, on a :
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Proposition 4 = St ¥ = (A,F,»,0,R,A") est une T-ré-—

flexion, st J est une syntaxe sur A et st (A,T) est
une J-algedbre VY-guotientable, alors il existe une et une
seule structure de T-algébre (A,T)/e(A) = (R(F(A)) ,T/£(A))
sur R(F(A)) d(qgu’on appelle, dbien entendu, la ” T-algebdbre
¥-guotient de (A, 7) par e(R) 7O pour laguelle
e(A) = (A, T) — (R(F(A)) ,7/6(A)) est un homomorphisme.

Preuve.
Il est clair que, pour tous objets S » S € 0b(S®) , il
suffit de, et il faut, poser :

T/S(A)=(91 ,Sz)

T(S‘ ,Sz) /e(hA)
A(V(Sz) +JR(F(A))) — lEns('lT(W(S‘) ,W(Sz)) ,A(V(S‘) +R(F(A)))).

Autrement dit, pour tous abjets S, s S, €« Ob(®) , pour
toute fléche ¢t : W(S,) —— W(S,) de T et pour toute
fléche x; = V(S,) —— R(F(A)) de A , il suffit de, et

il faut, poser :

X2 ‘r/ecm T T EA -G - B,

en choisissant arbitrairement une fléche x, : WS) — A
de A telle que &(A).x, = x; .

Fin de la preuve.

Introduisons maintenant 1la notion de suffisante
complétude.

Définition 10 : Supposons que :

-¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¥-réflexion co-représentable
et amphi-co—compléte,
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— 8 = (B, K T, K", D",% ,D') est un ¥-sesqui-élargissement
(resp. un Y-amphi-élargissement) petit et ayant un rang
(par conséquent, en vertu de la proposition 1 de la Section
A, 82.3 - voir [S.C.C.A.1 - , le foncteur LfT H A‘T — A
admet un adjoint a gauche L“T t A —» A‘T ),

- X est une sous—classe de la classe O0Ob(A) de tous les
aobjets de A .

On dit que (¥,8) est un couple possédant la propriété de
suffisante (¥-)sesgui-complétude relativement ¢ X (resp.
de suffisante (B-lamphi-complétude relativement & X ) si

et seulement si :

— pour tout objet X de X , la F-algébre L‘T(X) s libre-
ment engendrée par X , est ¥—quotientable.

Evidemment, si (¥,8) a la propriété de suffisante amphi-
compl étude relativement a X , alors (¥,X$(%) a la pro-
priété de suffisante sesqui-complétude relativement A X
(en reprenant la notation du 85.4, concernant le sesqui-
élargissement JS$(8) , sous—jacent & 1’amphi-élargissement

originel € ).

Plus simplement, nous dirons que (¥,8) a la propriété de
suf fisante sesgui-complétude (resp. de suffisante amphi-
complétude) si et seulement si (¥,8) a la propriété de
suffisante sesqui-complétude (resp. de suffisante amphi-
compl étude) relativement A& la classe X = Ob(A) .

Si (F,8) a la propriété (formelle) de suffisante complé-
tude, alors il y a suffisante complétude - au sens plus
classique du terme - pour les 2’ —-algébres libres, i.e.
elles sont quotients des 7—-algébres libres. C’est le sens

de la proposition suivante :
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Proposition S5 : Supposons gue ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est unre
d-réflexton et gue E = (B, K" T, K", D", , D) est un

Y-sesqui-élargissement (resp. un V-amphi-élargissement).

Si X est une sous—classe de O0Ob(A) et st (¥,8) est un
couple possédant la propriété de suffisante sesgui-
complétude Cresp. de suffisante amphi-complétuded relative-—
ment a X Csi bien gque, en vertu de la proposition f de la
Section A, §2.3 -  woir [S8.C.C.A.1 -, le fonctewur
U‘T H A'T —> A admet un adjoint a gauche L'7 t A > A"r et
le foncteur Uz)' H A"D' — A’ admet un adjoint & gauche
L'b' :t A > A"”' D, alors, pour tout objet X de la classe

X , on dispose successivement de :

- la T-algébre L‘T(X) = (Ax,'rx) s @ul est librement engen-—
drée par X ,

- la T-algebre L’ (X)/e(A) = (RCF(AD),7,/e(A)) , qui est
P-guotient de LJ‘(X) par s(Ax) >

- la D’ -algebre I;,g(R(F(Ax)>’Txls(Ax)) = (F(Ax),ss() s Qui

est associée, en vertu de la proposition 3 du §5.4, & la

T-algebre (R(F(AX)),'rx/s(Ax)) » lorsgu’on prend & = 5
Cresp. & = a o,

et, dans ces conditions, (F(Ax) ,8;() est la D' —-algeébdbre
lidbrement engendrée par F(X) Cautrement dit, on peut
choisir le foncteur L'D : A — A"D » de sorte gque

(FCAY 03 = L2 (F(od D,

En particulier, st X contient la classe R(Ob(A’)) ,
naturellement en tout objet X’ de A’ , la D -algebre
L'D‘(X') » Llibrement engendrée par X , s’identifie au
Y-guotient de la F-algedre LT(R( X)) , librement engendrée
par R(X’) . A fortiori, Il en est évidemment ainsi st
(¥,8) posseéde la propriété de suffisante sesgqui-complétude
Cresp. de suffisante amphi-complétuded.
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Preuve.

On se réféere au diagramme ci-dessous :

m N
X | A A l
X AX (Ax,'rx)

v

e(X) s(Ax)
h h
< Jl
R(F(X)) R(F(Ax))
R(a:;\\\s R(h%) :
RCA') (RCA") ,7)
éunué* ....................................
A A .
F(X) F(Ax) : (F(Ax),sx)
a'\ / h’
A’ A’ ,9)
Supposons que (A’ ,8') est une D' —-algébre et que

a : F(X) —— A’ est une fléche de A’ .
I1 existe donc une unique fléche h : Ax —> R(A’) de A
telle que :

- h: (Ax,rx) — (R(A’) ,7) est un homomorphisme de F—-al-
gébres, si on pose I; 8((R(A'),T)) = (A’ ,8%) ,

-
- h-mx = R(a’) -e(X) (en notant M,m,n) la monade sur A
déduite de 1’adjonction de L?‘= A —> Aa' 4 gauche de

U? H Ag'———; A ).

Alors, il existe une unique fléche h’ : F(Ax) — A’ de
A’ telle que R(h')-s(Ax) = h .
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I1 est facile de vérifier ("par passage au quotient”) que
h’ = (F(Ax) ,8;() — (A’ ,9) est un homomorphisme de 2’ -~
algébres, et puis de conclure.

Fin de la preuve.

Introduisons enfin la notion de suffisante complétude

cConNnNexe .

Définition 11 : Supposons que :

- ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¢-réflexion co-représentable,

amphi—-co—compléte et amphi-compleéte,

— 8 = (BD,K G T3 K"y D" ,3" D) est un ¥-sesqui-élargissement

(resp. un ¥—amphi-élargissement) petit et ayant un rang,

— X est une sous—classe de la classe 0b(A) de tous les
objets de A ,

- Ay, est une petite sous—catégorie pleine de A ,

— C est une sous—classe de la classe 0Ob(A) de tous les
objets de A .

On dit que le couple (¥,8) posséde la propriété de suffi-
sante (E-)sesgui-complétude Ag-connexe pour C et relati-
vement 4 X (resp. de suffisante (2-)amphi-complétude
A,-connexe pour C et relativement & X ) si et seulement

si :

- ($,%) a la propriété de suffisante sesqui—complétude

(resp. de suffisante amphi-complétude) relativement a i ,

- ¥ est suffisamment A, -connexe pour C .
I1 est clair que, si ¥,8) posséde la propriété de suf-

fisante amphi-complétude A, —connexe pour C et relati-
vement &4 X , alors (¥,r$(8)) posséde la propriété de
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suffisante sesqui-complétude Ag-connexe pour C et relati-

vement a4 X .

Nous dirons, en particulier, que le couple (¥,8) a la
propriété de suffisante sesqui-complétude Ay-connexe (resp.
de suffisante amphi-complétude Ag-connexed si et seulement
si (¥,8) posséde la propriété de suffisante sesqui-
compl étude A —connexe (resp. de suffisante amphi-compl étude
Ago—connexe) pour C(W,z) et relativement A Ob @A) ,
lorqu’on pose :

C / X' e Ob(A’) } .

r,8) { Arexy
Plus particuliérement encore, nous dirons que le couple
(¥,8) posséde la propriété de suffisante sesgui-complétude
totalement Ag—connexe (resp. de suffisante amphi-complétude
totalement Ag-connexe) si et seulement si (¥,8) posséde
la propriété de suffisante sesqui-complétude A, ,—connexe
(resp. de suffisante amphi-complétude A, -connexe) pour
Ob(A) et relativement a4 Ob(A) .

Plus simplement, nous dirons aussi d’un couple (¥,8)
qu’il a la propriété de suffisante sesgui-complétude
connexe (resp. de suffisante amphi-complétude connexe) pour
C et relativement & X si et seulement s’il existe une
Ay pour laquelle (¥v,8) a la propriété de suffisante
sesqui—compl étude A, -connexe (resp. de suffisante amphi-

compl étude A,—connexe) pour C et relativement a X .

De méme, nous dirons d’un couple (¥,8) qu’il a la pro-
priété de suffisante sesgui-complétude connexe (resp. de
suf fisante amphi-complétude connexe) si et seulement s7il
existe une A, pour laquelle (¥,8) a la propriété de
suffisante sesqui-complétude A -connexe (resp. de suffi-

sante amphi-complétude A,-connexe).
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Et, bien entendu, nous dirons, enfin, d’un couple (¥,8)
qu’1l a la propriété de suffisante sesgui-complétude tota-
lement connexe (resp. de suffisante amphi-complétude tota-
lement connexe) si et seulement s’il existe une A, pour
laquelle (¥,8) a la propriété de suffisante sesqui-
compl étude totalement A -connexe (resp. de suffisante

amphi—-compl étude totalement A, -connexe).

Si (¥,8) a la propriété (formelle) de suffisante sesqui-
compl étude connexe (resp. de suffisante amphi-complétude
connexe), non seulement il y a suffisante complétude
(usuelle) "sémantique", i.e. pour les 2D’ -algébres libres
(vu la proposition 5 précédente), mais il y a aussi suffi-
sante complétude (usuelle) "syntaxique", i.e. pour la théo-
rie engendrée par 2’ , puisqu’elle est (équivalente & une)
image de la théorie engendrée par 7 . C’est trés exacte-
ment le sens de la proposition suivante (ol nous reprenons
les résultats, la terminologie et 1les notations de 1la
Section A, 82.4 - i.e. de [S.C.C.A.1) =

Proposition 6 : St (P,8) est un couple possédant la pro-

priété de suffisante sesgui-complétude connexe {(resp. de
suf fisante amphi-complétude connexed, alors on dispose d’un
homomorphisme "essentiellement surjectif” (dit “de rigidi-
fication” de la théorie engendrée par T wvers la théorie
engendrée par D'

RAGAA(L,8) : Ah(T) —> HA(D') = Hh(D")

rerndant commutatlif le diagramme ci-dessous C(ou on reprend
les notations du §5. 3, concernant .P&d@(@') et .9&ﬂ§($‘) 2,
gquand & = »# C(resp. & =4 O
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RAgAA(E,'8)
AT > HACD”) = dcﬁ(f&d‘p(:b')) = Hch(D')
cano(JT) cano (D) cano(D’)
T > D" —mm— f&di(@') — D
X b o &Mw( D)

Preuve.

Tout d’abord (en reprenant les notations de la Section A,
§2.4 — i.e. de [S.C.C.A.] - concernant notamment les caté-
gories de Kleisli), de la proposition S précédente (dont on
reprend également les notations et ouw X = 0@ ), il

résulte immédiatement qu’on dispose d’un foncteur :

Rigid(¥,8) : A, — A&7,
(X3 €A T ) > (F(X) ,(F(AYD ,9)))

rendant commutatif le diagramme ci-dessous :

Rigid(¥,%)

v
2
|
2

F

Maintenant, en nous référant au diagramme ci-dessous, sup-

posons que X; et X; sont deux aobjets de A’ et que
a’"  Xg — M (X)) est une fléche de A’ (en notant
M ,m ,n’) la monade associée A 1’adjonction de
Lﬂ' : A — A'ﬂ' a gauche de Ub’ H A‘wo —> A’ ) =
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p \\\\\s M(R(X?))

2
"‘ch )
(XXXX%) “AR(X'))
2
Aoz RCX?) RED , reme x2))
R(F(A o))
R(kl R(Xz)
e(PF) . b a. s(PF)
s(PF) b_ h™)
> R(F(PF))
A
Al
— Y a’ . MY
X‘ >» M ixz)
F%x:»?
hr hl-‘ = k'
F(PP)
D” aprés la proposition S précédente, nous avons
donc :

M (X3) = F(M(R(X3))) = F<AR(X')) -
2

Considérons alors le produit fibré représenté par le carré
commutatif (XX%X) du diagramme précédent et supposons,
précisément, que ¥ est suffisamment A,—connexe pour
C -

(¥,8)
Si A,y est un objet de A, et si a : A, —> R(XD
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est une fléche de A , il existe (puisque ¥ est suffi-

samment Ag,—connexe pour C(\p gy } au moins une fléche
]
ro® Aoy — AR( X3) de A telle que :
(A = R(a’).a .

Rexz)’ "a

Par conséquent, il existe une et une seule fléche
b, : Agy —> PF de A telle que :

F':'ba = a et Pz‘ba =rg -

Si, de plus, a5 : Ry —> Ay, est une fléche de A, , il
est immédiat de constater que les deux fléches
ryrd% » ra-ao : Agy; — AR(X;) de A (c’est-a-dire les
deux foncteurs r.-3o s ra-ao : ’Dg —_— A(Aoz’AR(xé)) )
sont (i.e. s’identifient A&) deux objets connectés dans
A(Aoz,AR ) (puisque ¥ est suffisamment Ao,—connexe
(X3)

(¥,8) -

Les produits fibrés dans A étant "“des amphi-produits
fibrés dans A " et tout objet étant A& identité dans
A(Ay,,R(XD)) , il en résulte que 1les deux fléches
b -3 » b_ ag : Agp —> PF de A (i.e. les deux fonc-
teurs b_-ac s ba-ao : 'Ba — A(Ay,PF) ) sont (i.e.
s’identifient a) deux objets connectés dans A(A,,,PF) . On
en déduit que :

pour C

s(PF)-(ba-ao) = 's‘(PF)-I:)a'ao .

Alors, il existe une unique fléche k! = X; — F(PP) de
A’ telle que :

— pour tout objet Aoy de Ao et toute fléche
a: Agy —> R(X) de A, ona R(k’).a-= €(PF).b_ ,
(puisque ¥ est - en particulier - suffisamment
Ay—générée).

En conséquence, si on désigne par h’ : F(PF) —— Xg

1’unique fléche de A’ telle que R(h’).e(PF) =p, , oOn
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voit que, pour tout obiet A,y de A, et toute fléche
a: Ay, — RXD , on a =

(R(h’) .R(k’)).a = R(h’) .(R(k’) .a)
= R(h’) . (&(PF) -b_)

(R(h') -e(PF)) -ba

= pi'ba = a

et donc (puisque ¥ est suffisamment A, —générée) on a

aussi :
RC(h’) .R(k’) = id(R(XJ))

et, par conséquent (puisque (A,F,p,w,A’) est une
réflexion) :
h' .k = id(Xy) .

De méme, on voit que, pour tout objet A,, de Ay et

toute fléche c : Agy —> PF de A , on a :

(RCk’) .p,)-c = R(k’).(p,-©)
e(PF) b,
£(PF) .c

(puisque ¥ est suffisamment A, -connexe pour C(\p )
]

et parce qu’il est facile d?établir, comme précédemment,

que c et bp c Sont connectés dans A(A,,,PP) )
.-

et donc (puisque ¥ est suffisamment A, —générée), on a
aussi =
R(K’) .p, = e(PF) ,

d’olu :

R(k’) . (R(h’) .e(PF))
R(Kk’) -py
= e(PP) ,

(R(k’) -RC(h’)) .£(PF)

ce qui permet de conclure, par unicité (résultant de 17ad-
jonction de F : A — A’ A gauche de R : A —— A ),
que :

k' .h' = id(F(PF)) .
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I1 en résulte que le diagramme ci-dessous commute :

F(p,)
F(PF) > F(MC(R(X}))) = M (X)) —
F(e(PP)) |~
L
F(R(F(PF))) ~|F(&(M(R(X?))))
F(R(h’)) | id(M (X))
2
+ F(R(a’)) v
F(R(X!)) - F(R(M' (X))
w(X?) |= >lo(M’ (X2))
<+ a’ hd
x; > M (Xz) €

On en déduit que Rigid(¥,%) : Ay,-——a A&Y est un foncteur
essentiellement surjectif (i.e. surjectif sur une sous-—
catégorie pleine de A, pour laquelle 17injection canoni-
que est une équivalence).

Reprenant les considérations de la Section A, 82.3 (i.e. de
[S.C.C.A.]1) concernant les catégories de Kleisli et les
achévements de syntaxes (i.e. les théories qu’elles engen-
drent), on conclut facilement.

Fin de la preuve.

On laisse au lecteur le soin de "relativiser" la proposi-
tion précédente, dans le cas d’un couple (¥,8) possédant
la propriété de suffisante sesqui-complétude connexe (resp.
de suffisante amphi-complétude connexe) pour C et relati-
vement 4 X , lorsque C et X sont "mutuellement assez

riches" vis—-a-vis d’une sous-classe C’' de Ob(A’) , i.e.
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quand :
- X contient R(’') ,

- C contient A = /X ecCc' },

reery = $ Prexes
- €' contient F(X') ,
— pour tous objets X et X; de (' et toute fléche
a’ : X{ — F(Ah(Xé)) de A’ , 1’objet (produit fibré)
PF (du diagramme commutatif (xx%X) de la preuve précé-
dente) est élément de X ,

(alors, il remplacera :

- AAh(T) par la syntaxe dbﬁx(33 s canoniquement définie
"sur" la sous—catégorie pleine Ag de AJ, dont les seuls
abjets sont les (X,(Ax,rx)) s OO X est élément de X ,

- (D) par la syntaxe dkﬂp (D') , canoniquement
définie "sur" la sous-catégorie pleine A'g, de Ab,
3' .

dont les seuls abjets sont les (X',L (X)) , o X' @est
élément de C’ ).

S.6. Un premier cas particulier de suffisante complé-

tude (totalement) connexe™®

Supposons que ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une ¢-réflexion
co-représentable, amphi-co—-compléte, amphi-compléte, tota-
lement A,-connexe (au sens du §5.3) et A,-identitaire dans

le sens suivant :

(i) pour tout objet A, € Ob(Ay) et tout objet

(£ %) . .
on trouvera un exemple de ce cas particulier en Sec-

tion c, §6.5 (i.e. en [S.C.C.C. D.
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A e Ob(Ad) , le graphe A& composition A(A,,A) est identi-
taire (au sens de la Section A, §1.2 - voir [S.C.C.A.1),
i.e. tel que ObId(A(A,,A)) = Ob(A(Ay;A)) .

Supposons aussi que £ = (?,9’) est une ¥-laxification (ou
2=(A,J,B,K,D) et D' =(A’,N(F) .My ,M,(B) sIo(K) ,MIoCD) ) )

ayant un rang et vérifiant :

(ii) pour tout objet Be Ob(B) de B , il existe un en-
tier n(B) et une famille A(B, , ... , A(B), g5 d’ob-

jets de A, tels que J(B) = L Ag(B); dans A .
1<icnem)

Alors, si A est un objet de A , on voit que :

— pour tout objet B de B , on dispose du "diagramme"
commutatif suivant (ou, concernant [e(A)] , on reprend la
notation du 85.1 et des conventions d’écriture analogues a

celles adoptées au 85.3) :

M_(A) (ICB) , Le(A 1)

no(A)(J(B),A) > no(A)(J(B),R(F(A)))

= (par définition) (par adjonction) =~

no(A(J(B) sA)) A’ (F(I(B)) ,F(A))

= (en vertu du (ii)) (en vertu de (ii)) =

no(A( U A (B ,A)) A'(F(C U Ag(B) ;) ,F(A))
tiiintl) af_i._h(l)

> ( A étant amphti- ( F étant un adjoint =~
co—compl éte) a gauche)

no( n A(Ax(B);,A)) A ( F(Ag(B);) ,F(A))

1ii.in(ﬂ) 1ii,ih(i)

> (g = GrComp —— [Ens (le foncteur =~
commutant aux produits A’ (-,FA))
de graphes a composi- commutant aux
tion identitaire ) produits)
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no(A(Ao(B)-L,A)) A’ (F(A(B) ) ,F(A))
1_i.<-n(ﬂ) l_iin(D}
~ (par définition) (par adjonction) =~
n no(A)(AO(B)-‘,A) HO(A)(AO(B)-‘,R(F(A)))
1<i<nem) l 1<iL<n(B) T

M_¢A) (Ao (B , [eCA) 1)
l.<_i. n{(B>

Par conséquent (¥ étant totalement A, -connexe et donc
no(A) (A(B,Le(A) ]) étant inversible pour tout objet tel
que A(B,; ), on voit que :

- pour tout objet B de B , 1’application :

no(A) (B ,le(A D
HO(A)(J(B),A) > Ny (A) (J(B)) ,R(F(A)))

est bi jective.

11 est facile d’en déduire (compte tenu notamment de (i))

que :

— pour tout objet B de B et pour tout objet G du
graphe & composition Gg.comp (sous—jacent a 1’esquisse
Egrcomp des graphes A composition, telle que décrite en
Section A, §3.3 - i.e. en [S.C.C.A.1), 1’application :

A(CCI(B)(B) ,e(A))
A(CI(B)) (B) ,A) - A(CCI(B)) (B) ,R(F(A)))

est surjective.

Maintenant, si (A, ® est une 2P-amphi—-algébre, on voit
que =

— pour tous objets B, , B, € Ob(B) , on dispose de 1’ap-
plication (composée) définie comme rendant commutatif le

diagramme ci-dessous :
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A'(F(J(Bz)) +F(A))

&

n (A(KB) ,R(F(A))))

\n‘:(ust,az))

& (B‘ ,Bz) rto(Gr'CDmp(D(l((B‘) ,K(Bz)),A(J(B‘) yR(F(AY)Y)))

no(ﬂo(b(l«B‘) ,l<<Bz>),A(J<31> +R(F(A)))))

n o (Did(Ens) (% (D(K(B ),K(B,))), = _(A(KB ) ,R(F(A))))))

b

[Ens(ao(D(l((Bt) ,K(Bz))) « A (F(J(Bt)),F(A)))

Alors, il est facile de vérifier que :
- (F(A) ,%') est une 2’ -algébre,

- la FU4(2) —algébre (A,u) = corepa(®) (A, (canoniquement
associée, comme en Section A, §4.3 - i.e. en [S.C.C.A.] - A
la 2-amphi-algébre (A,® ) est ¥-quotientable (essentiel-
lement parce que les A(C(J(B))(B),e(A)) sont surjectives
et parce que (A,u) est associée A& une amphi-algébre) et :

Ia,”(x)((A,#)/a(A)) = (F(A),®")
(en reprenant les notations du §5.4 - concernant (%) et
Ia,d(.‘t) — et celles de la proposition 4 du §5.5).

I1 en résulte que (¥, HC(L)) (resp. W,r (£)) ) a la
propriété de suffisante amphi—-compl étude totalement
Ao—connexe (resp. de suffisante sesqui-complétude totale-
ment Aj,-connexe), lorsqu’on reprend les notations du §5.4

concernant J»'(¥) .
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S.7. Un deuxiéme cas particulier de suffisante complé-

tude (totalement) t:t:mnexe‘“>

Si n=21 et m sont deux entiers et si
g: {1,...,my x {1,...,n} ——> N est une application, on
note G(qg) le graphe a composition (trivial) défini comme
suit :

-0b@(a) ={ G /1 <ps=<mIu{B;/1<g=<n} ,

- ObId(G(@)) = & ,

- F1G(g)) = { (pyi,q) : 6, —> B /1 S p<m,...
eeal 21 £ g(p.q) 5.--
.e.1 £ g<n }

et donc représenté par le diagramme ci-dessous :

G e
1

P
e G
G e n
m
Alors, si f = G(g)°p —> GrComp est un foncteur tel

que :
— pour tout 1 = p< m, le foncteur :
e(f(6)) : f(§) —> did(no(f(Gb)))

est bijectif (si, pour tout objet & de GrComp , on pose
e(G) = VW(G,no(6G))(id(ng(6))) : & — did(ng(G)) ou, rap-

14 . )
on trouvera un exemple de ce cas particulier en Sec-

tion c, §6.5 (.e. en [S.C.C.C.D.
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pelons-le, (ng,v,did) est l1’adjonction de la configura-
tion de base),

- pour tout 1< gqg=<n, le graphe & composition f(6
est identitaire (au sens de la Section A, §81.2 - voir
[S.C.C.A.1 - , i.e. tel que Ob(f(Gy)) = ObId(f(GY) ) ,

il est facile de vérifier que :

o lim f(6) ) lim o (£(6))
G € G(g G € G(g)
(on pourra dire que ng commute aux limites projectives

connectantes itdentitaires).

Supposons que ¥ = (A,F,»,0,R,A’) est une -réflexion
co-représentable, amphi-co-compléte, amphi-compléte, tota-
lement Ag-connexe (au sens du §5.3) et Ag-identaire (au
sens du §5.6) et que A,, est une sous-catégorie pleine de

A, telle que :

(i) pour tout objet A,, € ObA,,) de A,, et pour tout
objet A€ Ob(A) de A , le foncteur :

A(Aop s£C(A)
ACAg s A > A(Ago sRIF(A))

Ay

Did(A’) (F(Aye) sF(A)

est bijectif (moyennant quelque abus de notation, concer-—
nant A(Ay,,e(A)) ).

Supposons aussi que £ = (2,D°) est une P-laxification (ol
2=(A,J,B,K,D) et D' =’ [ (F)  -Mg(P ,M(B) ,M (K) ,My (D)) )
ayant un rang et telle que, pour tout objet B € Ob(B) de
B , il existe deux entiers n(B 2 1 et m(B , une ap-
plication :

9g * {1,...,m(B)} x {1,...,n(BY} — N
et un foncteur :
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fB : (B = G(gB> — A

tels que :

(ij,) pour tout 1 = p < m(B) , on a fp(Bp) € Ob(Age) ,

(3ip) pour tout 1 < q = n(B) , on a fB(B&) € Ob(A,) ,

(iig) J(B) est la co-limite de {B : (B — A .

Par conséquent, si A est un objet de A , on voit que :

— pour tout objet B de B , on dispose du "diagramme"
commutatif suivant (ou, concernant L[e(A)] , on reprend la
notation du 85.1 et des conventions d’écriture analogues a

celles adoptées au §5.3) =

n0<A> (I(B ,Le(A) 1)

ﬂo(A)(J(B),A) - HO(A)(J(B),R(F(A)))
= (par définition) (par adjonction) =
no(A(J(B>,A)) A’ (FCI(B) ,F(A))
= (en vertu de (jiy)) (en vertu de (jjg)) =
no(A( colim fB(G),A)) A’(F( colim fB(G)),F(A))
G € G(B) 6 € G(B)
>~ ( A étant amphi-— ( F étant un adjoint =~
co—-compléte) a gauche)
r ( lim A(fB(G),A) ) A’( colim F(fB(G)),F(A>)
6 € &B)°F 6 € &(B)
> (en vertu de (j), (le foncteur =
(iiy) et (ji;) et A’ (-,F(A))
ng ¢ &Comp — [Ens commutant
commutant aux aux
limites projectives produits)

connectantes identitaires)

lim n (A(f_(B),A)) lim A’ (F(F,(B)),F(A))
6e&mP © B 6 e G(B)°P B
= (par définition) (par adjonction) =~
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lim N_(A) (Fo(B) ,A) lim M _CA) (£ _(B) ,R(FC(AY))
6 e G6(B)°P °| B 6e 6B ° TB
lim M _CA) (£.(6) ,Le(MA 1)
6 e 6G(B°P ° B

Alors, par pure recopie de ce qui figure au 85.6, on
conclut que (¥,4(%)) (resp. (¥, 7' (L)) ) a la propriété de
suffisante amphi-complétude totalement A,-—connexe (resp. de
suffisante sesqui-complétude totalement Ag,-connexe), lors-

qu’on reprend les notations du §5.4, concernant (L)
(resp. X»’'(£) ).
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