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DI AGRAMMES VOLUME 27 , 1992

NOTE SUR UN RESULTAT DANS L’HOMOLOGIE SECTIONNELLE

Juan-José Arrabal

En 1977, Shih [4] a introduit, pour 1l’étude des
sections d’une application f:Y—X de classe Ck, ou Y et
X sont des espaces de classe c* avec O=k=w, une
nouvelle "homologie" appelée homologie sectionnelle

Cette homologie, introduite d’abord dans le cadre
de la résolution des systémes d’équations aux dérivées
partielles, intervient également dans 1les problémes
liés aux singularités des applications différentiables.

Dans le cas d’une application f:Y—X de classe c
avec k>0, un g-simplexe sectionnel de £, k-fois
différentiable, est un couple (0,7) formé d’un
plongement a:Ad—ex de classe C* et d’une application de
la méme classe 7:Ad—»Y tels que 1l1l’on ait o=fy. Ces

simplexes constituent les générateurs du complexe C(f)k
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des chaines sectionnelles dont 1l’homologie, notée
H*(f)k, est appelée homologie sectionnelle de classe c*
de f. Lalonde a établi le résultat fondamental suivant:
THEOREME S [3]: Il existe un morphisme canonique
(pz),:H.(f)i—»H,(X) qui, pour toute submersion £, est
un isomorphisme en dimensions * <n = dim X et une
surjection pour * = n.

Dans ce travail on donne un exemple qui montre que
ce résultat est faux sans l’hypotése de différentiabi-
lité. On prouve, en effet, que Hl(f) # 0 pour £ = id:
s?—s?. Oon a donc aussi un contre-exemple a
l’affirmation de Shih (voir [5]) sur 1l’homologie
sectionnelle continue de l’identité d’un C.W. complexe

fini.

1.~ DEFINITIONS.
Soit f:Y—X une application continue d’un espace
Y dans un autre X. Notons Aq le g-iéme simplexe
standard de R*™', defini par
A= (X% .- ,xq)elR‘”1 i%z0, Ix =1},
et considérons les couples (c,7) d’applications
continues

G:A{—ex, szi—eY (1)
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telles que o soit injective et foy=0c. Dans [5], on
désigne par ?q(f) le groupe abélien libre engendré par
ces couples.

Les projections p,: (0,7)—>0 et p,: (0,7)—>7
induisent des homomorphismes du groupe ?q( f) dans les

groupes libre des chaines singuliéres Sq(X) et Sq(Y) .

P, “/cl \pz (2)

S, (X) e—F——S_(¥)

Soit Sd l’homomorphisme de Subdivision barycentri-
que, défini dans les complexes de chaines S (X) et
S,(Y). Si pour l’application 7:Aq—->Y on a Sd 7¥ = 26171

(8 =*x1), alors Sd o = 8d fy = Zalfvi.

i
On peut donc définir sd dans S, (f) par

Sd(o,7) = 13 (£f7.,7))
Pour ce?”q( f) on a évidemment
p,Sd(c) = Sd(p,(c)) et psSd(c) = 5d p,(c) (3)
Les g+l faces al de Aq nous permettent
d’introduire un homomorphisme

q i
d =L (-1)'a =5 (f)— 5 _ (f).

i=0

1
Comme dans la théorie d’homologie singuliére, on a
d .d=0, et aussi Sd .d=d sd.

1 q -1'q q q

q-
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Considérons les groupes quotients

§_(f)

_ q
Cq(f) - "Ker qu :

Si a-be Ker qu, alors qu(a-b)=0. Donc, 0=dq(0)=
qudﬁ(a-b) = ded(dq(a)-dq(b)); C’est a dire, si a-be
Ker qu, dq(a)-dq(b)e Ker Sd¢4’ Par conséquent, d,
induit un morphisme sur C,(f), que l‘on notera aussi
par d, et qui vérifie d¢4°dh=°‘ Les groupes
d’homologie du complexe {Cq(f),dq} sont appelés groupes
d’homologie sectionnelle de f.

Un cycle de Cq(f) est représenté par une chaine
ce‘a’q(f) telle que qu-1(dq(°))=°° Si c et ¢’/ sont deux
représentants de zecq(f), alors 8Sd(c) = 8Sd(c’) et
piSd(c) = plSd c’, ou P, (i=1,2) sont les projections
définies dans (2). Donc, les applications

p,: zecq(f)—e plsd(c)esq(X)
p,: zecq(f)-e pZSd(c)eng)
sont des morphismes de complexes de chaines, et ils

induisent le diagramme commutatif suivant
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2.- CONTRE-EXEMPLE

Montrons maintenant qu’en général

P, :an(id)s_) H _ (X)

. 1

n’est pas un isomorphisme, X étant un CW-complexe fini
de dimension n et id:X—X l’application identique.

En effet, prenons pour X 1la boule fermée de

. . 2 s 9. a
dimension 2, D°, et considérons dans X 1la chaine

sectionnelle

C1= (0.110.1) + (0'210'2) + (0'3103)

I

ou o o, et o, sont les 1l-simplexes singuliers

1! 2

injectifs suivants:

Soit s, s, et s, les 1l1l-simplexes affines qui

forment le bord orienté du triangle ABC de la figure,
D2
Cl

©
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et f une application continue de ABC sur D’ telle que f
envoie AB sur une spirale infinie autour de B’=f(B), et
les arétes BC et CA sur les segments rectilignes B’C’
et C’A’ respectivement. Alors, a}=f(sn (i=1, 2, 3).
Evidemment, c, représente un cycle.

Supposons par absurde que pour X = D’ on vérifie
pI:Hl(id)= 0. Alors, la classe d’homologie
sectionnelle représentée par c, est la classe nulle.
Donc, il existe une 2-chaine sectionnelle C,, telle que
Sdedéoc5= Sdec . On applique p, et on obtient

ploSdod.zoc2 = ploSdocl.
Alors
dzoploSdodzoc2 = p,°Sdec,, (*)

6
ploSdoc étant la chaine bed(sl+s2+s3) = Y fos’, ou

{5'1""’5’5} est l’ensemble des simplexes affines de ‘la
subdivision barycentrique du bord du triangle ABC.

Si 1l’on écrit z:al pour la chaine ;ﬁoSdocz(on
rappelle que les simplexes 61 sont injectifs ), on a

2
d,(Tt8,) =X (T (-1)7 (£33)))
1 J=0 1

et on désignera par Ztvj cette derniére somme formelle.

D’aprés les techniques de Dominguez [2] on
construira une 2-pseudovariété N pour représenter 1la

relation (*) par un bordisme.
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on notera R'(resp., R) 1l’ensemble des
simplexes qui ont le signe + (resp., =) dans Zivj. on
supposera données des "ordinations“ sur R° et R . Soit
rRt= (T,r---4T ) et soit R'= (w,,+.-,w0,), avec r=r’. On
définit une application injective h:R'—R™ de la facon
suivante:

1) h(‘tl)= W, si T,= W et T,* w, pour tout k’<k.

2) Supposons qu’on a déja défini 1l’image de
{tl,...,‘tl). Alors, posons h(tT

= si =
1s) =9, S1 T =w,  avec

w ¢ h({tl,...,tl)) et, pour tout i’<i, T 9, si
wve h((ti,...,tl)}.

Soit A l’ensemble obtenu en prenant une copie A;
du 2-simplexe standard A2 pour chaque terme 6l de 1la
somme 2151~ On muniiA; de l’orientation + ou -, selon

le signe de 8 . Donc, chaque 1l-simplexe singulier
de da(X:Si)=Zivj est defini sur une 1l-face d’un
élément de A, et son signe dans Zi-vj coincide avec
l’orientation induite sur cette face par le 2-simplexe
auquel elle appartient.

Si 1l’on identifie 1les éléments de A qui
correspondent & T, et h(rk), on obtient un polyeédre

N=|L| qui est une pseudovariété a bord au sens de [1].

Désignons par L le sous-complexe de L tel que
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|£|=6N. Soit g:N—D® 1’application quotient induite par
les simplexes singuliers & , et §=§|6N. Alors, g et f
sont des applications injectives sur chaque simplexe de
L et L respectivement. De méme, on vérifie que les
points A’, B’ et C’ sont des images par f de certains
sommets de i.

Le support de 1la chaine d(Xtal) coincide avec
1l’image de la chaine

6
° ° = ° = o’
P, Sd c, £ Sd(si+sz+s3) 1§1f s!

Donc, il coincide avec l’image de l’application f.

D’aprés la définition de C,. l’image du simplexe
A1 par les simplexes singuliérs de la chaine ploSdoc1
est:

a) Un segment rectiligne, si cette image est
contenue dans les segments B’C’ ou C’A’;

b) Un segment curviligne, si elle est contenue
dans la spirale infinie A’B’.

Il en va de méme pour les images par f des
l-simplexes de i. De plus, l’image par f du complexe
obtenu en enlévant un l-simplexe de i, ne coincide pas
avec celle de L.

Le point final de la spirale A’B’, B’, est aussi

l’image par f du sommet BelL, et le point initial du
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segment B’C’. Donc, il n’y a que deux l-simpexes de i,
11 et l2 , qui contiennent le sommet B. De plus,
1’image de 11 est contenue dans le segment B’C’, et
celle de l2 est une spirale infinie. Par conséquent, il
n‘’y a qu’une composante connexe Q de 1lk(B,L) dont 1le
bord est non vide. Soit V le céne B*Q. Il est clair que
l1 et 12 sont contenues dans V, aussi que V est une
2-boule.

Alors, il existe une chaine de 2-simplexes de V

t’ tz’o-',t

1 k-1! Tk

satisfaisant les conditions suivantes

a) 'l:‘rvl:.l__1 est une l1l-face commune qui contient 1le
sommet B,

b) l1 est ﬁne face de t1’ et 12 est une face de
tk.
L’intersection de a(tkntk_i) et §(12) est le point B’

puisque §|t est injective. Donc E(t{\ t . ) et g(l)
K

sont des spirales infinies. Si on procéde de méme pour

les simplexes tbd,..., t t,, on obtient que §(11)

2’ 1
est aussi une spirale infinie. Ceci contredit le fait

que cette image est contenue dans le segment B’C’.
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