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DIAGRAMMES VOLUME 18 , 1987

TRAMES
ET
SEMANTIQUES CATEGORIQUES
DES

SYSTEMES DE TRAMES

C. Lair

Introduction

On sait qu'une esquisse (voir (E,T,5,A,)) est wune
présentation diagrammatique (ou catégorique, ou graphico-
équationnelle) d'un genre de structures donné, Précisément, les
modéles (ou réalisations) d'esquisses sont exactement les modéles
de théories du premier ordre,

Nous introduisons ici la notion de trame, plus générale que
celle d'esquisse; une trame est encore une présentation
diagrammatique d'un genre de structures donné&, mais cette fois
d'ordre supérieur, Nous prouvons cependant que la structure de
trame, tout comme celle d'esquisse, est encore projectivement
esquissable, i, e, est essentiellement algébrique,

On sait que les catégories cartésiennes fermées ou les topos
(ou d'autres catégories munies d'une structure supplémentaire
d'un certain genre) peuvent é&tre considérées comme des modédles
catégoriques convenables pour faire de la logique catégorique du
premier ordre, Ce sont, en fait, des structures essentiellement
algébriques, puisque modéles d'une esquisse projective
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INTRODUCT ION

particuliére (qui est sur-esquisse de 1'esquisse de catégorie),
et les "propriétés logiques" de ces catégories sur-structurées
particuliéres sont, en réalité, étroitement liées a la seule
nature universelle (ou co-universelle) des constructions de types
(i, e, d'objets) que le genre de sur-structure considéré permet,

Nous introduisons ici la notion de sémantique catégorique d'un
systéme de trames donné: ce sont exactement les catégories munies
de constructeurs de types universels et/ou co-universels, mais
cette fois d'ordre supérieur, Ainsi, par exemple, les catégories
ot l'on peut faire de la logique d'ordre supérieur (par exemple
du A-calcul du deuxiéme ordre) sont exactement les sémantiques
catégoriques d'un certain systéme de trames,

Nous prouvons, surtout, que ce genre de catégories sur-
structurées est encore projectivement esquissable, i, e, qu'il
s'agit encore de structures essentiellement algébriques (dont
beaucoup s'évertuent 4 chercher, dans la pratique particuliére,
des ‘“présentations équationnelles" ,,, que les présentes
considérations fournissent donc automatiquement),

Nous avons agrémenté le texte de nombreux exemples (qui
concernent des situations assez familiéres, mais qui ne sont pas
si élémentaires qu'ils peuvent parfois le paraitre), Ceci nous a
conduit & utiliser de nombreux diagrammes que, pour des raisons
purement matérielles, nous avons da regrouper, en fin de texte,
dans un "Atlas des Diagrammes" que le lecteur sera donc
malheureusement contraint de consulter assez fréquemment,

Nous avons également émaillé cet exposé de quelques “"Notes",
parfois plus informelles, dont nous espérons qu'elles aideront le
lecteur & prendre quelque recul vis & vis de la seule
présentation technique, toujours un peu rébarbative,



1. Trames,

On définit les trames et les homomorphismes de trames, par
récurrence, comme suit:
- on dit que T = (supp(T),d,d) est une trame d'ordre 0 si, et
seulement si, supp(T) est un graphe compositif (voir (C,Q,C.E,)
et/ou la Note 1 ), appelé support de T ,
- si T et T sont deux trames d'ordre 0 , on dit que
h = (T,supp(h),T') est un homomorphisme de T vers T' (et
1'on note, alors, T+ T }  si, et seulement si,
supp(h):supp(T) + supp(T') est un foncteur, appelé support de
1'homomorphisme h ,
-si n0 est un entier, on dit que T = (supp(T),H(T) H*(T))
est une trame d'ordre in si, et seulement si:
+ supp(T) est un graphe compositif, appelé support de T ,
+ HT(T) est une classe de prolongements dans supp(T)
(voir la Note 2 ), i, e, de triplets p = (Fgp,hp,Fap)
vérifiant:
% ho!Top 4 Tae est un homomorphisme de trames
d'ordres &n-1 ,
¥ For:supp(Tae) + supp(T) est un foncteur,
¥ Fap:supp(Tae) 4 supp(T) est un foncteur,
X Far est un prolongement de Fge le long de
supp({hp) , i, @, Fap,supplhe) = Fgp ,
(et, alors, on représente chaque é&lément p de H-(T) par
le triangle commutatif suivant;

he
Tnp > Tclp
p
For Fae
supp(T)
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1. TRAMES,

+ H*(T) est une (autre) classe de prolongements (voir la
Note 2 ) dans supp(T) (et, alors, on représente chaque
élément q de H*(T) par le triangle commutatif suivant:

ha
Taa _—> Taq
q
ng qu
+
N
supp(T) ),

-si n0 est un entier et si T et T' sont deux trames
d'odres ¢n , on dit que h = (T,supp(h),T') est un homomorphisme
de trames d'ordres én (et 1'on note h:T 4+ T' ) si, et seulement
si:

+ supp(h) :supp(T) 3 supp(T") est un foncteur, appelé
support de h ,
+ si p est &lément de H~(T) , alors

h,p = (supp(h) ,Fgp,hs,suppCh) ,Fap) appartient & H-(T') ,
+si q est élément de H*(T) , alors h,q appartient a
H*(T') ,

On laisse au lecteur le soin de définir les trames petites, si
l'on raisonne dans une théorie des ensembles et des classes, ou
encore les trames (Fpetites, si 1l'on raisonne dans une théorie
des ensembles avec axiome des univers et si VU est un tel
univers,

[Note 1, Rappelons qu'un cgrqphe compositif est un %raphe orienté dans legquel on
sait composer certains (seulement) couples (f',f) , appelés composables, de
fléches consécutives (i, e, telles que dom(f') = codom(f) ) et ce de sorte que:
- pour toute fléche f , les couples (f,id(dom(f))) et (id(codom(f)),f) , dits
triviaux, sont composabfes et de composé ,

- pour tout couple composable (f*, £y, on a dom(f',f) = dom(f) et
codom(f', f) = codom(f') ,

On peut, ainsi, considérer qu'un graphe compositif est un systéme de générateurs
(les fléches) et de relations (données par la composition) pour une catégorie,]

[Note 2, On pourrait remplacer, dans la définition précédente, la donnée de
prolongements tels que p (resB. tels que g ) par la donnée d'extensions
pro%ec_lves (resp, 1nductives), On ne gagnerait pas en généralité, bien au
contraire; en effet, dés lors iy'on dlseose,de lax-limites inductives convenables
(et c'est bien le cas ici) toute extension projective (resp, inductive) est
équivalente & la donnée d'un prolongement (particulier) ,,, mais la réciproque
est évidemment fausse ! 1]
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1. TRAMES,

Les modéles d'une trame quelconque dans une catégorie donnée
c et les morphismes entre ces modéles sont dé&finis, par
récurrence, comme suit;
-si T est une trame d'ordre O , on dit que M = (T,ss5j(M),C)
est un moddle de T dans C (et 1'on note M:T 2 C ) si, et
seulement si, ssj(M);supp(T) 2 C est un foncteur, dit sous-
jacent & M,
-s8i T est une trame d'ordre 0 et si M et N sont deux
modéles de T dans C , on dit que m = (M,ssj(m),N) est un
morphisme de M vers N (et l'on note m:M 3N, ou encore
mM3IN:T+C) si, et seulement si, ssj(m):;ssj(M) 3 ssj(N)
est une transformation naturelle, dite sous-jacente & m ,
-si n0 et si T est une trame d'ordre én , on dit que
M=(T,ssj(M),C) est un modéle de T dans C (et 1l'on note
M:T 4+ C ) si, et seulement si;
+ ssj(M):supp(T) 4+ C est un foncteur, dit sous-jacent
a M,
+ pour tout p appartenant & H-(T) , on a:
¥ Mop = M,Fap = (Tgp,s88i(M) ,Foe,C) est un modéle
de (la trame d'ordre én-1 ) Tg dans C ,
¥ Map = M,Fap = (Tap,s58i(M) ,Fap,C) est un modéle
de (la trame d'ordre ¢n-1 ) Tas dans C ,
X Mo est un prolongement co-universel (voir la
Note 3 ) de Mg le long de he , i, e, est tel
que, pour tout autre modéle N de Tas dans C
vérifiant N.hp = (Tgp,s5i (N}, supp(hp),C) = Mg ,
alors il existe un unique (voir la Note 3 )
morphisme de modéles (de trames d'ordres £n-1 )
m = (N,ssji(m), Map) qui vérifie l1'égalité
ssj(m),supp(hel} = id(ssj(Mge)) ,
+ pour tout g appartenant & H*(T) , on a:
¥ Mgq est un modéle de (la trame d'ordre $n-1 )
Taq dans C ,
¥ Mag est un modéle de (la trame d'ordre 4$n-1 )
Taq dans C ,
¥ Mag est un prolongement universel (voir la Note
3) de Mga le long de hg , i, e, est tel que,
pour tout autre modéle N de Taq dans C
vérifiant N,hg = Mgq , alors il existe un unique
(voir la Note 3 ) morphisme de modéles (de trames
d'ordres én-1 ) m = (Maq,ssi(m),N) qui vérifie
1'égalité ssj(m),suppChg) = id(ssj(Mag)) ,
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1. TRAMES,

-8i m0, si T est une trame d'ordre ¢n et si M et N
sont deux moddles de T dans C , on dit que m = (M,ssj(m),N)
est un morphisme de M vers N (et 1'on note m:M 3 N ) si, et
seulement si, ssj(m);ssj(M) 2 ssj(N) est une transformation
naturelle, dite sous-jacente 3 m ,

[Note 3, Plutdt que d'imposer, dans la définition précédente, que les Map
(resp._ies Maq ) soient des prolongements co-universels (resp, universels), on
pourrait seulement imposer que ce soient des prolongements guasi~co-universels
(resp, quasi-universels), i ‘e, n'imposer que 1'existence (et non 1'unicité) d'au
moins un (etdpas d'un seul) motfhlsme de modéles m , Dans ce cas, on pourrait
alors parler de moddles faibles

8i C est une catégorie et si T est une trame, on note
Mod(T,C) la catégorie dont les objets sont les modéles de T
dans C et dont les flaches sont les morphismes (dont on définit
facilement la composition) entre ces modéles,

Si h:T 4 T' est un homomorphisme de trames et si C est
une catégorie, il leur est clairement associé un foncteur
“composition par h ":

Mod(h,C);Mod(T',C) 4+ Mod(T,C)
M'H M' . h = (T,ssj(M'),supp(h),C)
(m':M' 2 N'D m' ,h = (M' h,ssi(m'), suppCh),N' h)

De méme, si U:C 4+ C' est un foncteur et si T est une
trame, il leur est évidemment associé un foncteur "composition
par U "

Mod(T,U):Mod(T,C) + Mod(T,C')
MbB UM=(T,U,ssji(M),C")
(m:M 2 NDp Um= (UMU ssitm),U,N) ,

Si C est une catégorie et si T est une trame, on
dispose, bien entendu, d'un foncteur (évidemment plein, fidéle et
injectif sur les objets) "donnée sous-jacente®:

ssj(T,C):Mod(T,C) 4 C=urpcT>
MpB ssi(M)
mb ssi(M) ,



2, Exemples de trames,

Les graphes compositifs s'identifient exactement aux trames
d'ordre 0,

Précisément, si G est un graphe compositif, il s'identifie &
la trame (d'ordre 0 ) T(G) = (G,d,@) de sorte que, pour toute
catégorie C , la catégorie Mod(T(&),C) est la catégorie des
diagrammes de C indéxés par G, i, e, est isomorphe & la
catégorie C° ,

Dans la suite (voir 1'Atlas des Diagrammes), on représentera un
graphe compositif par un graphe orienté (ol les identités ne sont
pas nécessairement figurées) accompagné d'une liste d'équations
(définissant la composabilité et la composition des couples non
triviaux de fléches composables), On pourra, également, le
représenter par un graphe orienté muni de “triangles
commutatifs”,

Ainsi, par exemple, si 1 désigne le graphe compositif
ayant 0 pour seul objet et id(0) pour seule fléche, la trame
T(1) est représentée par le diagramme 1 (voir 1'Atlas des
Diagrammes), Clairement, pour toute catégorie C , la catégorie
Mod(T(1),C) est la catégorie des objets de C , i, e, est
isomorphe & C ,

De méme, le diagramme 2 (resp, le diagramme 3 ou le
diagramme 4 ) représente la trame T(Z2) (resp, T(3) ),
Clairement, pour toute catégorie C , la catégorie Mod(T(Z2),C>
(resp, Mod(T(3),C) ) est la catégorie des fléches (resp, des
triangles commutatifs) de C , i, e, est isomorphe & la catégorie
dont les objets sont les fladches (resp, les triangles
commutatifs) de C et dont les fléches sont les carrés (resp,
les prismes & bases triangulaires) commutatifs de C .

81 6@ est un graphe compositif, désignons par G~ (resp,
G* ) le graphe compositif obtenu en ajoutant successivement a
G :

- un objet initial 0Oa (resp, un objet final 1la ),
- pour tout objet S de G, une fléche 1ws:0ea 9+ S (resp,
rs:5S 4+ la ) de sorte que:

cL 7



Z. EXEMFLES DE TRAMES,

+ pour toute fléche §:5+4S8' de G, le composé s,ms
(resp, ¢=',58 ) est défini dans G- (resp, dans G* ) et
égal & ws: (resp, a s ),
Alors, pour toute catégorie C , la catégorie Mod(T(G™),C)
(resp, Mod(T(G*),C) ) est la catégorie des cdnes projectifs
(resp, des cénes inductifs) d'indexation G de C ,

Les esquisses (voir (C,Q,C.E,) et/ou la Note 4)
s'identifient exactement aux trames T d'ordre £1 (dites
associées), telles que:

- pour tout p appartenant & H(T) , 1'homomorphisme de trames
(d'ordre 0 ) hp!Tge + Tae s'identifie & un foncteur plongement
canonique de la forme G 4 G~ (ou Ge est un graphe
compositif),

- pour tout q appartenant & H*(T) , 1'homomorphisme de trames
(d'ordre 0 ) hq!Tga + Tag s'identifie & un foncteur plongement
canonique Gq 4 Ga* (o Gq est un graphe compositif),

Par exemple, si G est un graphe compositif, la trame
T-(G) (resp, T*(G) ), de support G~ (resp, G* ), représentée
par le diagramme 5 (resp, le diagramme 6 ), est une trame d'ordre
1, associée & une esquisse, telle que, pour toute catégorie C ,
la catégorie Mod(T-(G),C) (resp, Mod(T*(G),C) ) est la
catégorie des cdnes limites projectives (resp, inductives)
d'indexation G de C ,

Dans la suite, si T est une trame (dont 1'ordre est
nécessairement 31 ) et si le triangle commutatif p (resp, q ),
représenté dans le diagramme 7 (resp, le diagramme 8 ), est
élément de H-(T) (resp, H*(T) ), on notera plus simplement:

Fap(0a) = Fap(1)xFax(2)
(resp, Faa(la) = Faall)+Faq(2) ),
en omettant d'indiquer ce triangle et méme les projections (resp,
les co-projections) qui, le plus souvent, seront notées p., p=
(resp, €1, €2 } ou p'r ,,, (resp, c'v ,,.),
Des considérations analogues valent également, si G est un
graphe discret ayant plus de deux objets,

De méme, si T est une trame (dont 1'ordre est
nécessairement 31 ) et si le triangle commutatif p (resp, q ),
représenté par le diagramme 9 (resp, le diagramme 10 ), est
élément de H(T) (resp, H*(T) ), on note simplement:

Fap(0a) = 1°
(resp, Faql(las) = 0,1 ),
en omettant de mentionner explicitement p (resp, q ).

cL ®©



2. EXEMPLES DE TRAMES,

Pareillement, si T est une trame (dont 1'ordre est
nécessairement 31 ) et si le triangle commutatif p (resp, q ),
représenté par le diagramme 11 (resp, le diagramme 12 ), est
élément de H(T) (resp, H*(T) ), on note plus simplement;

Fap(0a) = Fapl(1)x%rapcorFap(2)
(resp, Faallae) = Fagl{l)+raqco>Faql(2) ),
en omettant non seulement d'indiquer ce triangle et les
projections (resp, les co-projections), mais en omettant aussi
d'indiquer les valeurs Fap(f:1) et Fap(fz) (resp, Fag(f':) et
Faalf'2) ) qui, le plus souvent, seront sans ambiguité,

De plus, si ces valeurs sont égales & une méme fléche s:S' 4 S
(resp, s:5 + S') et si les projections (resp les co-projections)
sont égales & id(S') , alors, pour toute catégorie C et tout
modéle M:T 4+ C , la fléche M(Fap(s)) est un mono (resp, un
épi) de C , Dans ce cas, on représente toutes ces conditions, en
écrivant seulement:

s:8' > 8§
(resp, 58 —»» §' ),

Le diagramme 13 (ol sont utilisées certaines des conventions
"graphiques" précédentes) représente une trame Twon , d'ordre 1 ,
associée a une esquisse,

Clairement, pour toute catégorie C , la catégorie Mod(T,C) est
équivalente & la ratégorie des monoides internes & C ,

Le diagramme 14 représente une trame Tgrphems , d'oOrdre 1 ,
associée 3 une esquisse,

Clairement, pour toute catégorie c, la catégorie
Mod(Tgrehcme,C) est équivalente A& la catégorie des graphes
compositifs internes 3 C ,

[Note 4, Rappelons qu'une ssgquisse est un graphe compositif dans lequel on a
distingué certains cdnes projectifs et “certains cdnes inductifs, Plus
particulidrement, si ne sont distingués que des cdnes projectifs, on dit qu'il
s'agit d'une esquisse projective, ) o

Rappelons (voir (L,C.R\F,) et (A,C,C.A)) que les esquisses projectives décrivent
(i, e, ont pour modeles) exactement les structures essentiellement ah?ébrlques.
Tandis que les esquisses quelconques décrivent exactement les modéles des
théories du premier ordre,l

Si T est une trame (nécessairement d'ordre i1 et, si elle
est d'ordre 1 , nécessairement non associée & une esquisse) et si
le triangle commutatif p (resp, q ), représenté par le
diagramme 15 (resp, le diagramme 16 ), est élément de H(T)
(resp, H*(T) ), alors, pour toute catégorie C et pour tout
modéle M:T 4+ C , on a:



2. EXEMPLES DE TRAMES,

M(Fap{0')) = M(Fup(0))2 = M(Fap(0))xM(Fue(0))
(resp, M(Fag(1')) = 2, M(Faq(0)) = M(Faq(0))+M(Faq(0)) ),
Dans ce cas, on note donc plus simplement:
Fap(0') = Fupl(0)=

(resp, Faal(l') = 2,Faq(0) ),
en omettant d'indiquer ce triangle et les projections (resp, les
co-projections) qui le plus souvent seront sans ambiguité,

Bien entendu, des considérations analogues valent encore si G
est un graphe discret ayant plus de deux objets,

En utilisant la convention précédente (et les modifications
de présentation qu'elle suggére), il est facile de modifier 1la
trame Tmon précédente (par exemple) en une trame T' mon
d'ordre 1, non associée A une esquisse, mais telle que, pour
toute catégorie C, les catégories Mod(T"'mon,C) et
Mod(Tmon,C) sont isomorphes,

Si T est une trame (d'ordre nécessairement 32 ) et si le
triangle commutatif r , représenté par le diagramme 17 (resp, le
diagramme 18 ), est élément de H(T) (resp, H*(T) ), alors,
pour tout modéle M:T 4 Ens , on a (voir la Note 5 J:
= M(Far(S:)) est 1'ensemble des xeM(Far(X)) satisfaisant une
certaine formule ©. ("2 une variable libre"),

- M(Far(S2)) est l'ensemble des xeM(Fa-(X)) satisfaisant une
certaine formule €= ("a une variable libre"),

= M(Far(5')) est l'ensemble des xeM(Fa-(X)) satisfaisant la
formule 6:/\6z (resp, 0.\/92 ),

Pareillement, si T est une trame (d'ordre nécéssairement

32 ) et si le triangle commutatif r , représenté par le
diagramme 19 (resp, le diagramme 20 ), est élément de H*(T)
(resp, H(T) ), alors, pour tout modéle M:T 4+ Ens , on a (voir
la Note 5 ):
- M(Far(5')) est 1'ensemble des (x,y)EM(Far (X))xM(Far(Y))
satisfaisant une certaine formule © ("a deux variables libres"),
- M(Far(S$")) est l'ensemble des xeM(Fa-(X)) satisfaisant la
formule "y 6 (resp, Yy o),

De méme, si T est une trame (d'ordre nécessairement 32 )
et si le triangle commutatif q , représenté par le diagramme
21 , est élément de H(T) , alors, pour tout modéle M:T -+ Ens ,
on a (voir la Note 5 ):

- M(Faq(S')) est 1'ensemble des xeM(Faq(X)) satisfaisant une
certaine formule o6 ,

cL 10



2. EXEMPLES DE TRAMES,

- M(Faq(5")) est 1'ensemble des xeEM(Faq(X)) satisfaisant

“le .

[Note 5, Les considérations précédentes valent encore pour des modéles 3 valeurs
non pas dans Ens mais dans une autre catégorie C , par exemple un topos, Il
est également loisible de les adapter non pas seulement 2 des monos mais & des
fléches quelcongues, _

Elles présentent les différentes constructions logiques usuelles indépendamment
les unes des autres (et ne suppose, a priori, aucun caractére booléen ,,, ou méme
intuitionniste & la "logique" ainsi mise en cause,]

€i T est une trame (d'ordre nécessairement 32 ) et si le
triangle commutatif r , représenté par le diagramme 22 (resp, le
diagramme 23 ), est élément de H*(T) (resp, H(T) ) alors,
pour toute catégorie C et pour tout modéle M:T 4+ C , on a:

- M(Far(s')) est une image (resp, une co—image) de M(Far(8)) ,
Dans ce cas, on note donc plus simplement:

Far(s') = im(s)
(resp, Far(s') = coim(s) ),

i T est une trame (d'ordre nécessairement 32 ) et si le
triangle commutatif p , représenté par le diagramme 24 , est
élément de H-(T) , alors, pour toute catégorie C possédant les
produits finis (ou, pour simplifier, cartésienne fermée), si
M:T + C est un modéle, on vérifie facilement que, naturellement
en tout objet 2' de C , on a;

- Homc(Z2'xM(Fap(Y)),M(Fap(X)) = Homc(Z' ,M(Fap(2))) ,
autrement dit, M(Fas(Z2)) est un objet de C , exponentielle de
M(Fap(X)) par M(Fap(Y)) ,
En conséquence, on note plus simplement:
Fap(Z2) = Fap(X)FdrcY?
et
Fap(a) = apprapcx>,Fapcy>

Si T est une trame (d'ordre nécessairement 32 ) et si le
triangle commutatif p , représenté par le diagramme 25 , est
élément de H(T) , alors, pour toute catégorie C possédant les
produits fibrés finis (ou, pour simplifier, localement
cartésienne fermée), si M:T+C est un modéle, on vérifie
facilement que:

- M(Fap(z)) est un objet de C/M(Fap(S)) , exponentielle
(locale) de M(Fap(x)) par M(Fap(yl) ,

Si T est une trame (d'ordre nécessairement 32 ) et si le
triangle commutatif q , représenté par le diagramme 26 , est
élément de H*(T) , alors, pour toute catégorie C et tout
modéle M:T 4+ C , on vérifie évidemment que:

cL 11



2, EXEMPLES DE TRAMES,

- M(S) est un objet des entiers naturels interne & C ,

S5i T est une trame (d'ordre nécessairement 33 ) et si le
triangle commutatif p , représenté par le diagramme 27 , est
élément de H(T) , alors, pour toute catégorie C possédant les
produits fibrés (finis) et tout modéle M:T2C, 1l'objet
M{Fan(@)) de C est un objet classifiant des sous-objets de
M(Fap(Y)) et M(Fap(2)) ,



2, Systémes de trames,

On dit que I = (E~,E*) est un sysiéme de trames si, et
seulement si:
- I- est une classe d'homomorphismes entre trames,
- I+ est une (autre) classe d'homomorphismes entre trames,

On laisse au lecteur le soin de définir les petits systémes de
trames (pour lesquels "tout est petit"), si l'on raisonne dans
une théorie des ensembles et des classes, ou encore les systémes
de trames U-petits (pour lesquels "tout est (petit"), si 1l'on
raisonne dans une théorie des ensembles avec axiome des univers
et si U est un univers donné,

§i I et I' sont deux systémes de trames, on dit que I'
est plus finque I (et 1'on note E4I' ) si, et seulement si:

- I~ est une partie de I'— ,
- I+ est une partie de I'* ,

Si (Zidiecx est une famille de systémes de trames, on note
Uier i = (Wigr Z:i7,Uicr Li*)  le systéme de trames réunion de
la famille de ces sytémes de trames, i, e, le moins fin des
sytémes de trames plus fins que tous les I: , quand i varie
dans I .

On dit qu'un systéme de trames I est héréditaire si, et
seulement si:
- pour tout homomorphisme h:T 2+ T' appartenant a L UI* et
pour tout r appartenant & H-(T') (resp, & H*(T') ), alors
he!:Tor 2+ Tar est &lément de I~ (resp, de I* ),
Clairement, tout systéme de trames E engendre un systéme
héréditaire de trames [I] , qui est le moins fin parmi tous les
sytémes héréditaires de trames plus fins que I ,

On dit que A = (C,a,b) = (C,(an)hex-, (bn)nhaxt) est une
sémantique catégorique pour le systéme de trames I = (-, k%)
si, et seulement si:

- C est une catégorie,
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3. SYSTEMES DE TRAMES,

- pour tout T+ T appartenant a I~ , l'opérateur an
associe a4 tout modéle M:T 4 C wun (voir la Note 6 ) modéle
an(M):T' 4 C  prolongeant co-universellement (voir la Note 6 )
M, i, e, tel que:
+ pour tout autre modéle M':T' 2 C vérifiant M' h =M,
il existe wun wunique (voir la Note 6 ) morphisme
m':M' 4 an(M) vérifiant m' h = id(M) ,
- pour tout h:T 2T appartenant a I+ , 1'opérateur bn
associe 4 tout modéle M:T 4 C un (voir la Note 6 ) modile
bn(M):T' 4+ C prolongeant universellement (voir la Note 6 ) M,
i, e, tel que:
+ pour tout autre modéle M':T' 4 C vérifiant M' h =M,
il existe wun wunique (voir 1la Note 6 ) morphisme
m':bn(M) 2 M' vérifiant m'.h = id(M) ,

On laisse au lecteur le soin de définir les sémantiques
catégoriques petites, si 1l'on raisonne dans une théorie des
ensembles et des classes, ou encore les sémantiques catégoriques
lFpetites, si 1'on raisonne dans une théorie des ensembles avec
axiome des univers et si U est un univers donné,

[Note 6, Dans la définition précédente, on peut remplacer partout “modéle" par
"modéle faible" (revoir la Note 2 ): ainsi, pourrait-on parler de sémantique
catégorique modd/es-faible pour le systéme de trames [ , o
De mEme on pourrail ne prendre que des opérateurs an (resp, bn ) choisissant
des prolongements quasi-co-universels (resp, quasi-universels); ainsi, pourrait-
on parler "de sémaniigue catégorique wniverselle-faible, voire de sémantique
tatégorique modéles-faible of universelle-faible, pour I, .
Pareillement, les opérateurs an (resg. brn ) pourraient ne pas choisir wn
nodéle, ou modéle "faible, prolongement universel (resp, prolongement co-
universel) ou quasi-co-universel (resp, gquasi-universel), mals seulement une
classe de tels prolongements (autrement dit, ne pas tre fonctionnels); on
pourrait, alors, parlerde sémant1gug t@tégorxgue aultivogque | i
§i I est un petit systéme héréditaire de trames, on peut renforcer la notion
de sémantxque_catégorxgue pour I en celle de sémantique catégorique Aéréditaire
pour I , en imposant dans la définition précédente que:
- pour tout h:T 4 T' _appartenant & I~ , pour tout Fp appartenant 2 H~(T")
et pour tout modédle M:T4C b ona an(M) ,Fap = anp(M,Fgp) |
- pour tout h:T 4 T' appartenant 2 I~ , pour tout q appartenant & H*(T")
et pour tout modéle M;T4C  ona an(M),Fag = bng(M,Fga) ,
- pour tout h:T 4 T'  appartenant & 1I* , _pour tout Fp appartenant & H-(T")
et pour tout modéle M:T4C  ona bn(M),Fap = anp(M,Fgp) ,
- pour tout h:T 4+ T'  appartenant & 1I* ,_pour tout q appartenant & H*(T")
et pour tout modéle M:T 4C, ona bn(M),Faq = brglM,Fgq) | _
nfin, nous laissons au lecteur le soin de d&tinir les sémantiques
catégoriques = éventuellement  héréditaires  et/ou  nmodéles-faibles et/ou
universelles-faibles,]

8i A et A' sont deux sémantiques catégoriques du méme
systéme de trames L, on dit que § = (A,U,AY) est une
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2, SYSTEMES DE TRAMES,

sémantique fonctorielle pour I , de A& vers A' (et 1'on note
§:4 2+ 4' ) si, et seulement s1;

- UiC 4 C' est un foncteur,

- pour tout ©H:T 4 T' appartenant a I~ et pour tout modéle
M:TsC,ona a'nwtUM =Ua(M),

- pour tout h:T 3+ T' appartenant & I* et pour tout modele
M:TsC, ona b'w(UM =Ub(M ,

Si I4I' sont deux systémes de trames, nous laissons au
lecteur le soin de définir la sémantique catégorique pour I
sous-jacente & une sémantigue catégorigque pour I' ,De méme,
nous laissons au lecteur le soin de définir la sémantique
fonctorielle pour I sowus-jacente a une sémantique fonctorielle
pour I' ,



4, Exemples de systémes de trames,

Si Fi:6 2+ G' est un foncteur entre deux catégories (ou méme
entre deux graphes compositifs), on considére les deux lax-
limites inductives représentées par les deux 2-diagrammes ci-
dessous;

F
a > @
%
1-(F,&) 1-(F) 1-(F,G*)

L—CF)
F
G = @'
1*(F,G)\ 1*(F/ 1-(F,G")
\{|
L*CF)

Clairement, si C est une catégorie et si M:G 4+ C est un
foncteur (i, e, est un modéle de T(G) dans C ), un foncteur
N:G' 4+ C, qui est extension de Kan projective (resp, inductive)
de M le long de F, définit un et un seul foncteur
M':L=(F) 4 C (resp, M':L*(F) 4 C ) , qui est un prolongement co~
universel (resp, universel) de M le long de 1-(F,G8) (resp, le
long de 1*(F,G) ), tel que:
M'.1-(F,G') =N

(resp M',17(F,G') = N ),
et réciproquement,

Soit F = (F,F") un couple de deux familles de foncteurs
entre catégories (ou méme entre graphes compositifs), Alors, on

cL 16



4, EXEMPLES DE SYSTEMESR DE TRAMES

dispose d'un systéme de trames caroniquement associé L(F) , si
1'on pose:

- A~ ={ 17(F,G):G 4+ L (F) / FeF 1 ,

- XA = { 1*(F,G):G 4+ L*(F) / FeF" 1 ,

Dans ces conditions, les sémantiques catégoriques de I(F) sont
exactement les catégories munies d'un choix de foncteurs
extensions de Kan projectives, le long des foncteurs FeF , et
d'un choix de foncteurs extensions de Kan inductives, le long des
foncteurs FeF- , (ce qui suppose déja 1'existence de ces
extensions),

En particulier, soit G=(G,6%) un couple de deux
familles de catégories (ou de graphes compositifs), Il en résulte
un couple de familles de foncteurs F(G) canoniquement associée,
si 1'on pose;

-A®-=16C56 7 G6 ),

- Fe* ={ 6C56% /7 GeG ),

et, par conséquent, un systéme de trames (@ = L(FL@
canonigquement associé,

Dans ces conditions, les sémantiques catégoriques de I(G) sont
exactement les catégories munies, pour tout GeG , d'un choix de
limites projectives d'indexation G et, pour tout GeG* , d'un
choix de limites inductives d'indexation G (ce qui suppose déja
1'existencte de ces limites?,

Des considérations générales analogues aux précédentes sont
encore valables, si l'on considére non plus des catégories (ou
des graphes compositifs) mais des esquisses,

Ainsi, a tout couple h= (h,H") de deux familles
d'homomorphismes entre esquisses est canoniquement associé un
systéme de trames I(h) de sorte que les sémantiques
catégoriques de ZI(h) sont exactement les catégories C munies
d'un choix de modadles extensions projectives (ou co-libres, ou
co-universelles) de moddles, le long des homomorphismes heh ,
et d'un choix de modéles extensions inductives (ou universelles
ou libres) de modéles, le long des homomorphismes bheh™ , (ce qui
suppose déja que ces extensions existent),

En particulier, si h =@ et si Hh" n'est constituée que
d'homomorphismes entre esquisses purement projectives (i, e,
décrivant des structures essentiellement algébriques), on sait
(en vertu du "th&oréme du faisceau associé" - wvoir (C,Q.C.E,))
que Ens est (i, e, est sous-jacente &) une (i, e, au moins une)
sémantique catégorique de I(h) : ce n'est plus le cas, en
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4., EXEMPLES DE SYSTEMES DE TRAMES,

général, si h#48 ou si h* n'est pas constituée que
d'homomorphismes entre esquisses purement projectives,

Par exemple, si h= (g,{S$":T(1) 9 Tmon)) (ol S5*(0) =8 -~
voir le diagramme 13 3, les sémantiques catégoriques de I(H)
sont exactement les catégories C munies d'une opération qui
associe & tout objet X de C un (parmi tous les possibles)
monoide interne a C , librement engendré par X (ce qui suppose
déja qu'il en existe au moins un), Plus précisément encore, les
sémantiques catégoriques du systéme de trames LECM]
(héréditaire, engendré par I(h) ) sont exactement les
catégories munies d'un tel choix et, de plus, d'un choix d'objet
final et de produits pour les couples et les triplets d'objets,

De méme, si h = (g,{S":T(1) 4 Torphecmp)) (ol S*(0) =§ -
voir le diagramme 14 ), les sémantiques catégoriques de I(h)
sont exactement les catégories C munies d'une opération qui
associe a tout objet X de C un (parmi tous les possibles)
graphe compositif interme & C , librement engendré par X (ce
qui suppose dé&éja qu'il en existe au moins un), Plus précisément
encore, les sémantiques catégoriques du systéme de trames L[I(H)]
(héréditaire, engendré par I(h) ) sont exactement les catégories
munies d'un tel choix et, de plus, d'un choix de produits fibrés
pour les couples de fléches de méme but,

Reprenons le diagramme 15 (resp, le diagramme 16 ) et posons

I = ({hpuise=2},d) (resp, I = (@, {hmuie=)) ,
Clairement, P est un sytéme héréditaire de trames et les
sémantiques catégoriques de I sont exactement les catégories
munies d'une opération é&lévation & la puissance 2 (resp,
multiplication par 2 ) de ses objets,

Bien entendu, on peut généraliser ces considérations pour des
puissances ou/et des multiples quelconques d'objets,

Considérons le diagramme 17 (resp, le diagramme 18 ) et
posons L = ({hetl,@) (resp, I = (@g,{hou)) ),
Clairement, les sémantiques catégoriques de I sont exactement
les catégories munies d'une opération conjonction (resp,
disjonction) des couples de sous-objets d'un objet,
Plus précisément encore, les sémantiques catégoriques du systéme
de trames [I] (héréditaire, engendré par I ) sont exactement
les catégories munies d'une telle opération de conjonction (resp,
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de disjonction) et d'un choix de produits fibrés pour les couples
de fléches de méme but (voir la Note 7 ),

De méme, considérons le diagramme 19 (resp, le diagramme
20 ) et posons I = (@, {hexist}) (resp, I = ({huniv},@d) ),
Clairement, les sémantiques catégoriques de I sont exactement
les catégories munies d'une opération quantification
existentielle (resp, quantification universelle) des sous—objets
des produits de deux objets,
Plus précisément, les sémantiques catégoriques de [£] sont
exactement les catégories munies d'une telle quantification, d'un
choix de produits des couples d'objets et d'un choix de produits
fibrés des couples de fléches de méme but (voir la Note 7 ),

Enfin, reprenons le diagramme 21 et posons I = ({hnegl,d) .
Clairement, les sémantiques de I sont exactement les catégories
munies d'une opération complémentation (non nécessairement
booléenne) des sous-objets,
Alors, les sémantiques catégoriques de [I]l sont exactement les
catégories munies d'une telle complémentation et d'un choix de
produits fibrés pour les couples de flaches de m&me but (voir la
Note 7 ),

[Note 7, Une sémantiq%ilcaté%orique du sytéme de trames "1

est 1t{ne catégorie ou 1'on pJUf t@??éifﬁ?? 'toazés'*f;; constructions logiques
usuelles,

Définies indégendamment les unes des autres (revoir la Note 5 ), leur dépendance
éventuelle est une propriété ("logique") de la seule sémantique considérée, i, e,
de la catégorie sous-jacente, Pour exprimer que telle ou telle dépendance Iog;que
est par avance exigée, i, e, pour exprimer tel ou tel genre de logique
(booléenne, intuitionniste, ou autre ,,,), il suffit de renforcer I , c'est-a-
dire de considérer un systéne de trames plus fin ,,, que nous laissons au lecteur
le soin de décrire dans les exemples qui s'imposent,]

Reprenons le diagramme 22 (resp, le diagramme 23 ) et posons
I = (@, {hin)) (resp, I = ({hcoiml},d) ),
Dans ces conditions, les sémantiques catégoriques de I sont
exactement les catégories munies d'une opération associant a
chaque fléche une image (resp, une co-image),
Les sémantiques catégoriques de [I1 sont exactement les
catégories munies d'un tel choix d'images (resp, de co-images) et
d'un choix de produits fibrés (resp, de sommes fibrées) pour les
couples de fléches de méme but (resp, de méme source),
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Considérons le diagramme 24 (resp, le diagramme 25 ) et
posons I = ({hexpo,hfinm1},@) (resp, I = ({hiccexpol,d) J,
Alors, les sémantiques catégoriques de [I]1 sont exactement les
catégories cartésiennes fermées (resp, localement cartésiennes
fermées), munies d'un choix d'objet final, d'un choix de produits
(resp, de produits fibrés) et d'un choix d'exponentielles (resp,
d'exponentielles locales) pour les couples d'objets (resp, pour
les couples de fléches de méme but),

Ainsi, les sémantiques catégoriques de ZIcarer = [E]1 (resp,
Iiccarer = [I]1 ) sont exactement les sémantiques catégoriques du
A-calcul typé (resp, de la théorie des types de Martin-L&f), voir
(H,0,C.L,) (resp, voir (A, I.T,T.)),

Reprenons le diagramme 26 et posons I = (@, {hnno)) |,
Les sémantiques catégoriques de (L] sont exactement les
catégories ol 1'on a choisi un objet final et un objet des
entiers naturels,

Considérons le diagramme 27 et posons I = ({hssobs;}, @) .

Les sémantiques catégoriques de z sont exactement les
catégories munies d'un objet classifiant les sous-objets,Plus
précisément encore, si L' = Zcarter U I , alors les sémantiques

catégoriques (héréditaires? du systéme héréditaire de trames
Ltop = [1'] sont exactement les topos, ol 1l'objet classifiant
les sous-objets est choisi, de méme que 1'élément final, les
produits des couples de deux objets et les produits fibrés des
couples de deux flédches de méme but,

On peut construire (voir (5,C,D,T,)) un systéme de trames
Ir-oraz tel que ses sémantiques catégorigques sont exactement les
"sémantiques catégoriques du X-calcul typé du deuxidme ordre"
(voir (I,F.E.C,) et la Note 8 ),

Par exemple, & 1'expression (qui ‘“construit un type
particulier"):

N = ¥X ((XaX)4(XaX)) ,
on associe 1'homomorphisme de trames bhone (voir le diagramme
26 ),
De méme, a 1'expression (qui construit, tout autant, un autre
type particulier);
Bool = ¥X (X4(XsX)) ,
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on associe 1'homomorphisme de trames que l'on a représenté dans
le diagramme 28,

Moins simplement, & 1'expression (qui construit, a partir du
type "paramétre" Y, ob X est supposé ne pas figurer, un
nouveau type, "dépendant de Y "):

List(Y) = X (Xa((Xa(YaX))aX)) ,
on associe l'homomorphisme de trames que 1'on a représenté dans
le diagramme 29,

A 1'expression (gqui construit aussi, & partir d'un type
paramétre Y , ou X est supposé ne pas figurer, un nouveau
type, dépendant de Y );

Non(Y) = WX (Y4X) ,
on associe les deux homomorphismes de trames que l'on a
représentés dans le diagramme 30,
De méme, a l'expression (qui construit un nouveau type):
a = VY (Yallist(Y)aY)) ,
on associe 1les deux homomorphismes de trames que 1l'on a
représentés dans le diagramme 31,

Plus généralement, & toute expression e on peut associer

(en "décodant" cette expression) un systéme de trames
Ze = (@,{he,h'e)),

Si l'on désigne par E 1'ensemble des expressions du M-calcul
typé du deuxiéme ordre et si l'on pose;

Irx-ordz = Icarts U (Uace Ie) )
alors les sémantiques catégoriques (héréditaires - revoir la Note
6) de [Isn-craz] sont exactement les catégories cartésiennes
fermées (avec choix convenables, comme précédemment) o4 toutes
les expressions e "construisent" effectivement des "“types
libres" (choisis); on peut donc légitimement les appeler des
sémantiques catégoriques du h—-calcul du deuxiéme ordre (voir la
Note 8 ),

i E' est une partie de E et si I est un sytéme de
trames moins fin que Ze = Icarer U (Ueee: o) , une sémantique
catégorique (héréditaire) de b (ou de [L1 ) est donc une
catégorie qui n'admet que certains des constructeurs de types du
A-calcul du deuxiéme ordre,

Par exemple, Ens est clairement (sous-jacente &) une sémantique
catégorique de I[Ze']1 , si 1l'on pose:
E' = (N,Bool,List(Y)) ,
Par contre, Ens n'est certainement pas (sous-jacente a) une
sémantique catégorique de Ie- (et encore moins de [Ze-1 ) , si
1'on pose:
E" = {N,Bool,List(Y), Non(Y),a} ,
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(on notera que si M:Ta 4+ Ens est un modéle, il ne posséde pas de
prolongement universel le long de ha , mais un "diagramme
localement universel" de prolongements - au sens de (C,Q.C.E,)

par exemple),
(Note 8, Plus précisément encore, les sémantiques catégoriques (héréditaires)

modéles-faibles et universelles-faibles de [In-orazl ?ourrgient légitimement
¢'appeler des sémantiques catégoriques du sytéme F originel (voir (I,F,E.C,)),1



5, Esquissabilité des trames,

Si I est un systéme de trames, on dit qu'une trame T est

une I-trame si, et seulement si:
- pour tout élément p de H(T) , 1'homomorphisme he est
élément de I ,
- pour tout é&lément q de H*(T) , 1'homomorphisme hg est
élément de I+ .,

Clairement, si EIfI' sont deux petits systémes de trames,
toute I-trame est une I'-trame et & toute I'-trame est
associée une I-trame sous-jacente (que nous laissons au lecteur
le soin de définir),

Si I est un petit systéme de trames (petites), on note
I-tram la catégorie dont les objets sont les I-trames petites
et dont les fléches sont les homomorphismes entre ces itrames,

Dans ces conditions, on a (voir la Note 9 ):

Proposition 1, &i I est wn petit systeéme de trames, la
catégorie I-tram est projectivement esquissable, Précisément,
il existe une esquisse projective petite Ez-tram telle que les
catégories Mod(Es—cram,Ens) et I-tram sont équivalentes,

Preuve, Soit T une I-trame petite,
Notons SP(I) 1l'ensemble des supports o des trames qui sont
co-domaines d'au moins un hel-UZI* ,
De méme, pour tout hel~ (resp, hel* ), notons:
~HWwT)=(p/ peH (T} et ho=h 1},
(resp, H"W(T) ={ q/ qeH*(T) et ha=h1} ),
= H an(T) = { Fap / peH w(T) 1} ,
(resp, H'an(T) = { Fag / qeH*~(T) )} ),
Clairement, pour connaitre T , il suffit de connaitre:
- le graphe compositif G , support de T ,
- pour tout hel- , la partie H an(T) de Hom(r,G) (si @
désigne le support du co-domaine de h ),
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BE, ESQUISSABILITE DES TRAMES,

- pour tout hel* , la partie H*an(T) de Hom(er,G) (si ¢
désigne le support du co-domaine de h ),

On obtient donc une esquisse projective petite Ez-cram des
I-trames en complétant l'esquisse (i, e, la trame d'ordre 1)
Tarphemp (voir le diagramme 14 ) comme suit:

- pour tout ¢eSP(I), on ajoute & Tgrpheme le cdne projectif
distingué représenté par le diagramme 32 (ainsi, tout modéle
transformera son sommet S. en 1l'ensemble Hom(r,G) , si G
désigne le graphe compositif auquel s'identifie la restriction de
ce modéle & Tgrpheme ),

- pour chaque hel~ , on rajoute une fléche (et un céne projectif
distingué) S—n >—3> 8. (si l'on désigne par ¢ le support du
co~domaine de h ) ,

- pour chaque hel* , on rajoute une fléche (et un céne projectif
distingué) S*» > S (si l'on désigne par ¢ le support du
co-domaine de h ) , Fin de la preuve,

Les propriétés générales des catégories projectivement
esquissables (voir (C,Q,C.E,)) nous permettent, en conséquence,
d'énoncer (voir la Note 10 ):

Corollaire 1, Si I est un petit systéme de trames, la catégorie
I-tram est localement présentable (au sens de (L.P.L.G,)), en
particulier elle est compléte et co-compléte,

[Note 9, La "structure" de trame est, comme signalé au 82, plus générale que la

structure d'esquisse, Il n'en demeure pas moins qu'il s'agit d'ume structure ,,,

esquissable et méme projectivement esquissable (tout comme la structure, plus

eart1tu11ére, d'esquisse - voir (LD, T.E,)), Ainsi, la proposition ! stxpuﬁe que
a structure de trame est essentiellement algébrique,l

[Note 10, On sait (voir (P, T,G.M,) que la catégorie Grphecmp des petits graphes
compositifs est munie de diverses structures monoidales fermées (dont une
cartésienne fermée), que nous continuerons ici & noter Grphcmp (pour plus de
commodité) , Alors, on montre facilement (en s'inspirant des méthodes utilisées
en (E,6CE)) que I-tram est anrichie par 1'une quelconque de ces structures
monoidales fermées (en particulier, elle possede des "2-fléches®) et que chacune
de ctes Grgh;mp—catégorxes est représentable et co-représentable (en un sens
facile & définir: si"1'on supposait, plus particuliérement, que les supports des
I-trames petites étaient des catégories petites, alors la catégorie de ces I-
tram?§ petites serait une 2-catégorie représentable et co-représentable au sens
usuel),

Mieux, il est facile de prouver (en reprenant les méthodes de (P, T.G.M,) et
(E.6,6.E ) que I-tram , elle-méme, est munie de diverses structures monoidales
fermées (dont une cartésienne fermée),]



S, ESQUISSABILITE DES TRAMES,

Si P sont deux petits systémes de trames, on note
Us:>e;Z'-tram + I-tram le foncteur "I-trame sous-jacente" et
Ve<z:!I-tram 4+ I'-tram le foncteur injection canonique,

Dans ces conditions, on a:

Proposition 2, 5i I4L' sont deux petits systémes de trames, le
foncteur VUr:>:=:L'-tram 4+ I-tram est projectivement esquissable,
Précisément, il existe wn homomorphisme entre esquisses
projectives petites

he<z: Ex—tram 2 Ex —tram
tel que le foncteur

Mod(hz<z: ,Ens):Mod(Ex-~tram,Ens) + Mod(Ez-<ram,Ens)

est "dquivalent" au foncteur

Ug.sz:L'-tram + I-tram ,

Preuve, Reprenant la preuve de la proposition 1 précédente, on
constate que, par construction, Exz'-eram contient Ez-tram ,
Alors, il suffit de prendre pour hec<z: 1'homomorphisme
injection canonique, Fin de la preuve,

Les propriétés générales des foncteurs projectivement
esquissables (voir (C,Q,C.E,)) nous permettent, en conséquence,
d'énoncer (notamment):

Corollaire 2, Si I¢L' sont deux petits systémes de trames, le
foncteur "L-trame sous-jacente" Uz:.>x:Il'-tram + I-tram commute
aux limites projectives, commute aux limites inductives
suffisamment filtrantes et posséde un adjoint & gauche (qui est
le foncteur injection canonique Vz<x-:I-tram -+ I'-tram 2 ,



&, Esquissabilité des sémantiques catégoriques
des systémes de trames,

Si I est un petit systéme de trames, on note . I-sem la
catégorie dont les objets sont les petites sémantiques
catégoriques pour I et dont les fléches sont les sémantiques
fonctorielles entre ces petites sémantiques catégoriques,

Dans ces conditions, on a (voir Note 11 );

Proposition 3, Si I est un petit sytéme héréditaire de trames,
la catégorie L-sem est projectivement esquissable, Précisément,
il existe une esquisse projective petite Ez-eem telle que les
catégories Mod(Ez-=aem,Ens) et I-sem sont équivalentes,

Preuve, Pour tout entier n , notons:

- I™n l'ensemble des h:T + T' appartenant & I~ tels que T

et T' sont d'ordres ¢n ,

~ I*n l'ensemble des h:T 2+ T' appartenant & I* tels que T

et T' sont d'ordres ¢n ,

= In = (In, k%) ,

ainsi, In est encore un petit systéme héréditaire de trames,
L'esquisse Ex-=em est obtenue comme réunion de la famille

(croissante pour 1'inclusion) (Exn-mam)nen des esquisses

projectives petites des In—-sémantiques catégoriques: cette

famille est construite par récurence en procédant comme suit,

a) L'esquisse Exo-=em est l'esquisse des catégories munies de

choix de prolongements co-universels et universels le long de

certains foncteurs: une telle esquisse est construite comme en

(T.F.ALE,), (C,P,C,A,) ou (A,M,E,N,) (& ceci prés qu'elle 1'était

pour des prolongements associés & des extensions de Kan - ce qui

ne nuit en rien & la généralité),

b) Si n>0 est un entier, supposons construite Ezn-eem de

sorte que:

- pour tout h:T 2+ T' appartenant & I~ , on dispose du sous-

graphe compositif de Ezn-eem représenté dans le diagramme 33,

de sorte que, pour tout modéle M:Exn-wem 4 Ens (qui s'identifie

a une petite sémantique catégorique (C,a,b) de I. ), on a:
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€&, ESQUISSABILITE DES SEMANTIQUES CATEAGORIQUES,

+ M(S.) s'identifie a 1'ensemble des foncteurs de
¢ = supp(T) vers C ,

+ M(S.:) s'identifie A& 1'ensemble des foncteurs de
¢' = supp(T') vers C,

+ M(s+) s'identifie A& 1'application composition par
T = supp(h” ,

+ M(X+) s'identifie & l'ensemble des modéles de T dans

la catégorie C ,

+ M(Xr:) s'identifie & 1'ensemble des modéles de T' dans

la catégorie C ,

+ M(xn) s'identifie 4 1'application composition par h ,

+ M(jv) s'identifie & l'application foncteur sous-jacent,

+ M(jr-) s'identifie & l1'application foncteur sous-jacent,

+ M(an) s'identifie a 1'opérateur an ,
- pour tout h:T 2+ T' appartenant & I*n , on dispose du sous-
graphe compositif de Eczn-sam représenté dans le diagramme 34,
de sorte que, pour tout modéle M:Exn-sem + Ens (qui s'identifie
a2 une petite sémantique catégorique (C,a,b) de I~ ), on a:

+ M(Sq) s'identifie & 1'ensemble des foncteurs de
r = supp(T) vers C ,

+ M(Ss:) s'identifie & 1'ensemble des foncteurs de
r' = supp(T') vers C ,

+ M(s~) s'identifie & 1'application composition par
T = supp(h) ,

+ M(X+) s'identifie a 1'ensemble des modéles de T dans
la catégorie C ,
+ M(X++) s'identifie 4 1l'ensemble des modéles de T' dans
la catégorie C ,
+ M(xn) s'identifie & l'application composition par h ,
+ M(jr) s'identifie a l'application foncteur sous-jacent,
+ M(jr:) s'identifie a 1'application foncteur sous-jacent,
+ M(Br) s'identifie & 1'opérateur bn ,
(pour n =0, on dispose bien de tels sous—graphes compositifs
de Ero—wem , o4, de plus, jr = id(Ss) et jr- = id(S.:) ),
c) Alorsg, si h*:T* 2 T'" est un homomorphisme de trames
appartenant & I n+1 et n'appartenant pas & I » , un moddle
M*:T* 9 C , de T* dans une telle catégorie (sous-jacente) C ,
est entiédrement défini par la famille de données et les
conditions les reliant suivantes:
- un foncteur F:supp(T") 2 C ,
- pour tout peH (T") (pour lequel on a donc heel ™~ , puisque
I est héréditaire), un modéle Mon:Toe 2+ C, un modéle
Map:T'ap 4 C et un (nécessairement unique) isomorphisme
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&, ESQUISSABILITE DES SEMANTIQUES CATEGL 1IQUES,

miMas 3 anp(Mge? (i, e, une certaine famille de fléches
inversibles de C ) tels que:
+ F.Fop = 85j(Mgp) ,

+ F,Fap = s85j(Map) ,
+ Map.hp = Mg ,

Autrement dit, 1'ensemble des modéles de T* dans C est une
certaine limite projective d'applications "canoniques" entre:
-~ l'ensemble des foncteurs de supp(Tge) vers C ,
- 1'ensemble des foncteurs de supp(Tan) vers C ,
- l'ensemble des modéles de Tge vers C ,
- l'ensemble des modéles de Tas vers C ,
- 1'ensemble des fléches (inversibles) de C ,
ensembles et applications "canoniques" tous et toutes déja
"esquissés" par des objets de Ern—waem ,
d) On peut donc (comme dans la preuve de la proposition 1 du 85)
compléter Een—sam en une Ezn—mem.suppcT~> (ON pourra se
reporter au diagramme 35 ), en ajoutant & Ezn-sem un céne
projectif distingué de sommet un objet supplémentaire So- et
de base dans Ezn-sem , De sorte que S.- "esquisse" 1'ensemble
des foncteurs de ¢° = supp(T*) vers C ,
Alors, on peut de nouveau compléter Ern-sem.muppcr~> N une
Ezxn-wem. T~ (voir le diagramme 35 ), en ajoutant &
Ezn—mam , wUppCT~ > |
- un céne projectif distingué de sommet un objet supplémentaire
Xr- et de base dans Ezn-sem,.suppcT-> ,
- une fléche (et un cdne projectif distingué) supplémentaire(s)
jr-1Xv~ >3 So- (et des équations en la composant avec les
projections convenables),
de sorte que Xr- esquisse 1'ensemble des moddles de T° dans
C et Jjr- esquisse l'application foncteur sous—jacent,
e) Maintenant, aprés avoir procédé de la méme maniére pour T'" ,
on compléte Eszn—sem, v~ U Ezn-sem,7'~ &N une Ezn—saem.n~ (voir
le diagramme 36 ) en lui ajoutant deux fléches (et des équations
convenables)

Sv~18¢:~ 34 Seo-
et

XH‘:XT‘“ + X+~ .
esquissant respectivement 1'application composition par
7" = supp(h®) et l'application composition par h" ,
f) Pour exprimer qu'on dispose d'un opérateur choix de
prolongements an-~ , il suffit alors de compléter Ezn—sem.n~ en
uneg Ezn—eem.n~.,a (voir le diagramme 36 ), en lui rajoutant une
fléche:
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&, ESQUISSABILITE DES SEMANTIQUES CATEGORIQUES,

A X1~ 4 Xre-

et 1'équation:

Xt~ 0ns = id(X+-)
g) Alors, pour exprimer que ce choix donne des prolongements co-
universels, on compléte Exn-sem.h~.a N UNe Ern—aem.h~.a,co-u
en procédant exactement comme en (T,F.A.E,) ou (A,M.E.N,),
h) I1 est clair qu'on peut procéder de maniére tout a fait
analogue pour un h"€I*n+1 qui n'appartient pas &3 I*n , i, e,
obtenir une certaine E:zn-sem.h~.b,u ,
i) Dans ces conditions, la réunion Eznt1—mam de ces
Ezr—sem.h~,a,co-u €t de s Ezn-wem.nh-.b,u (quand h varie)
est l'esquisse recherchée, Fin de la preuve,

Les propriétés générales des catégories projectivement
esquissables (voir (C,Q,C.E,)) nous permettent, en conséquence,
d'énoncer (notamment):

Corollaire 3, S5i I est un petit systéme héréditaire de trames,
alors la catégorie I-sem est localement présentable (au sens de
(L,P,L.G,)), en particulier elle est compléte et co-compléte,

[Note 11, Nous avons déja si?nalé que la structure de trame est plus générale que
la structure d'esquisse, Si I'on préfére, on peut dire aussi que, dw point de vue
des modédles, les trames décrivent plus de structures (ou de moddles) que les
esquisses,
Par contre, la proposition 3 énonce que, ow point de vue des sémantigues
catdgorigues, les sysiémes héréditaires de {rames sont plus particuliers que les
sur-esquisses de 1'esquisse de catégorie, Autrement dit, les systémes
héréditaires de trames décrivent aoins de catégories munies de sur-structures que
les sur-esquisses de 1'esquisse de Cété%??le: rréc15ément, ils décrivent des
catégories munies de sur-structures pour lesquelles les données supplémentaires
fournissent fowtes des solutions de problémes co-wniversels et/ou universsls,
C'est évidemment leur intérét, _
Il convient de préciser que, si [ n'est plus héréditaire, alors I-sem n'est
plus nécessairement Pro;ecixvement esquissable, Par contre_ on peut montrer
u'elle est "tramable’, 1, e, qu'il existe une trame petite Tr-eem (en général
‘ordre 32 ) telle que les catégories Mod(T:i-sem,Ens) et I-sem  sont
équivalentes, _
Enfin, on peut aussi montrer que (reveir la Note 6 ). o .
- la catégorxg des petites sémantiques catégoriques héréditaires pour un petit
systéme héréditaire de trames [ est encore projectivement esquissable (il
suffit d'ajouter & 1'esquisse censtruite précédemment des équations convenables),
- la catégorie des petites sémantiques catégoriques universelles-faibles pour un
petit s ?téme héréditaire de trames I~ est encore (non projectivement)
esquissable,
- ?a catégorie des petites sémantiques caté oriiges modéles~faibles pour un petit
systeme (Réréditaire ou non) de trames est framable, .
- la catégorie des petites sémantiques catégoriques modéles-faibles et
uglverselges-falbles pour un petit systéme de trames I est tramable,
e:llll
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&, ESQUISSABILITE DES SEMANTIQUES CATEGURIQUES,

Si o¢x sont deux petits sytémes de trames, on note
Pz:>x:Ll'-sem + I-sem le foncteur "sémantique pour I SOus—
jacente",

Dans ces conditions, on a;

Proposition 4, Si L4LI' sont deux petits systémes héréditaires
de trames, le foncteur Pz:.>z:l'-sem + I-sem est projectivement
esquissable, Précisément, il existe wn homomorphisme entre
esquisses projectives petites

ke<z: Ex—sem @ Ex'—sem
tel que le foncteur

Pz:>z:L'-sem 4 I-sem
est "équivalent" au foncteur

Mod(kz<=z: ,Ens) :Mod(Ex:-sem,ENns) 4+ Mod(Ez—saem,Ens) ,

Preuve, Reprenant la preuve de la proposition 3 , il est clair
que Ez: -eem contient, par construction, Exz—wem, Il suffit alors
de prendre pour ke<z: 1'homomorphisme injection canonique, Fin
de la preuve,

Les propriétés générales des foncteurs projectivement
esquissables (voir (C,Q,C.E,)) nous permettent, en conséquence,
d'énoncer (voir la Note 12 )

Corollaire 4, Si I4I' sont deux petits sysiémes héréditaires de
trames, le foncteur ‘“sémantique pour I sous-jacente"”
Pz:>z:Ll'-sem + I-sem commute aux limites projectives, commute
aux limites Inductives "suffisamment" filtrantes et posséde un
adjoint & gauche,

[Note 12, En particulier, si I(g) = (g,8) est le systéme (Avidemment
héréditaire et petit) vide de trames, tout autre sysiéme de trames I est plus
fin, Ainsi, si I est héréditaire, le foncteur "catégorie sous-jacente”

. r = Pr,reey o I-gem 4 D(@)-sem = Cat
admet un adjoint & gauche, Par conséquent, toute petite catégorie engendre
librement une sémantique catégorzque pour I 1]
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