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SESQUI-MONADES ET MONADES 1OCALES

C. Lair

Introduction.

Si F: B——>C est un foncteur (d'oubli) entre catégo-
ries de structures algébri.ques, il vérifie (comme de trés nom=-

breux autres foncteurs ! ):

(i) tout objet C de C engendre un objet libre BC de
B , i. e. tel que HomB(Bc,B) n Homc(C,FB) , naturel-

lement en tout objet B de B .

Tout foncteur F: B ——> C vérifiant (i) admet un adjoint a
gauche F': C > B . L'adjonction de F' & gauche de F
définit une monade T = (T =F.F*' ,€, p ) sur C . A la mona~
de T est alors associée une catégorie Alg(T ) (des algébres
> Alg(T ) .
Lorsque V est un isomorphisme, on dit que F est monadique

de T ) et un foncteur (de comparaison) V: B

et ceci signifie que les objets (et les morphismes) de B sont
définissables dans le seul langage de C , i. e. sont des sys-

témes de fléches de C devant vérifier un systéme d'équations

(sur ce point de vue, désormais bien classique, on pourra consul=-

ter, par exemple, (A.0.F.S.) ).

Le foncteur d'oubli de la catégorie des corps vers celle
des ensembles (par exemple) ne vérifie pas (i). Cependant, il
vérifie, comme de nombréux autres foncteurs F: B —> C , la
condition plus faible:
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(ii) tout objet C de C engendre une famille multi-libre

. . . < ' .
(BCD)DG_QC (oi D, est une catégorie discréte) d'objets
de B vérifiant R Hom.B(B »B) ~~ Hom.(C,FB) , natu-
~ > B CD C
=

rellement en tout objet B de B .

Si A est une catégorie, on note Fam(A) 1la catégorie des fa-
milles de A, i. e. la catégorie telle que:

- ses objets sont les foncteurs f; D——> A, ou D est une
catégorie discréte,

- ses morphismes sont les (g,h): f —> f* tels que g: D —> D'
est un foncteur et h: f.g =——> f' est une transformation natu-
relle.

Clairement, A s'identifie a une sous-catégorie pleine de Fam(A).
De méme, au foncteur F; B
Fam(F): Fam(B) > Fam(C) .

I1 est facile de prouver que F: B

> C est associé un prolongement

> C  vérifie (ii) si,
et seulement si, Fam(F) vérifie (i), c'est-a-dire admet un ad-
joint a gauche F » appelé multi~-adjoint 34 gauche de F . L'ad~-

~y

~
jonction de F' a gauche de Fam(F) définit donc une monade T

sur Fam(C) , appelée multi-monade sur € . On dispose, alors,

d'un plongement et d'un foncteur canonique (de comparaison)
B > Fam(3) ——> A1g(T) .

~J
Lorsque V est un isomorphisme, i. e. lorsque Fam(F) est mo-~

nadique, on dit que F est multi-monadique et ceci signifie que

les objets de B (et ses morphismes) sont définissables dans le

seul langage de C , i. e. sont des systémes de fléches de c

devant vérifier un systéme d'équations et soumises i des condi-

tions d'existence et unicité de solutions d'un autre systéme d°'

équations (en certaines inconnues ! ).
Ce point de vue fécond, de la multi-monadicité, est développé en

(M.A.M.C.) qu'il faut donc consulter.

Le foncteur d'oubli de la catégorie des anneaux commutatifs
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unitaires, de caractéristiques différentes de 0 es 1 , vers
celle des anneaux commutatifs, unitaires, ne vérifie pas (ii),
Cependant, comme tous les foncteurs d'oubli entre catégories de
modéles de théories du 1% ordre classique (voir (C.M.C.E.) et
(L.C.R.F.) ) et de nombreux autres foncteurs F: B >C,
il vérifie la condition en‘oore plus faible (voir (C.M.C.F.) ):

(iii) tout ebjet C de C engendre un diagramme localement
libre (bc 4B

co >Bepedg: p —> D' € D, (ot

BC est une catdgorie non nécessairement discréte appar-
tenant 3 une classe 1 ,fixée, de catégories) de B,
i, e. tel que

_l_%_g Hom.!i(BCD,B)'! HomE(C,FB) ’
=C
naturellement en tout objet B de B .

Si D> {4} est une classe fixée de catégories et si A est
une catégorie, on note D~Pro-A 1la catégorie des ID-pro-objets

de A, i. e. la catégorie telle que:

- ses objets sont les fqncteurs f: _1?_ —> _.5 tels que D appar-
tient 3 D,
- ses morphismes sont les (f,3,f'): £f —> f' tels que 3 est

3 3 3 0
élément de <l%n_ }%_n& Homé(fD,f DY) .

Clairement, A s'identifie a une sous-catégorie pleine de ID-Pro-A.

De méme, au foncteur F: B > C est associé un prolongement
DD~Pro~F: ]D-Pro—g > ID-Pro~C .

11 est facile de constater que F: B

> C vérifie (iii) si,
et seulement si, D=Pro~F vérifie (i), c'’est-a~dire admet un

adjoint & gauche F! » appelé ID-pro-adjoint & gauche de F .

L*adjonction de F*' i gauche de ID=-Pro-F définit donc une mo-

nade i sur ]D-Pro-_c_ » appelée ID-pro-monade sur C . De nou-

veau, on dispose d'un plongement et d'un foncteur canonique (de
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> Alg(T ) .

Lorsque V est un jisomorphisme, i. e. lorsque ID-Pro-F est mo-

comparaison) B ——> ID~Pro-B

nadique, on dit que F est IDD-pro-monadique et ceci signifie

que les objets de B (et ses fléches) sont définissables dans le

seul langage de C , i. e. sont des systémes de fléches de C de-

vant vérifier un systéme d'équations et soumises 3 des conditions

d'existence et maximalité d'une famille de solutions d'un autre

sytéme d'équations (en certaines inconnues).,

Ce point de vue de la ID-pro-monadicité est développé en (P.C.M.F.)
que 1l'on peut consulter. |

Formellement, le point de vue de la ID-pro-monadicité englo-
be celui de la multi-monadicité (prendre I comme étant la clas-
se des catégories discrétes) et celui de la monadicité (prendre
D = {0} : en ce sens, c'est une ré-écriture “généralisante” du
point de vue de la multi-monadicité.

Intuitivement, le poiny de vue de la D-pro-monadicité contient
celui de la multi-monadicité car des conditions d'existence et
unicité (de familles de solutions d'équations) sont évidemment des
conditions d'existence et maximalité particuliéres: elles ont
d'ailleurs ceci de particulier qu'elles sont (pour un logicien)
n¢u 1°7 ordre" alors que les conditions de maximalité sont "du
zéme ordre" , ou encore qu'elles s'expriment algébriquement au
contraire des secondes.

C'est pourquoi le point de vue de la D-pro-monadicité (comme
généralisant celui de la monadicité, i. e. celui de la mesure de
1*algébricité-des objets de B sur ceux de C ) ne saurait &tre

pleinement satisfaisant,

Si D> {4} est une classe de catégories et si A est

une catégorie, notons D-A la catégorie des ID-diagrammes de A,

i. e. la catégorie telle que:

- ses objets sont les foncteurs f: D —> A tels que D appar-
tient 3 D,



L5

~ ses morphismes sont les (£f,3,f'): f > f' tels que:

+ 3: _lfp x B' > Ens est sous~foncteur de

D% x D' ———> A% x A ———>Ens ,
fpr HomA

+ pour tout objet D* de D', le foncteur

a(',D'): Eop
permorphismes non vide, connexe (et 1l'on peut méme

> Ens admet une catégorie d'hy-

imposer: dont la duale appartient 3 D ).

Clairement, on dispose d'un plongement A > ID-A et, si
F: B ———> C est un foncteur, il posséde un prolongement
D-F: D-B >DC .

En fait, D=A est plds qu'une catégorie: c'est une 2-catégorie

dont les Hom sont des ordres (c'est une di-catégorie, au sens de
la premiére partie de ce travail) et IDD-F est un 2-foncteur
(un di-foncteur, dans la terminologie adoptée ici). De plus, on
dispose d'un pseudo-foncteur particulier (appelé ici semi-fonc-
teur gauche) ID-»Pro-_é > ]D-é transformant toute fléche de
D-Pro-A en une (1-) fléche de D-~A qui est maximum dans sa

composante connexe, pour l'ordre de son Hom: ceci explique les
conditions de maximalité apparaissant dans le point de vue de 1la
ID-pro-monadicité et montre que l'on peut, maintenant, s'en dé-
barrasser.

Dans la deuxiéme partie de ce travail (qui paraitra dans le
volume suivant de Diagrammes), nous montrerons que, si F: B—>C
est un foncteur vérifiant (iii), le di-foncteur D-F admet un
"adjoint i gauche généralisé" Ft » appelé adjoint local & gauche

de F . Nous établirons que, sous certaines conditions, 1'adjonc-
tion généralisée de F' i gauche de ID-F définit une "monade

généralisée" sur D-C , appelée monade locale sur C , et que

1%on dispose alors d'un plongement Lt d'un foncteur canonique (de

comparaison) B ——> D-B v Alg(f_ ) (ou Alg(i)
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est la catégorie des "algébres généralisées” de la monade généra-
lisée i associée 3 l'adjonction de T oa gauche de ID~F ).
Enfin, il sera prouvé que, si V est un isomorphisme, i. e. si
D-F est "monadique généralisé" (auquel cas on dit que F est
localement monadique), ceci signifie bien que les objets de 3B
.(et ses fldches) sont définiesables dans le seul langage de C

par des sytémes de fléches de C devant vérifier un systéme d'é-

quations et soumises 2 des conditions d'existence de familles de

solutions d'un autre systéme d*équations (en certaines inconnues).
Bien entendu, pour menef 4 bien ce programme, il nous a fallu

tout d'aberd préciser ce que 1%on entend précisément par adjonction,

monade, algébre et monadipité ... "généralisées" : c'est le but

de la premiére partie de ce travail.




Premiére Partie

SESQUI~-MONADES



CHAPITRE I: DI~CATEGORIES, SEMI~-FONCTEURS, SEMI~TRANSFORMATIONS,
MODIFICATIONS.

1, Di-catégories.

On dit que C = (C, <) est une di-catégorie si, et seule-

ment si:

(DC 1) C est une catégorie,

(DC 2) < est une relation d'ordre sur l'ensemble F1l C des
fléches de C ,

(DC 3) pour toutes fléches X, et x, de C telles que
X <% ,ona nécessairement domaine X = domaine X,
et co-demaine X = co-domaine X5

(DC 4) pour toutes fléeches x: X > X', x;: X*
(b s=1,2 ) et x": XW—=>X"'" de C telles que

X)X

F1C .S8i X

> X"

x] < x5 ,ona x".x]<x".x) et

l/\

Dans la suite, on pose Ob C =0b C et F1
et X' sont deux objets de .E. s On pose aussi:

llO I"" -

- C(X,X") = Hom (X,X') = Hom (X,X ),

- C(X,X*) = (C(X.X )y < ) .

—induit

Si W est un univers (voir (T.H.E.N.)), on dit qu'une di-
catégorie C est localement W -petite si, et seulement si:

(DC 5) pour tous objets X et X' de C , l'ensemble
C(X,X') est élément de W .

A toute catégorie C on associe la di-catégorie triviale
Di(C) = (C, = ) .
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Bien entendu, une di-catégorie est une 2~-catégorie particu-
lieére.

2, Semi~foncteurs.

Si B et C sont deux di-catégories, on dit que
F = (0bF,F1LF): B

ment si:

> C est un semi-foncteur si, et seule-

(SF1) ObF : 0b B —> Ob C est une application,

(SF 2) F1 F: (F1 g, < ) ——> (F1 g, < ) est une appli-
cation croissante,

(SF 3) pour toute fléche x: X > X' de B, ona
(F1 F)(x): (0b F)(X) > (0b F)X*) ,

(SF 4) pour tout objet X de B, les fléches Id(Ob F)(X)
et (F1 F)(Idx) sont connectées dans 1l'ensemble ordon-
néd c((0b F)(X),(0b F)X)) ,

(SF 5) pour toutes fléches x: X > X' et x': X'
de B, les fléches (F1 F)(x').(F1F)(x) et

(F1 F)(x'.x) sont connectées dans C((0ODb F)(X),(0b F)X")).

> X"

Dans la suite, pour tout objet X de B , on pose F(X) = (0Ob F)(x).
De méme, pour toute fléche x de B , on pose F(x) = (F1 F)(x) .

On dit qu'un semi-foncteur F:
droit) si, et seulement si:

e

——> ¢ est gauche (resp.

(SF 6) pour tout objet X de B, on a F(Idx) > Id'F(X)
(resp. F(Idy) < Idpeyy ) »

(SF 7) pour toutes fléches x: X > X' et x': X* —>X"
de B,ona F(x*.x) > F(x").F(x) ,
(resp. F(x'.x) < F(x").F(x) ) .

On dit qu'un semi-foncteur 3 la fois gauche et droit est un
di-foneteur.
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A toute di-catégorie C on associe le di-foncteur identité

de G, moit Ido= (Idy s Tdpy ) s G ——>C .

e}

Si F: B >C et G: A
teurs, alors F.G = (ObF . Ob G, FIF . F1G): A
est un semi~foncteur, appelé composé de F par G .

>B sont deux semi~-fonc-
>

Il est clair que, si F et G sont gauches (resp. droits),
alors F.G est encore gauche (resp. droit). En particulier, si

F et G sont deux di-foncteurs, F.G est aussi un di-foncteur.

Si W est un univers, on note Di-Cat WD (resp. Di-Caty, ¢ »

Dl‘catlLSd ’ D1-CattLS ) la catégorie dont les objets sont les

di-catégories localement W-petites et dont les morphismes sont
les di-foncteurs (resp. les semi-foncteurs gauches, les semi-
foncteurs droits, les semi-foncteurs).

On obtient, ainsi, un diagramme commutatif de foncteurs plonge-
ments

—7Di-Cat

/

Catu:———-————-> D:.-Cat(u_D > D1-Cat1LS.

‘\‘\\\\\“‘15 Di-Cat r”’/’/’;’
bLSd

S
w g

Bien entendu, les di~-foncteurs sont des 2-foncteurs parti-
culiers, Les semi-foncteurs gauches (resp. droits) sont des pseu-

do~foncteurs gauches (resp. droits) particuliers.

3, Structure longitudinale des semi-transformations.

Si F 4, F' : B ————=> C sont deux semi-foncteurs, on
i = H P LI ——
dit que N (Nx)x cobp F >F' : B > € est
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une semi-transformation si, et seulement si:

(ST 1) pour tout objet X de B, ona Ng: F(X)——> F'(X),

(ST 2) pour toute fléeche x: X > X' de B, les fléches
F'(x).b{X et Nx,.F(x) sont connectées dans l'ensemble
ordonné C(F(X),F'(X')).

Dans la suite, pour tout objet X de B , on posera NX) = Nx .

On dit qu'une semi-transformation N: F===>F' : B > C

est gauche (resp. droite)si et seulement si:

(ST 3) pour toute fléche x: X —> X' de B, on a

F'(x).N(X) > N(X*).F(x) (resp. F'(x).N(X) < NX').F(x)).

On dit qu'une semi-transformation a la fois gauche et droite

est une di-transformation.

A tout semi-foncteur F: B > C on associe la di-transfor-

mation identité de F , soit

Idg = (Mdpexy)x eopp PP F * B

Vv
no

Si N; F===>TF' : B >C et N': F*=—>F": B—>(

sont deux semi-transformations, om note

N*mDN : F==—=>F': B —>C

la semi-tranformation, dite composée longitudinale de N avec

N*', telle que:
- pour tout objet X de B, ona (N'mN)X) = N'X).NX) .

I1 est clair que, si N et N' sont toutes deux gauches (resp.
droites), alors N'th N est encore gauche (resp. droite). En par-
ticulier, si N et N' sont deux di-transformations, alors

N'm N  est aussi une di~transformation.

s

Si B et C sont deux di-catégories, on note (C )ZZ' la
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catégorie telle que:

- ses objets sont les di-foncteurs F: f=5 > C (resp. 1les
semi-foncteurs gauches, les semi~-foncteurs droits, les semi-fonc-
teurs) si Z = D (resp. siZ=Sg,Z=Sd,Z=S ),
- ses morphismes sont les di-transformations (resp. les semi-~
transformations gauches, les semi-transformations droites, les
semi-transformations) si Z' = D (resp. Z' = Sg , ' = Sd ,
Z*' =S ) .,

Posons D<Sg ’ D<Sd ’ Sg< S et Sd<S . Pour tout couple
(Z,2') et tout couple (Z,,Z]) de {D,sg,sd,s} X {D,Sg,Sd,S} tels

que Z<Z et 2'< Z]'_ » on a donc un foncteur plongement

1

B B
(¢ )ZZ' > (¢ )z z

Bien entendu, les di-transformations sont des 2-transforma-
tions naturelles particuliéres. De méme, les semi-transformations
gauches (resp. droites) sont des pseudo-transformations naturelles
particulieres,

4, Modifications.

Si NjoNys F = - —=>F' : B — > ( sont deux semi-

transformations, on dit que N, est une modification de N1 et

2
1*on note leN s F=—=>F"' : B

2 =
(M0 1) pour tout objet X de B,ona Nl(X) < Nz(X) .

> C , si et seulement si:

B
Si B et C sont deux di-catégories, on note ((C _))ZZ'
2 2 5 2
la di-catégorie ( (C —)ZZ" <),ou Z,2'€ {D,Sg,sd,S} .

Si (Z,2%) et (Zl,zi) sont deux couples appartenant a l'en-
semble {D,sg,sd,s} et tels que 2<Z, et Z'< 2! on ob-

1 1’
tient un di-foncteur plongement:
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B B
UL )y =—> ((€ 7)), 54 .
= zze = ‘z.z3

Si NI’NZ 3 F =—=>F"': B > C sont deux semi-

transformations, on dit qu'elles sont quasi-connectées si, et

seulement si:

(QC 1> pour tout objet X de B , les fléches Nl(x) et
Nz(x) sont connectées dans C(F(X),F'(X)).

Evidemment, la relation de quasi-connection sur 1l'ensemble
B
F1 ((c -))ZZ' est plus fine que la relation de connection pour

1'ordre (des modifications).

5« Structure latérale des semi-transformations.

Si G: A > B  est un semi-foncteur et si
N: F====>F': B > C est une semi-transformation, on note
NeG: FoG =——=>F*',G : A —> C la semi-transformation,

dite composée latérale de N avec G , telle que:

- pour tout objet X de A, ona (N.G)X) = N(GX)).

11 est clair que, si N est une semi~-transformation gauche
(resp. droite), alors N.G est encore une semi-transformation
gauche (resp. droite).A fortiori, si N est une di-transformation,

N.G en est aussi une.

Si G: A———>B est un semi-foncteur, la composition
latérale avec G définit donc un di-foncteur

c B A
(€ Ngge ¢ (€ INgpe ——> (€ Ngzu

pour tout Z' appartenant i {D,Sg,Sd,S} .

De plus, si G est un semi-foncteur gauche (resp. un semi-fonc-
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teur droit, un di-foncteur) ((C G))SZ' admet un di-foncteur
restriction

)

< B A
(€ Mg go ¢ (E Ng zo—> (g g 7,
g g g
¢ B A
(vesp. (€ Ng zo t (€ Ng go———> (€ g 54 >
d d d
< B A
(C Npge ¢+ (€€ Nppy ——> (€ Ny
Si F: B > C est un semi~foncteur et si
M: G > G*: é > g est une semi~transformation, on note
F.M: F.G > F,G* : é-——————f> ¢ 1la semi-transformation,

dite composée latérale de F avec M , telle que:

- pour tout objet X de A, ona (F.MIRX) = F(MKX)) .

Si F: B ———>C est un di-foncteur, la composition
latérale par F définit un di-foncteur:

4 4 4
((F ))ZZ. 8 ((g ))ZZ' —_—> ((g ))zzl s

pour tous Z et Z°' appartenant a {D,Sg,Sd,S} .

Par contre, si F: B ———> C est seulement un semi-
foncteur, la composition latérale par F ne définit pas néces-
sairement un semi~foncteur mais ce que 1l'on peut appeler un

"quasi=-semi-foncteur"

A A A
[F™ )gs ¢ (@ Dgg ——> (€ g
i. e. qui vérifie:

A
(QSF 1) [F —.]SS commute aux applications domaine et co-do-

maine,

A
(QSF 2) [F ] gg est croissante,

(QSF 3) pour tout semi-foncteur G: A >B , les semi-
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transformations F.Id. et Id.F G sont quasi=-connec-

G
tées,

(QSF 4) pour toutes semi~transformations M: G ==> G': A—>B

et M': G°® >G": A > B , les semi-transfor-
mations F.(M'CD'M) et (F.M*)(F.M) sont quasi-con-
nectées,

6. Compléments.

Nous rassemblons ici quelques (brefs) compléments techniques

qui nous seront utiles dans la suite,

Si A est une di-catégorie, on note _g_.°p = (_l_A_Op, <) sa
di-catégorie duale . On note é* (A, SOP )

< -duale . Enfin, on pose é* °P - (é* )°p
appelle la di-catégorie di-duale de A

sa di-catégorie
(AOP)* et on 1'

Si A et B sont deux di-catégories, on note
AxB=(AxB,<x<) et on l'appelle la di-catégorie produit
de A par B (si WU est un univers et si A et B sont

deux di-catégories localement U -petites, Ax B est produit
de

e

par g dans Di-Cat

uD * Di—CatuS ’ Di.-Cat:,uhS et
d

g

Si W est un univers, on note 0rd,, 1la di-catégorie lo-

calement U -petite telle que:

~ ses objets sont les ensembles ordonnés (E, <) tels que E
appartient 3 WU,

~ ses morphismes sont les applications croissantes,

-si f,f': (E, <) —> (E', <) sont deux applications
croissantes, on pose f < f' si, et seulement si, f(x) < f'(x)

pour tout élément x de E .
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Si W est un univers et A est une di-catégorie locale-
ment ‘Ih~petite, on note

AC-,=): AP x A ——> opd g
le di-foncteur admettant pour foncteur sous—jacent

A=) AP x A

> EnS% .

Si H: A > A' est un semi-foncteur entre di-catégories

localement 1A ~petites, on pose:

- A'(H=,=) = A'(~,=). P x 14 ') AOP X A' —————> 0rd
= = = £ =" A

>

- A'ES) = atm) (14, %P x BD: A% x A ———>0rd,,

Si F: B
homogene si, et seulement si:

>C estun semi~-foncteur, on dit qu'il est
(HO 1) pour tout objet X de B, on a F(Idx) = IdF(X)’

Bien entendu, le composé de deux semi-foncteurs homogénes est

encore homogéne et un di-foncteur est toujours homogéne.

o00o



CHAPITRE II: QUASI-ADJONCTIONS, SEMI-ADJONCTIONS, SESQUI-ADJONC-
TIONS, DI-ADJONCTIONS.

1. Quasi-projecteurs., Semi-projecteurs.

Si F;: B — > C est un semi-foncteur droit, si C est
un objet de C , si B, est un objet de B et si e sC—> F(BC)
est une fléche de C , on dit que (C,Bc,ec,eé) est un F-quasi-
projecteur si, et seulement si:

(QP 1) eé associe a tout objet B de B et i toute fléche
x: C >F(B) de C une fléche eé(B,x):B
de B telle que F(eé(B,x)).eC <X,

c > B

(QP 2) si B est un objet de B, si y: B > B est une

C
> F(B) est une fléche de

C tels que F(y).eC <x, alors y < e(':(B,x) .

fleche de B et si x: C

On dit qu*un F-quasi-projecteur (C,Bc,ec,eé) est un F-semi-
projecteur si, et seulement si:

(QP 3) si B est un objet de B et si x3 C

> F(B)
est une fléche de C , on a F(eé(B,x)).eC =X .

On dit qu'un semi-foncteur droit F admet la famille de quasi-

. _ . . .
projecteurs (resp. de semi-projecteurs) (C,Bc,ec,ec)C€0b g si,

et seulement si:

(QP 4) pour tout objet C de C, (C,Bc,ec,eé) est un F-

quasi-projecteur (resp. un F-semi-projecteur).

Par di-dualité, on définit les quasi-co-projecteurs et les
semi-co-projecteurs relatifs & un semi-foncteur gauche, ainsi que
les semi~foncteurs gauches admettant une famille de quasi-co-

projecteurs (resp. de semi-co-projecteurs).
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2. Quasi~adjonctions. Semi-adjonctions. Sesqui-adjonctions.

Di~adjonctions.

Si M est un univers, si B et § sont deux di-catégories

localement W -petites, si F: B > C est un semi-foncteur

droit, si F*: C

> B  est un semi~-foncteur gauche, on dit

que (F',E,M,F) est une quasi-adjonction si, et seulement si:

(QA 1) E: B(F'-,-) > g(=,F-): ¢’ x 3 ——> ord
est une semi-transformation gauche,

(QA 2) M: C(-pF=) => B(F'-,~): ¢
est une semi~transformation droite,

(QA 3) pour tout objet B de B et tout objet C de c,
1'application croissante M(C,B): C(C,FB) —> B(F'C,B)
est adjointe 3 droite de 1l'application croissante

E(CyB): g(F'C,B) > g(C,FB) .

-]

> Ogdu_

Dans ces conditions, prouvons que:

Proposition 1, Si . est un univers, si F: B >C est

un semi-foneteur droit entre di-catégories lscalement U.-petites

. . ' o
et si F admet une famille (C’Bc’ec’eC)CEOb c de quasi-pro

jecteurs, alors il lui est associée une quasi-adjonction
(F',E,M,F).

Preuve, Pour tout objet C de C , posons F'(C) = et, pour

toute fléche x: C

B
(3
>C" de C , posons F'(x) = eé(BC,,eC..x).

Si X19%y¢ C —> C' sont deux fleches de C telles que

X < X, » nous avons donc:
- t
F(eC(BC.,eC,.XI))-eC S_ ec'oxl S ec. oxz ’

L] .
on en conclut que F'(x) <F'(x) .

Si C est un objet de C , nous avons:
- F(IfF'C).eC s Id‘FF'C.eC = eC.IdC ?

et donc Idg,. < F'(Idc) .
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Si x: C
de C, on a:

>C' et x': C' ——————> C" sont deux fléches

= F(F'(x*)F'(x))ee; < FF'(x*)FF'(x)ee, < FF*(x")iey % <
< ec".x'.x ’

par conséquent F'(x').F(x) < F'(x'.x).
Nous avons donc construit un semi~foncteur gauche F': g-—~——> B,
"quasi-adjoint a gauche" de F ,

C , tout objet B de B et toute flé-
>B de B, posons E(C,B)(y) = F(y).eC .
On définit bien, ainsi, une application croissante

Pour tout objet C de
che y: F'C

E(C,B):g(F'C’B) > g(c’FB) .

Pour toutes fléches c¢: C!
et y: F*'C

> C de g s b: B——> B' de B

> B de B , nous avons:

- E(C,B*").B(F'e,b)(y) = F(b.y.F'c).e;, < Fb.Fy.FF'cie,, <
S Fb-Fy.ec.C = g(c,Fb)-E(C’B)(Y) ?

> ¢c(-,F-): ¢°P x B

est bien une semi-transformation gauche,

par conséquent E: B(F'-,-) > 0xd

= U
Pour tout objet C de C , tout objet B de B et toute

fléche x: C >FB de C, posons M(C,B)(x) = eé(B.x) .

Si xl,xzz C

> FB sont deux fléches de € telles que
Xy < X nous avons:

- F(M(C’B)(xl>)'ec = F(eé(B,xl)).eC <% <%
et donc M(C,B)(xl) < eé(B,xz) = M(C,B)(xz) .

Ainsi, on a bLien défini une application croissante

M(C,B): g(C,FB) _—> g(F'C,B) .

> B' de

Pour toutes fléches c: C' >C de C, b:B

g et x: C——>FB de g s ONn as

- F(g(F'c,b).M(C,B)(x)).eC. = F(b.eé(B,x).F'c).eC,‘S

< Fb.F(eg(B,x))FF'cie,, < FbuF(el(B,x))ees.c < Fbuxac

il en résulte que:
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- B(F'C,b).M(c,B)(X) S' e&,(B',Fb.x;C) = M(C"B')Og(c,Fb)(X) .

o
===> B(F'~,-): °° x p—> ord
est bien une semi=transformation droite,

Par conséquent, M: G(~,F-)

w

On conclut, alors, facilement. //

Par "di-dualité", on peut évidemment énoncer:

Proposition 2, Si W est un univers, si F': C > B est

un semi-foncteur gauche entre di=-catégories localement W ~petites

. . . . .
et si F' admet une famille (B,CB,mB,m B)B€0b B de semi=-co-

projecteurs, alors il lui est associée une quasi-adjonction
(F',E,M,F).

La réciproque de la proposition 1 (ou de la proposition 2)
n'est vraie que dans certains cas particuliers, Plus précisément,

si 1A est un univers, si B et g sont deux di-catégories lo-

calement QL—petites, si F: g
droit et si F': C

> C est un semi-foncteur

> g est un semi-foncteur gauche, on dit
que (F',E,M,F) est une quasi-adjonction gauche si, et seulement
si, c'est une quasi-adjonction et:

(QA 4) F est homogeéne,

(QA 5) pour tout objet C de C , tout objet B de B et
toute fléche y: F*'C >B de B,ona
E(C,B)(y) = F(y).E(C,E'C)(Idr, )

(QA 6) pour toute fléche x: C —> C' de C,ona
F'(x) = M(c,F'c')(E(c',F'c')(IdF,C.).x) .

Dans ces conditions nous avons:

Proposition 3. Si W est un univers, si F: B > ¢ est

un semi-fonecteur droit et homogéne entre di~catégories localement

- . s ]
W-petites, alors F admet une famille (C’Bc’ec’ec)CGOb ¢ de

quasi~projecteurs si, et seulement si, F admet une quasi-ad-
jonction gauche (F',E,M,F) .,
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. 1 ]
Preuve. Supposons que F admet la famille (C’Bc’ec’eC)CGOb g

de quasi=projecteurs. D'aprés la proposition 1 (dont nous repre-
nons les notations et constructions de la preuve), il lui est

associée une quasi-adjonction (F',E,M,F). Pour tout objet C de
» tout objet B de B et toute fléche y: F¥%C) > B de

¢
B, on a:

E(C,B)(y) = Fy.e, = Fy.IdFBC.eC Fy.FIdBC.eC Fy.E(C,F C)(IdF,C),

et donc (QA 5) est vérifiée.
On en déduit que les applications croissantes

E(C,B) , F(=).e, : B(F'C,B) > ¢(C,FB)

c
sont égales, Comme E(C,B) admet M(C,B) pour adjointe a droite
et F(-).eC
te, cn a donc M(C,B) = eé(B,-) « I1 en résulte que, pour toute
fléche x: C > C' de g , On a:

admet, par définition, eé(B,-) pour adjointe & droi-

- F'(x) = eQ(F'Ctye ex) = M(C,F'C')(ec,.x) =
= M(C,F’C‘)(E(C',F'C’)(IdF,C,).x) ’

et donc (QA 6) est vérifiée,
Inversement, supposons que (F',E,M,F) est une quasi-adjonction

gauche, Si 1l'on pose:

- pour tout objet C de » e = E(C,F'C)(IdF,C) ’
- pou> tout objet C de » tout objet B de B et toute

flache x: C >FB de C, el(B,x) =M(C,B)() ,

o o

. . [ | ]
on montre facilement que F admet bien (C,F C»ec’ec)ceob c

pour famille de quasi-projecteurs. //

Par "di-dualité", on dit que (F',E,M,F) est une quasi-adjonction

droite si, et seulement si, c'est une quasi-adjonction et:
(QA 7) F* est homogéne,

(QA 8) pour tout objet B de B , tout objet C de C et
toute fléeche x: C ——>FB de C , on a
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M(CyB)(x) = M(FB,B)(Tdgy).F* (x) ,
(QA 9) pour toute fléche y: B——>B' de B, ona
F(y) = E(FBaB')(YcM(FB)B)(IdFB)) .

On peut donc énoncer la proposition "di-duale" de la proposi-

tion 3:

Proposition 4, Si W est un univers, si F': ¢

> B est

un semi=-foncteur gauche et homogéne entre di-catégories locale~

- i S ]
ment W -petites, alors F!' admet une famille (B’CB’mB’mB)BEOb B

de quasi=-co-projecteurs si, et seulement si, F' admet une quasi-
adjonction droite (F',E,M,F) .

Plus particuliérement encore, on dit que (F*,E,M,F) est une

semi-adjonction gauche si, et seulement si, c'est une quasi-ad-

jonction gauche et:
A 1 E ‘D = .
(QA 10) M Idg(_’F__)

On prouve, alors,facilement que:

Proposition 5. Si ¥ est un univers, si F: B —> C est

un semi=foncteur droit et homogéne entre di-catégories localement

- 3 i '
WU~petites, alors F admet une famille (C’Bc’ec’eC)CEOb c de

semi-pro jecteurs si, et seulement si, F admet une semi-adjonc-
tion gauche (F',E,M,F) ,
Par "di-dualité", on dit que (F*,E,M,F) est une semi-adjonc-

tion droite si, et seulement si, c'est une quasi=-adjonction droi-

te et:

(A 11) MEDE = Idp gy _y

Alors, il est tout aussi clair que:

Proposition 6, Si YU est un univers, si F': ¢ > B est

un semi-foncteur gauche et homogéne entre di-catégories localement

- 3 3 ¢
AU ~petites, alors F' admet la famille (B’CB’mB’mB)BGOb B de

semi-co-projecteurs si, et seulement si, F' admet une semi-ad-
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jonction droite (F',E,M,F) .

On appelle sesqui-adjonction gauche toute quasi=-adjonction
(F' ,E'M.F) telle que:

(sAaG 1) (F',E,M,F) est une semi-adjonction gauche,
(SAG 2) (F',E,M,F) est une quasi-adjonction droite,
(SAG 3) F est un di-foncteur et F' est homogéne,

1

De méme, on appelle sesqui~-adjonction droite toute quasi-adjone-
tion (¥',E,M,F) telle que:

(sAp 1) (F',E,M,F) est une semi-adjonction droite,
(sAap 2} (F',E,M,F) est une quasi-adjonction gauche,
(SAD 3) F' est un di-foncteur et F est homogeéne.

Enfin, on appelle di-adjonction toute sesqui-adjonection a la

fois gauche et droite: ce $sont donc des 2-adjonctions particu-
liéres, (On remarquera que les quasi~-adjonctions 2 la fois gau-
ches et droites = auxquelles nous omettons volontairement de don=~
ner un nom particulier - ne sont pas, en général des di-adjonc-
tions; de m@me, les semi~adjonctions 2 la fois gauches et droites
= que nous omettons tout aussi volontairement de qualifier - ne

sont passen général,des di=adjonctions.)

o0o



CHAPITRE III: SESQUI-MONADES. SESQUI-MONADICITE.

1. Sesqui-monades.

Si C est une di-catégorie, on dit que T = (T, € ,u)
est une sesqui-monade sur si, et seulement si:

(SM 1) T: ¢ ——>C est un semi-foncteur gauche et homogé=
ne,

(SM2) £ Id, ====> T:C > C est une di-transforma-

=

tion,

(SM 3) pe 12 >T 2 C > C est une semi-transfor-
mation droite,

(SM 4) pVO(E.T) = IdIdc J = p@(T.E) = T.IdIdc ,

= -

(SM 5) p @ .T) <y @(T.p)

(SM 6) pour toute fléeche x: C >C' de C, onna
u(C')QT(E(C')OX) = T(X) .

Dans ces conditions, on a:
Proposition 7. Si U est un univers, si B et C sont deux

di-catégories localement 7Y =-petites, si F: B —> (L est

un di-foncteur, si F*': ¢ ——> B est un semi-foncteur gau-

che et homogéne, si (F',E,M,F) est une sesqui-adjonction gau-

che, alors il lui est associée une sesqui-monade T = (F.F', € ,u)

sur C

Preuve, puisque F est un di-foncteur et F' est un semi-foncteur

gauche et homogéne, F.,F' =T : C

> C est un semi-foncteur
gauche et homogéne et (SM 1) est donc vérifiée.

Comme (F',E,M,F) est une quasi-adjonction gauche (particuliére),
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- . & - ' ' -
il 1lui est associée une famille (C,F C’ec’eC)CGOb c de F

quasi-projecteurs, comme dans la preuve de la proposition 3
(dont nous reprenons les notations et constructions).

Pour toute fleche x: C > C!' de C , nous avons donc:

1) F'&x) = M(C,F'C')(E(C',F'C')(IdF.C.).x) = eé(F'C',eC,.x) .
Puisque (F*,E,M,F) est une semi-adjonction gauche, pour tout
objet C de C, (C,F'C,ec,eé) est un F=-semi-projecteur.

Pour tout objet B de B , tout objet C de g et toute flé-
che x: C

> FB de C , nous avons donc:
[ ] -
) F(ec(B,x)).eC =X .

Comme (F*,E,M,F) est une quasi-adjonction droite, il lui est
associée (en vertu de la proposition 4) une famille

(B,FBymp ympdp ey,

Pour tout objet

B de F'-quasi-co=projecteurs,
B

de B , nous avons donc:

(3) my = M(FB,B)(IdFB) = eg.B(B,IdFB) .

De méme, en vertu de (QA 8) , pour tout objet B de B, tout
> FB de g s nous

objet C de C et toute fléche x: C

avons:

%) e&(B:x) = M(C,B)(X) = M(FBpB)(IdFB)-F'X = mB.F'(x) .

Pour tout objet C de C , posons € (C) =e, : C > TC .

> C' de

o o

Alors, pour toute fléche x: C » noOus avons,

en appliquant (1) et (2):

- T(x). €(C) = FF'(x).ec = F(eé(F'C',eC,.x)).eC = eqyeX = z(C*).x.

dg >T 2 g > g est une di-

transformation et (SM 2) est vérifiéde,

Par conséquent, €: I

Pour tout objet C de C , posons p(C) = F(mF,C)z TZC -—> TC,

Alors, pour toute fléche x: C > C' de C , nous avons, puis-

que F est un di-foncteur et en appliquant (4):

- ne".13(x) = F(lip oo )sFF'Tx = F(mb, . F'Tx) = F(e (F'C',Tx)).
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D*autre part, en appliquant (3), puis (2), et puisque F est

un di=-foncteur, nous obtenons:

- F(F'x.mF’C).eTC = TX'F(mF'C)'eIC = TXQF(e{.C(F'C,Id,rC))-eTC =
= Tx.IdTC =Tx .

I1 en résulte que F'x.mF o < < eT (F'C*,Tx) et, pulsque F est
un di-foncteur, FF' x.FmF.C, = Tx.u(C) < u(C').T (x) .

>T: C

Ceci prouve que p: T

> C est une semi-trans-
formation droite et donc que (SM 3) est vérifiée.

Pour tout objet C de C , nous avons, en appliquant (3) et (2):

= w(C). €(TC) = Fmpyo)eepy = Fleg o (F'C,Idp0))epy = Tdpee

De méme, puisque F est un di-foncteur et en appliquant (4) et
(1), on obtient:

- p(C).T(€(C)) = Fmy, ) .FF'(e;) = F(mg, .F'e, ) = F(el(F'C,e.)) =

F(e&(F'C,eC.IdC)) = FF' (Idc) = T(Idc) .

Autrement dit, (SM 4) est vérifiée.
Pour tout objet C de C , puisque F est un di-foncteur et

en appliquant (4), on a:

- R(OTQE)) = Flmy o FHu(C)) = Fle', (F'Cu(C)) .
T

En appliquant (3) et (2), il vient aussi:

- p(C)ep(TCee , = p(C).Flmyypdee , = (C).F(e', (F'TC,Id, e, =
R 2 " "FrTe’ 2, T H ¢ 2¢ T%C

= |J,(C).Id 2 |J.(C)o
T"C

Puisque F est un di-foncteur, on en déduit que
MpsgMpepc < MpegeF'n(C)
et donc que

p(Clap(TC) < p(C).T(C)).

Autrement dit, (SM 5) est vérifiée,
Enfin, pour toute fléche x: C —> C' de C, on a, en ap-
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pliquant (1) et (4):

- F'(x) = M(C,F'C")(E(C',F'C')(Id.F,C,).x) =

= M(C,F'C')(ec,.x) = M(TC',F'G')(IdF,C,).F'(eC,.x) =
= mF.C..F'(eC,.x) .

D'ou il résulte, puisque F est un di-foncteur:-

- T(x) = p(C")T(E (C*)ex) o

ctest-a-dire que (SM 6) est vérifiée. //

2, Sesqui=-algebres.,

Supposons que U est un univers, C est une di-catégorie
localement WU -petite et T = (T, €,u) est une sesqui-monade
sur C

Si C est un objet de C et A: TC > C est une

fleéche de C , on dit que (C,\) est une T-sesqui-algeébre si,

et seulement si:

(sA1 1) X. e(C) =1d, »
(sAl 2) Aqu(C) < ATV

On pose, alors, U((C,A)) =¢C .

Si (Cs\) et (C',\') sont deux T-sesqui-algébres et si

c: C > C' est une fléche de C , on dit que
E = ((C,)\),c.(C',X')): (C,X)

phisme (de T-sesqui-algébres) si, et seulement si:

> (C*',\') est un homomor-

(HM 1) cak <A'.T(c) &

On pose, alors U(c) = c .

A toute _'[-sesqui-alg‘ebre (C,\) on associe 1'homomorphisme

identigue Id(c \) = IdC .
2
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Si T: (CoA) ——> (C',A") et c': (C',A') —> (C",\")
sont deux homomorphismes, nous avons, puisque T est un semi-

foncteur gauche:
- X'.OT(C.OC) 2 X".TC'.TC _>_ c’At.TC 2 ct.c.A ’

par conséquent, c'.c est encore un homomorphisme, dit composé
de <c' avec ¢ .
Si -510325 (c,\.) ———> (C',\') sont deux homomorphismes de
I_—sesqui-algébres, on note ¢y 532 si, et seulement si, 1 < Cye
On désigne, alors, par SAlg(I) 1la di-catégorie localement Y =
petite dont les objets sont les 1—sesqui-algébres et dont les
morphismes sont les homomorphismes de T-sesqui-algébres. Clai-

rement, U: SAlg(T) ——> C est un di-foncteur.

Dans ces conditions, prouvons que:

Proposition 8. Si L  est un univers, & toute sesqui-monade

T = (T, €,u) sur une di-catégorie localement W -petite C est

associde une sesqui-adjonction gauche (U',E,M,U: SAlg(T)—> Q).

Preuve. Remarquons, tout d'abord, que si C est un objet de c
si (C'y\') est une T-sesqui-algebre et si x: C —> C' est

une fléche de C , on a:

- (TC,u(C)) est une T-sesqui-algebre,
- A TQNLTX) > AT TN Tx > X'.p,(C').sz > (AL Tx)ap(C) ,

par conséquent, eé((c',h'),x) = A'.Ix : (TC,un(C)) > (C'H,A")
est un homomorphisme.

Montrons, maintenant, que (C,(TC,u(C)),<.(C), E('z)CEOb c est

une famille de U=semi=-projecteurs.,
Pour tout objet C de C , toute T-sesqui-algébre (C'A') et
toute fléche x: C

> C' de C , nous avons:

- UTT.TX). E(C) = A*.Tx. €(C) = A*. €(C*)ex = Id yex = X .

De plus, si 321: (Tc,u(c)) > (C',\') est un homomorphisme

tel que x;. €(C) = U(xy). &(C) < x , il vient:
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= ANTx 2 ANT( . €(C)) 2 A% T(E(C)) > x,.p(C).T(E(C)) > x;.

Par conséquent, nous avons bien construit une famille de U=-semi-
projecteurs,

Notons (U',E,M,U) 1la quasi-adjonction associée (comme dans la
proposition 1) & cette famille. Comme U est un di-foncteur, la
proposition 5 s'applique et (U',E,M,U) est une semi~-adjonction
gauche. En conséquence (SAG 1) est vérifiée.

Montrons, maintenant, que (U',E,M,U) est une quasi~-adjonction
droite,

Pour tout objet C de C,ona:
- U'(14,) = FOTCE 1Ay = Ty = T
U (Idc) p(C).T(e(C .Idc) T(Idp IdTC ’

et donc (QA 7) est vérifiée,

Pour toute T-sesqui-algébre (C',A') , tout objet C de C et
toute fléche x: C > C' de C, on as

= AfTA' > Atqu(C') , done X7 : (TC',u(C*)) > (C',\Y)
est un homomorphisme,
- p(c").T%x > Txp(C) , done TG: (Cop(C))

est un homomorphisme,

> (C*,u(c"))

on en déduit que:

- M(C,(C"A)(x) = EAC(CT,A"),x) = XTTx = X.Tx ,
M(U(C,1),(C* A ")) (Td ) U (x) = M(C,(C",A*))(1d,). U (x) =
E2((C*,1"),1d,). U (x) = W.U'(x) = T U (x) =
AT pCI(ECx) = A0.Ix ,

et, par conséquent, (QA 8) est vérifiée,

Enfin, pour tout homomorphisme x: (C,\) —> (C',A') , on a:

-Ux) =x,

E(U(C,1), (C* o1 " )M, (CA))(Td,)) =

E(C, (€', ")) (X.H(C, (C,0))(14,)) = UGkH(C, (C,A))(Td,)). €(C) =
UG UEH(C, (C,A))(14,))e £(C) = UGD.Id, = UKD = x

et, donc, (QA 9) est vérifiée.
Au total, (SAG 2) est vérifiée.

On conclut facilement, //
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3, Sesqui=-monadicité.

Prouvons que:

Proposition 9. Si U est un univers, si B et C sont deux

di-catégories localement lL-petites, si F: 2 > C est un

di-foncteur, si F': ¢ ———> B est un semi=foncteur gauche et

homogéne, si (F',E,M,F) est une sesqui=-adjonction gauche, si

T = (F.F', €,u) est la sesqui-monade qui lui est associée (comme
dans la proposition 7) et si (U',E,M,U: SAlg(T) — > C) est

la sesqui-adjonction gauche associée (comme dans la proposition 8)

3 cette sesqui-monade, alors il existe un unique di-foncteur, dit

> SAlg(T) tel que UV =F et

de comparaison, V t B
V.F' = Ut ,

L L] 3 - ] - Py
Preuve, Notons (C,F C,ec,eC ceob ¢ la famille de F-semi~-pro

jecteurs associée (comme dans la proposition 3) a la semi-adjonc-

tion gauche (F',E,M,F). Notons, également, (B’FB’mB’mé)BGOb B

la famille de F'~-quasi-co-projecteurs associée (comme dans la
proposition 4) i la quasi-adjonction droite (F*,E,M,F) .
Pour tout objet B de B , en appliquant (QA 8), nous avons:

= mgF'Fmy = M(FB,B)(Id.FB).F'(FmB) = M(TFB,B)(FmB) =
et, puisque F est un di~-foncteur et en appliquant (QA 5) et

(QA 10), nous avons aussi:

= F(mgemgypp)eeppy = Flmg) Flmg.pg)eeppy =
= F(my) .E(TFB,F 'FB) (M(TFB,F 'FB) (Idypp)) = F(mg).Idppy = F(mg) .
I1 en résulte que mB.F'FmB > Mpelig,pg » OU encore que

Fig « TFy 2 FgeFipopp
Par conséquent:

- V() = (FB,FmB) est une T-sesqui-algébre.

Pour toute fléche b: B ——> B' de B , nous avons, de méme :
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- m.B,.F'Fb = eE'.B(B"Fb) »
- F(b.m.B)-eFB = Fbo(FmB.eFB) = Fb
I1 en résulte que mB,.F'Fb > b.mB , ou encore que l'on a

F(mg,)«T(Fb) > Fb.Fmy)

Par conséquent:

- V(b) = F(b) : (FB,FmB)

> (FB',Fm.B,) est un homomorphisme.

Clairement, on définit ainsi un di-foncteur V: B > SAlg(T).

Pour tout objet B de g s ON a:
- UV(B) = U(FB,Fm;) = FB .
Pour toute fléche b: B—> B' de B , on a:
- UV(b) = UGF(D)) = F(b) .

Par conséquent UV =F .

De méme, pour tout objet C de C , on a:
- VF*(C) = (FF'C,Fmg,.) = (TC,u(C)) = U'(C) »
Pour toute fléche c¢: C—> C*' de C , on a:
- VF*(c) = FF'c = Tc = U%(c) .
Par conséquent V,F'=U ., //
Si W est un univers, si F: B —>(C est un di-fonc-

teur entre deux di-catégories localement WU -petites, nous dirons

que F est sesqui-monadique (resp. e-sesqui-monadique) si, et

seulement si:

(SM0O 1) F admet une sesqui-adjonction gauche (F',E,M,F) ,

(SM0 2) si T = (F.F', £4) est la sesqui-monade associée 2
(F',E,M,F), le di-foncteur de comparaison
Vs B ——> SAlg(T) est un (di~)isomorphisme (resp.

une di-équivalence).

o0o
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