CAHIERS DE
TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

D. BOURN

J. PENON

Catégorification de structures définies par
monade cartésienne

Cahiers de topologie et géométrie différentielle catégoriques, tome

46, n° 1 (2005), p. 2-52
<http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_2005__ 46 _1_2 0>

© Andrée C. Ehresmann et les auteurs, 2005, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers de topologie et géométrie
différentielle catégoriques » implique I’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_2005__46_1_2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CAHIERS DE TOPOLOGIE ET Volume XLVI-1 (2005)
GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CATEGORIQUES

CATEGORIFICATION DE STRUCTURES DEFINIES
PAR MONADE CARTESIENNE

par D. BOURN et J. PENON

Résumé

We give here a construction of the categorification of structures defined
by cartesian monads. On the contrary to the usual ways, we focus on the
iteration process from level n to level n+1. Our starting point is a pair of
a functor U : £ — B and a cartesian monad (M, 7, u) on E satisfying some
conditions. From that point, we construct a new pair of a functorU; : E; — E
and a cartesian monad (M, n;,4;) on E; which satisfy the same conditions.
This new pair is defined as the categorification of the initial pair. Starting
from E = Ens, B = 1 and (M, , u) the identity monad, the n-th step of this
iteration process gives rise to the category of weak n-categories. The limit Eo,
of this iteration admits a comparison functor towards the category of weak
co-categories in the sense of Leinster.

Introduction
Le point de départ de ce travail est double. Plus précisément, il est a la confluence
des conceptions de ses deux auteurs. Essayons de les résumer bri¢vement.
Pour le premier, contrairement 2 la plupart des tentatives pour aborder la définition
des n-catégories non strictes, il est trop radical de le faire d’emblée en dimension
infinie, mais il est bien préférable au contraire de procéder par récurrence et d’in-
sister sur le passage de la dimension n a la dimension n+1, sur le modele, par
exemple, de ce qui est fait pour les n-groupoides stricts, voir [4] et aussi [S].
Pour le second auteur, la préoccupation principale ne porte pas sur les co-catégories
non strictes pour lesquelles il a déja proposé une définition (avec la notion de pro-
lixes, voir [13]), mais sur une extension de la méthode “d’affaiblissement structu-
ral” a d’autres structures algébriques que les co-catégories, suivant ainsi des sug-
gestions déja formulées par Batanin [3]. Par ailleurs, il lui semble aussi plus naturel
de procéder par sauts élémentaires, c’est-a-dire en s’élevant d’une seule dimension
pour éffectuer cet affaiblissement.
Dans cet article est réalisée la synthese de ces deux points de vue a travers la notion

.2.
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de catégorification.

Ce terme de “catégorification™ a ét€ en fait introduit par Crane dans [8] et [9],
puis systématisé par Baez et Dolan dans [1]. Il désigne le principe général de pas-
sage d’une structure a une autre de telle sorte que les axiomes équationnels de
la premie¢re (qui sont des identités formelles entre les termes de cette structure)
soient remplacés par des données (en I’occurrence des isomorphismes entre ces
mémes termes). De nouveaux axiomes, dits de cohérence, doivent alors lier ces
nouvelles données. Les deux exemples génériques sont celui de la catégorification
des monoides qui produit les catégories monoidales, et celui de la catégorification
des catégories qui produit les bicatégories.

Le premier probleme posé par notre notion de catégorification a été de choisir
la fagcon de définir les structures algébriques. L’exemple incontournable des nom-
breuses définitions des oo-catégories non-strictes nous a convaincus qu’il fallait
raisonner en termes de monade. Monades sur les ensembles pour les structures
classiques, monades sur les graphes pour les structures de type catégorique (sur
cette question voir [7]), et enfin monades sur les ensembles globulaires (ou encore
n-graphes selon notre terminologie) en dimensions supérieures. Plus précisément la
donnée appropriée, dite : donnée de base, s’avere étre la donnée de deux catégories
et d’un foncteur U : E — B et d’une monade (M, 7, ) sur E.

La technique de catégorification, quant a elle, s’inspire de la présentation des
bicatégories selon Batanin dans le préambule de [2]. 11 utilise, pour ce faire, le
langage des opérades non-symétriques. Ce sont elles qui vont nous permettre d’ex-
primer I’affaiblissement recherché (dans son exemple, il affaiblit la notion de 2-
catégorie qui est déja elle-méme une sorte de catégorification stricte de celle de
catégorie). Le cas strict est caractérisé, parmi les cas non-stricts, par 1’utilisation
de I’opérade finale. Mais Batanin constate ensuite que la technique des opérades
est insuffisante pour décrire les tricatégories et qu’il faut ’adapter au probleéme des
dimensions supérieures. Ce qui I’ameéne a la notion plus générale de n-opérade dont
les opérades classiques deviennent un cas particulier de dimension 1.

Pour notre projet, I’outil des n-opérades s’est révél€ bien trop spécifique aux n-
catégories pour pouvoir servir dans la catégorification de structure quelconque. Un
outil plus approprié s’imposait, que Batanin suggere d’ailleurs un peu lui-méme
dans [3] ou il compare les prolixes a ses propres co-catégories non-strictes. Il nous
appardt alors clairement que le nouveau type d’opérade que nous recherchions
existait déja, depuis longtemps, sous le nom de T-catégorie, selon la définition
de A.Burroni [6]. Cet outil, élémentairement li€ aux monades, va nous permettre
de généraliser la construction des bicatégories selon Batanin, et de mettre définiti-
vement au point notre processus de catégorification.
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Il faut ensuite collecter I’ensemble des propriétés de la donnée de base qui
permettent d’une part d’effectuer les constructions nécéssaires 2 la catégorification
et d’autre part, en vue de I’itération, de les retrouver a la fin de ces constructions.
Toute cette partie du travail est rassemblée au chapitre 1 et la liste compléte des
axiomes y est établie. La question de la catégorification étant réglée, il faut aberder
ensuite celle de Iitération.

On montre d’abord, que dans le cas de la catégorification stricte (=utilisa—
tion de I’opérade finale), on retombe bien, en partant des ensembles, sur les n-
catégories strictes au sens usuel. On montre ensuite qu’entre les deux processus de
catégorification, le non-strict et le strict, il existe un morphisme cartésien de mo-
nades qui s’avére étre contractile au sens de Leinster (voir [12]). Cette propriété
se conserve aprés itération et permet en passant a la limite de faire apparaitre en
dimension infinie un morphisme de comparaison entre la monade de Leinster [12]
sur les ensemble globulaires (ou co-graphes) et notre monade itérée (notée M))-
Nos co-catégories non-strictes (en tant qu’algebres sur la monade M) sont donc
aussi des co-catégories non-strictes au sens de Leinster. Toutes ces questions sont
traitées au chapitre 2.

Dans la longue liste des définitions existantes, notre présentation des co-caté-
gories non-strictes se situe donc, on le constate, parmi les définitions dites “expli-
cites” comme celles données par Batanin, par Leinster ou déja par Penon. Ce qui
fait d’abord son intérét vient de la simplicité de la construction de la monade My,
toute entiére contenue dans celle, en une étape, de notre catégorification. On évite
ainsi tout recours aux computades, ou a leurs équivalents, dont la manipulation
est extrémement difficile. Une de ses limites, en revanche, est qu’elle se cantonne,
pour ’instant, aux seules théories definissables par des monades cartésiennes.
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1 Catégorification

1.1 Procédure générale

o On va, dés a présent, donner la procédure générale de catégorification d’une
structure définie par une monade cartésienne. Elle se fait en plusieurs étapes en
s’appuyant sur une série de théorémes qui seront démontrés dans les paragraphes
suivants afin de ne pas alourdir et surtout d’allonger 1’exposition de cette procédure.



BOURN & PENON - CATEGORIFICATION DE STRUCTURES...

1.1.1 Les données de départ

e Le but étant de catégorifier des structures, nous allons nous donner au départ
une structure a transformer. Cette structure est présentée par une monade (cartésien-
ne) sur une catégorie. En fait Iitération de la procédure de catégorification montre
que la seule donnée d’une catégorie pour supporter la monade ne suffit pas (voir
I’introduction). De fagon plus précise on se donne :

1. Deux catégories B et E et un foncteur U : E — B

2. Une monade M sur E

Cette liste de données (encore appelée “données de base™) vérifie certaines

conditions (appelées “conditions d’itération”).

— Pour la catégorie E, la liste des conditions qu’elle doit remplir sera donnée
au paragraphe 1.5.3 (disons brievement que E doit posséder des limites &
gauche et a droite, globales ou partielles, qui commutent avec U et entre
elles).

— Pour la monade M = (M,n, i), ces conditions sont :

— M est cartésienne, c’est-a-dire que 1’endofoncteur M commute aux produits
fibrés et les transformations naturelles 7 et u sont cartésiennes (c’est-a-dire,
qu’en tant que foncteur E — 2, elles envoient une fleche sur un carré
cartésien). - .

— M commute aux IN-limites & droite (ou IN désigne I’ensemble ordonné des
entiers naturels, considéré comme catégorie).

— M commute aux fleches U-verticales (c’est-a-dire les fleches x : X — Y de
E pour lesquelles U(x) = Idyx)

Une donnée de base (E KA B, M) vérifiant ces conditions est appelée une structure
itérative.

Exemples :

1. Dans le cas des structures ensemblistes (comme par exemple la structure de
monoide ou de magma ... ) E = Ens, B = 1 (la catégorie finale) et la monade
M est 1a monade “monoide libre”, “magma libre” ...

2. Pour la structures de catégorie, on considere : E = Gr (catégorie des graphes),
B = Ens, U: G — Gy (ol Gy est I’ensemble des objets ou des sommets de
G) et M = Ch (la monade “des chemins” c’est-a-dire la monade ‘“‘catégorie
libre sur un graphe™)

¢ A partir d’une structure itérative (E A B, M) on construit une nouvelle struc-

ture itérative (Ey L4 B1, M(1)) qui va étre la catégorification de (E LA B,M) (I'in-
dex de la notation My est 1a pour souligner la distinction avec la monade M, sur
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E; de catégorification stricte introduite au paragraphe 2.1.1).
En fait By = E et E; est la catégorie U- Gr(]E) des U-graphes dans E ou un U-

graphe dans E est un graphe interne 4 E : Gy '—3 Gy o les morphismes domaine

et codomaine dp et 0, sont U-verticaux (les morphlsmes de U-graphes sont ceux
des graphes internes). Le foncteur Uy : E; = U-Gr(E) — B; = E est le foncteur
d’oubli G — Gy.

Nous allons maintenant construire la monade de catégorification M1y sur U-Gr(E)
par étapes successives.

112 Construction de la monade M,

1ére étape (destructuration réglée)
On considere 1'U-opérade libre )y sur M, engendrée par la collection pointée :

M)

N

M(1)

ol une collection est une fleche C— M(1) et une U-opérade est une opérade au
sens de A.Burroni (voir [6])) dont la collection sous-jacente est une U-collection,
c’est-a-dire une collection C5>M(1) ol la fleche 7 est U-verticale (pour plus de
détails voir le paragraphel.2 ou ’on donne des conditions générales pour qu’une
telle U-opérade existe ).
Exemple : Dans le cas oi E = Ens, B = 1, M = Mo (la monade “monoide libre”)
I’ensemble Qg sous-jacent a I’opérade (g est ’ensemble des termes d’un langage
T ne possédant qu’une seule variable libre x et un ensemble dénombrable de lois
{%n;ne N — {1}} ou, pour chaque n la loi %, est n-aire. Ces différentes lois
n’étant pas reliées entre elles par des axiomes (dans ce cas, c’est la structure de
monoide qui a été destructurée).

2¢me étape (restructuration cohésive)
Ici vont apparaitre les cohérences de reldchement.
e Partant de la U-collection Qy =3 M(1) sous-jacente a I’U-opérade libre Qg
précédente, on considere la relation d’équivalence nucléaire de la fleche mg, ob-
tenue grice au produit fibré suivant :
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0 \
QI_J 1 Q
o o
IR o M)

Elle détermine en fait une U-catégorie Q (grace aux conditions d’itération on peut
en effet considérer un produit fibré qui rendra les fleches dg et 8; U-verticales voir
le 1.3.2)

o Or, sur U-cat(E) existe une monade cartésienne notée M = (M., ) qui prolonge
la monade cartésienne M (ceci est possible puisque M commute aux produits fibrés
et aux fleches U-verticales). La U-catégorie Q produit en fait une opérade 0 sur M
(voir encore le 1.5.1).

e Enfin I’opérade 0 sur M, comme toute opérade, sur une monade cartésienne
(voir le 1.2.2), engendre une nouvelle monade cartésienne {) sur U-Cat(E) et un
morphisme cartésien 7 : ) — M

Exemple : En reprenant I’exemple de la lére étape, la catégorie €, qui a pour
objets les termes de langages 7, a pour fléches les couples (t, t’) de termes de 7~
ayant méme nombre d’eccurrences en x (i.e. mo(t) = mo(t’) ). On a par exemple les
fieches suivantes :

*3(X,X,X)

VAN

X2 (X% 2X) (x%2x) %KX

La monade 0 correspondante est, sur Cat, équivalente a la monade “catégorie
monoidale libre sur une catégorie”.

3eme étape (finalisation)
Les conditions d’itération permettent au foncteur d’oubli U-Cat(E) — U-Gr(E)
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d’admettre un adjoint & gauche (voir le 1.3) c’est pourquoi, par composition, le
foncteur d’oubli composé suivant :

U-Cat(E)" — U-Cat(E) — U-Gr(E)

admet lui-méme un adjoint a gauche. Il produit ainsi, sur U-Gr(E), une monade.

C’est la monade M) cherchée. On montre de plus que la donnée de base (E; 4
B, M) vérifie les conditions d’itération et donc qu’elle est 2 nouveau une struc-
ture itérative (voir 1.4 et 1.5)

Exemple : Toujours dans le méme exemple que pour les deux premicres étapes,
on obtient une monade équivalente a la monade “catégorie monoidale libre sur un
graphe”.

1.2 U-opérade libre

e Dans la premitre étape de la procédure générale, on construit I’U-opérade
libre sur une collection pointée. Il nous faut maintenant préciser de quelles opérades
il s’agit et établir sous quelles conditions générales une telle U-opérade libre existe.
Cela nous conduit 2 la mise au point de théorémes d’existence de monoides libres
dans certaines catégories monoidales. Aussi avons nous réservé ce paragraphe aux
catégories monoidales.

1.2.1 La catégorie monoidale V/M

e Les catégories V/M vont nous permettre au paragraphe suivant, de définir
les opérades sur une monade donnée.
¢ Donnons nous une catégorie monoidale V munie d’un monoide M. La catégorie
V/M est alors munie d’une structure monoidale canonique.
Pour (X,X5M), (Y,Y-5>M) € |V/M], le produit tensoriel est :
X x)RAY.Y) = (X®Y, z) oirz : XY — M est la fleche composée suivante :

xor8mMemtbum

k désignant la multiplication du monoide M. L’ objet unité de V/M est (I, 15 M)
ol e est I'unité¢ du monoide.
o Les foncteurs suivants sont des morphismes stricts de catégories monoidales.
— Le foncteur V/M — V, (X,x) — X.
— Lefoncteur V/M — V /N de composition, pour chaque morphisme de mono-
ide M — N.
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e Les monoides de V/M s’identifient 2 des morphismes de monoides de but M
dans V. De facon précise, on a un isomorphisme canonique :

Mon(V/M) ~ Mon(V)/M

e On a le cas particulier important suivant : dans toute catégorie monoidale V
I’objet unité I a canoniquement une structure de monoide dans V comme dans
V°P. Aussi la catégorie (V°/I)°P = I/V a une structure canonique de catégorie
monoidale. Notons la Pt(V) (ses objets sont baptisés des “points” de V). On a :
Mon(PtV) >~ MonV, car un monoide de V est aussi trivialement un monoide de
PtV. Cet isomorphisme fait commuter le diagramme suivant :

Mon(PtV) —— Mon(V)

o A

ou V: (M,ek) — (M,e) et ol plus généralement U : MonV — V est le foncteur
d’oubli (M,e,k) — M.

e Enfin signalons que si V a des I-limites a droite, V/M en a aussi et que les
morphismes stricts V/M — V et V/M — V/N signalés plus haut, commutent
avec elles. De plus lorsque, pour tout X € |V| le foncteur (-)®X (resp. X&(-))
commute avec les I-limites a droite dans V, il en va de méme dans la catégorie
monoidale V/M.

1.2.2 Les opérades de Burroni

e Soit maintenant E une catégorie a limites & gauche finies. Notons Enc(E) la
catégorie qui a pour objets les endofoncteurs de E commutant aux produits fibrés
et pour fleches les transformations naturelles cartésiennes entre ces foncteurs. En
fait, c’est une sous-catégorie monoidale de la catégorie monoidale stricte End(E)
des endofoncteurs de E. Les monoides de Enc(E) sont les monades cartésiennes
de E. Pour n’importe quel M € |Enc(E)|, le foncteur canonique d’évaluation en 1
suivant :

Enc(E)/M — E/M(1)

est en fait une équivalence de catégorie (son pseudo-inverse se construit par chan-
gement de base le long des fleches M! : MX — M1). Lorsque M est I’endo-
foncteur d’'une monade cartésienne M = (M,n,u) la structure monoidale cano-
nique sur Enc(IE)/M (voir le paragraphe précédent) se transporte aE/M(1). On note

-10 -
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Coll(E,M) la catégorie monoidale obtenue par 1’équivalence précédente (ses objets
sont les collections sur M). Explicitement le produit tensoriel des collections (X,x)
et (Y,y) est : (X,x) ® (Y.y) = (Z,z) ou Z est donné par le produit fibré suivant :

14!
zZ MY
]
Po M!
X X .Ml

etoitz:Z — M1 est la fleche composée suivante :
zB My ¥ M1 B i

L’ objet unité de Coll(E, M) est I = (1, my).

On appelle opérade sur M un monoide dans Coll(E,M) et un morphisme d’opérade
(sur M) un morphisme de monoide dans Coll(E,M). Notons Op(E,M) la catégorie
des opérades sur M. On a bien évidemment 1’équivalence de catégories :

Op(E,M) = Moc(E)/M

Ol Moc(E) = Mon(Enc(E)). C’est la catégorie ayant pour objets les monades
cartésiennes et pour fleches les morphismes de monades qui sont des transforma-
tions naturelles cartésiennes (résulte du paragraphe précédent).

Remarque

A. Burroni dans son article [6] n’emploie pas le terme “opérade”. Etant donnée une
monade T, une opérade sur T selon notre définition coincide avec ce qui, dans sa
terminologie, est une T-catégorie dont I’objet des objets est 1, voir aussi [10].
Exemple générique.

On suppose E localement cartésiennes fermées (i.e. pour tout objet X de E, la
catégorie E/X est cartésienne fermée)(Les topos sont des exemples de catégories
localement cartésiennes fermées). A chaque objet X de [E on associe I’opérade
E(X) dont la collection sous-jacente est donnée par 1’exponentielle suivante dans
E/M(1):

(X x M(1) P p(1))Mx=mQ)

Dans le cas ot E = Ens et M = Mo, on a E(X) = (E(X),)nen avec E(X), =
Ens(X",X). Lorsque {) est une opérade sur M, on a une bijection canonique entre
les morphismes d’opérades 2 — E(X) et les structures d’algébre sur X pour la
monade associée a ) (voir [10])

-11 -
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1.2.3 Monoides gradués

o Les deux exemples de monoides libres donnés dans ce paragraphe (aux pro-
positions 1.2 et 1.3) se présentent sous la forme de monoides gradués, il est donc
préférable de commencer par leur description.

e V étant une catégorie monoidale, un monoide gradué dans V est la donnée X :

1. d’une suite d’objets (X,)nen de V
2. d’une suite de fléches (X, = Xp41)nen de V
3. d’une suite double de fleches (X, ® X, ko et )nm
vérifiant les conditions suivantes :
(@) Xo=1 -

(b) kno = (Ua)x, : Xn @I = Xy, kop = (4g)x, : I ® Xn ~ Xn (ce sont les
morphismes de cohérence “unité a droite” et “unité a gauche” de la
catégorie monoidale)

(c) pour tout n,m,p € N le diagramme-suivant commute :

Xn @ Xm)®X, — 25 X, ® (X ® X,)

knm®I1d 1d®km,p
Xn+m ®Xp Xn ®Xm+p
n+m+p

(d) pourtoutn <n’, m < m’ le diagramme suivant commute :

Ly [
X, @X, —ma®lmm v oX.,

kn,m kn' m’

tn' +m! ;n+m
Xntm Xu +m’

-12-
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(ot Ly : X — X, est défini pour m < n par récurrence sur n en posant :
tmm = 1dx,, et tny1m = (Xm s Xn = n+1)

Exemple : Tout monoide M = (M,e,k) engendre un monoide gradué, en posant :
Xo=Ly=eetVn>0X,=M, =1Idy, kon = (ug)M,k,,’() = (ud)M et pour
nm>0 ky,m=k.

Notons U(M) ce monoide gradué engendré par M.
e X et X’ étant deux monoides gradués, un morphisme f: ¥ — X’ est une suite de
fleches (f, : X, — X}, )nen Vérifiant les conditions suivantes :

1. fo=1d,
2. Pour tout n € N on la commutation suivante :
Xo— o x,
lp L:l
S+
Xn+1 “ X:H—l

3. Pour tout n,m € N, on a la commutation suivante :

fll ®fm

Xn ® Xm X, ®X,
kn,m kil,m
Xnm oim xr,,

e Les monoides gradués et leurs morphismes forment une catégorie notée
Mog(V) et I'application M — U(M) se prolonge en un foncteur U : Mon(V) —
Mog(V)

Proposition 1.1 Lorsque V a des N-limites & droite et que pour tout X € |V| les

foncteurs (-)@X et X@(-) commutent avec ces N-limites alors, le foncteur d’oubli
U: Mon(V) — Mog(V) admet un adjoint a gauche (noté L)

Preuve : En fait L(X) = lim X, (Notons I, : X, — L(X) les fleches du cdne
limite). Alors L(¥) est un monoide ol € = lp et ol la multiplication est donnée par
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la fleche composée :

knm
un®ua-amxmumm)~mmX®xnfﬂ*gg&mzLa)

n,m n,m

La fleche universelle ¥ — UL(X) est donnée pour n>0 par les I,.

1.2.4 Monoide libre et opérade libre

o Les deux propositions suivantes vont nous donner essentiellement
1. I’existence de la U-catégorie libre sur un U-graphe ( au paragraphe 1.3)
2. I'U-opérade libre sur une collection pointée

Proposition 1.2 Soit V une catégorie monoidale telle que :
1. Elle a des N-limites & droite et pour tout X € |V|, (-)QX et XQ(-) commute
—
avec ces N-limites.

2. Elle a des sommes (de deux objets) et pour tout X € |V/|, (-)®X commute
avec ces sommes.

Alors le foncteur d’oubli U : Mon(V) — V admet un adjoint a gauche.

Preuve : Soit X € |V|. Avant de construire Mo(X) (qui sera le monoide libre sur

X) on construit un monoide gradué X par récurrence de la fagon suivante : Xo =1 et

Xpr1 = X®X, + 1, =01 : 1 - XRI + I est la co-projection canonique et ¢, =
1d@uy+1d ~

X1 = X@Xn + 1" B8 X @K1 + 1), ko = g : Xo ® Xn => X €t ki 1m :

Xn+1 ® X — Xn+14+m est la fleche composée suivante

dist ass+ug !

Xor1 ®Xnm= (X@Xn+1) ®Xm X (X ®Xy) @ X + I @ X =
X ® (Xn ® Xn) + X "0 X @ Xy + X Tt x i

ol dist est la fleche de distributivité canonique due aux hypothéses et ou

02 : X ® Xutm — Xnim+1 €5t 1a co-projection canonique et ol on note :

)X,y(: X + Y — Z la fleche universelle provenant de deux fléches arbitraires
X5ZetYDZ

Il nous reste amontrer que le monoide Mo(X) = L(X) vérifie la propriété universelle
désirée. Pour cela notons 7y : X — Mo(X) la fleche composée :

XSXQI— (XQI+1) =X, — Mo(X)
Uy oy N
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ou les fleches I, : X,, — Mo(X) sont les fleches du cone limite. Montrons que 7x
est universelle. Soit N un autre monoide et x : X — N une fleche quelconque. Alors
(X,X 5 N) € [V/N| ot V/N est une catégorie monoidale vérifiant les conditions
de I’hypothése (voir le 1.2.1). On peut donc considérer le monoide Mo(X,x) dans
V/N. Comme le foncteur S : V/N — V, (X,x) — X commute strictement avec ®,
1,4, et +, on a les commutations S(Mo(X,x)) = MoS(X,x) = MoX et Sr(x.,) =
nx. On en déduit que Mo(X,x) correspond & un morphisme de monoide Mo(X) LY
N (voir toujours le 1.2.1) et que h,.nx = x. L'unicité de h, résulte de I’identité :
Mo(X, nx) = (MoX,Id), dans V/MoX (Pour cela on montre par récurrence que
(X,1m%)n = (Xn,1,)). En effet si h : MoX — N est un morphisme de monoide, on a
les identités suivantes :

(MoX, k) = 3,(MoX, Id) = 3, (Mo(X,nx))
= Moy ,(X,nx) = Mo(X,x) = (MoX, h)

ou >, : V/MoX — V/N est le foncteur de composition par h ( il commute aussi
strictement avec ®, I, li'»"n et +).

e La proposition qui suit est aussi un théoréme d’existence de monoide libre,
mais cette fois dans un cadre different. Comme nous I’avons déja dit, elle permettra
la construction de I'U-opérade libre sur une collection pointée.

e Placons nous dans le contexte général suivant :
On se donne une catégorie monoidale V et une sous-catégorie pleine W de V.
Elles ont en plus les propriétés suivantes :

1. pour V

(a) Elle a des N-limites  droite et, pour chaque __gbjet X de V, les endo-
foncteurs X®(—) et (—)®X commutent aux N-limites 2 droite.

(b) Elle a des co-égalisateurs et, pour chaque objet X de V, I’endofoncteur
(—)®X commute aux co-égalisateurs.

(c) I, 'objet unité de V, est un objet initial.
2. Pour W

(a) L’inclusion W — V admet un adjoint & gauche (—) (on note W : Id —

(=) 'unité de cette adjonction).
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(b) Pour chaque objet X de V, I’endofoncteur (—)®X commute aux fléches
W-denses (celles qui sont envoyées sur des isomorphismes par le fonc-
teur (—)).

g4 . -~ .
(¢) Linclusion W — V commute avec les IN-limites & droite

- On note W-Mon(V) la sous-catégorie pleine de Mon(V) ayant pour objets
les monoides (M,e,k) ou M € |[W]|.

Proposition 1.3 Sous les hypothéses précédentes le foncteur d’oubli :
U:W-Mon(V)—V
admet un adjoint a gauche.

Preuve : Soit X un objet de V. Comme dans la proposition précédente, on
commence par construire un monoide gradué noté X. Pour cela on construit par
récurrence la suite des quadruplets :

(Xn> Qns Gn» jn) OU Xy, On € |V|, qn : X®Xyn — QOn, jn : Xn — Qn €n posant :
Xo=1,00=X,q0=ug: X®I < X,jo=i: 1 - X = Qopet al’ordre n+1 :
Xny1 = _Q—,, et gn+1 et Qn+1 sont donnés par le co-égalisateur :

1
qn+l

X@Xn‘_:);X®Xn+l Qn+l
Yn
ou yg et y,l, sont les fleches composées suivantes ( oit W, = Wg, ) :

1d®jn W,
BB X ® 0y B8 X @ Xp11)

u -1

m=EX®X,

A R Id
=X ®Xy 25 0y T Xyt <T@ Xni1t B8 X @ Xn)
Jn+1: Xne1 = Qut1 est la fléche composée suivante :

-1
A'
Xn1 % 1@ Xnp1 5 X @ Xuy1 25 Qni

Pour achever la construction du monoide gradué X il reste a construire les fleches :
b Xp — Xyr1tkym : Xn ®@ Xy — Xy
i, est simplement le composé X, 25 0, ™2 0, = Xyt
Quant ak;,,, on la construit simultanément par récurrence avec une autre fleche

m ' On ® Xy — Onym de telle sorte qu’elles vérifient les identités ou les com-
mutations suivantes, pour n,m € N :
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1. ko’m = ug
2.
~ 1d®k
(X ® Xn) ® Xt —55— X ® (Xa ® Xn) "+ X @ Xntm
qn ® Id dn+m
knm
Qn ® Xm Qn+m
3.
k,
Xn ® X L Xntm
[ ® Id Ln+m
kn+1,
Xu+1 ®Xm Al Xn+m+1
4.
Qn ® Xm ~T Qn+m
Wn ® Id Wn+m
knt1,
Xn+l @Xm s Xn+m+1

Apres la construction du monoide gradué X, on pose MoX = L(¥). La fin de la
preuve se fait alors sur le modéle de la proposition précédente.

Proposition 1.4 (Corollaire) Etant donné :
— une catégorie monoidale V vérifiant les hypothéses (1a) et (1b) de la propo-
sition précédente (la propriété (c) n’est pas supposée ici) et,
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— une sous-catégorie pleine W de V vérifiant les propriétés (2a), (2b) et (2¢),
Alors le foncteur d’oubli V : W-Mon(V) — Pt 'V, (M,e,k) — (M,e), admet un
adjoint a gauche.

Preuve : Moyennant le 1.2.1, il suffit de vérifier que le couple (PtV, W') vérifie
les hypotheses de la proposition 1.3 (ou W’ est la sous-catégorie pleine de PtV
ayant pour objets les couples (X,I-5X) o X € |[W)).

Proposition 1.5 [Sous-corollaire] Soient E et B des catégories, U: E — B un
Joncteur et M une monade sur E vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour la catégorie E :
(a) elle a des limites a gauche finies,
(b) elle a des co-égalisateurs stables par changement de bases,
(c) elle ades N-limites a droite stables par changement de base
2. pour le foncteur U :
(a) c’estune co-fibration qui vérifie en plus les deux propriétés suivantes :
i. Sigetg.fsont co-cartésiens f1’est aussi
ii. Les morphismes co-cartésiens sont stables par changement de base.
(b) il commute aux N-limites a droite,
3. Pour la monade M :
(a) elle est cartésienne
(b) son endofoncteur commute aux ﬁ-limites a droite.

Alors le foncteur d’oubli U-Op(E,M) — Colp(E, M) admet un adjoint a gauche
(o Colp(E, M) = PtColl(E, M) et U-Op(E, M) est la sous-catégorie pleine de
Op(E, M) qui a pour objets les U-opérades sur M).

Preuve : On applique le corollaire précédent aV = Coll(E, M) et W = U-
Coll(E, M) (c’est la sous-catégorie pleine de V ayant pour objets les U-collections).
Dans ce cas

W-Mon(V) = U-Op(E,M)

¢ Restons sous la conclusion de la proposition précédente, mais dans le cas parti-
culier o B = 1. On suppose, en outre, que E est localement cartésienne fermée.
A toute collection pointée C comme ci-dessous :
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c’est-a-dire 2 tout objet de PtColl(E, M) correspond un objet de Pt(Enc(E)/M)
noté :

~

N A

M

Idg &

alors pour chaque X € |E|, il y une bijection canonique entre les rétractions de
Px: X =C (X) et les structures d’algébre sur X pour la monade Qg(C) induite
par I’opérade libre Qo(C) engendrée par la collection pointée C (on utilise la cor-

respondance entre les structures d’algébre sur X pour Ezo(C) et les morphismes
d’opérade Qo(C) — E(X)).

Exemple : Plagons nous dans E = Gr, M = Ch. Dans ce cas 1 et Ch(1) peuvent
étre représentés par :

1o = {0}, 1; = {1}, Ch(1)o = {0}, Ch(1); = N

Donnons nous maintenant la collection pointée C = (C,m,p) ou : Co = {0},
C, = {ei,k}, po = Idy = mp, p1(1) = i et m envoie respectivement e, i,k
sur 0, 1,2. Alors les structures d’algebre sur un graphe G pour la monade §~20(C)
correspondent bijectivement avec les structures de 1-magma sur G, c’est-a-dire les
couples (j,k) oit j : Go — Gy etk : G1 xg, G — G sont tels que :

0o.j = 01.j = ldg,
et
do(k(x,y)) = 0o(y), 01 (k(x,y)) = 1(x)

pour tout (x,y) € G Xg, G1.
Remarque : ce résultat a été signalé par M.Batanin dans [3] sans toutefois étre étayé
par une démonstration.
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1.3 U-catégorie libre sur un U-graphe

e Normalement la proposition 1.2 du chapitre précédent ajouté au caractére
fibrant du foncteur d’oubli U-Cat(E) — U-Gr(E) suffit & montrer que ce foncteur
admet un adjoint & gauche. Cependant nous voulons plus. Il nous faut en effet
montrer que la monade “U-catégorie libre sur un U-graphe” est cartésienne. Mais
alors les outils utilisés jusque 1a ne suffisent plus. C’est pourquoi nous allons nous
placer dans un contexte nouveau un peu plus général. Le probléme de la cartésianité
de la monade précédente sera abordé au paragraphe suivant.

1.3.1 Les catégories surmonoidales au dessus d’une catégorie donnée

e Soit B une catégorie. Appelons catégorie surmonoidale au-dessus de B la
donnée d’un objet monoidal dans la 2-catégorie Cat/B c’est-a-dire la donnée (prin-
cipale) :

— d’une catégorie E et d’un foncteur U : E — B

— d’un foncteur I : B — E, section de U (i.e. U.I = Idg)

— d’un troisiéme foncteur % : E xg E — E au-dessus de B
puis de la donnée (auxiliaire) de transformations naturelles inversibles au-dessus
deB:

E xp E E xg E
(LU, Id) (Id, L.U)

e

&E E\_LE
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Ces données satisfaisant les “mémes” conditions de cohérence que les catégories
monoidales.

Exemple : - La catégorie Gr des graphes avec son foncteur d’oubli Gr — Ens,
G — Gy a une structure canonique de catégorie surmonoidale au-dessus de Ens

1d
ou “I’unité” est I : Ens — Gr avec I(E) = (E ’l—;K E) et “le produit tensoriel” % :
Gr xgns Gr — Gr est la composition des spans :

(G'*G)

AN
/\/\

G' = Gy

- Nous verrons plus loin une généralisation de cet exemple (voir 1.3.3).
¢ E et E’ étant deux catégories surmonoidales au-dessus de B et B’, un morphisme
strict E — E’ est la donnée d’un couple de foncteurs ( E £ E,B 5 B’) tel que :
U F=G.U,FI=".G, F.% = %’ FxgF, Fu, = u,”.F, Fass = ass’.(FxgF xF)

e Remarquons que si E est une catégorie surmonoidale au-dessus de B alors,
pour tout B € |B| la fibre au-dessus de B , E, a canoniquement une structure de
catégorie monoidale.

- Si E est une catégorie surmonoidale au-dessus de B et I est une catégorie alors
E! est une catégorie surmonoidale au-dessus de B!,

¢ a) Un surmonoide de E est la donnée d’un objet M de E et de deux fleches
e: IUM) — Met k: M*M — M tels que (M,e,k) soit un monoide dans la fibre
Eyum-
b) M = (M,e,k) et M’= (M’ e’ k’) étant deux surmonoides un morphisme M —
M ° est la donnée d’une fleche h : M — M’ telle que les deux carrés suivants
commutent :
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TU(h) hxh

IUM) ————IU(M") MM ——— M’ %M’
€ e k k’
M h M M h %

Les surmonoides de E et leurs morphismes forment une catégorie notée SMon(E).

Exemple : Les surmonoides de la catégorie surmonoidale Gr au-dessus de Ens
sont les catégories et les morphismes entre surmonoides sont les foncteurs.
o Comme pour les catégories monoidales si E est une catégorie surmonoidale au-
dessus de B et si M est un surmonoide de E alors E/M a canoniquement une
structure de catégorie surmonoidale au-dessus de B/UM, et on a un isomorphisme
canonique. :

SMon(E/M) ~ SMon(E)/M

Les autres propriétés de V/M montrées au paragraphe précédent se généralisent
ici de fagon évidente.

Proposition 1.6 Le foncteur d’oubli U : SMon(E) — E crée dans SMon(E) les
co-égalisateurs de paires paralléles qui sont dans E des co-égalisateurs scindés.

(Se montre sans difficulté)

e Un surmonoide gradué de E est par définition un monoide gradué (voir le
1.2.3) dans une fibre de E. X, X’ étant deux surmonoides gradués dans E, un mor-
phisme f: X — X’ est la donnée d’une suite de fleches (f, : X, — X,,’) vérifiant les
conditions (2) et (3) d’'un morphisme de monoide gradué ainsi que (1) fo = TU(fp).
On note SMog(E) la catégorie des surmonoides gradués dans E et U : SMon(E)
— SMog(E) le foncteur d’oubli évident.

¢ Pour montrer que U admet un adjoint & gauche et méme pour I’existence d’un
surmonoide libre nous avons besoin de limites dans les catégories surmonoidales
au-dessus d’une catégorie donnée. C’est pourquoi nous allons traiter plus général-
ement des limites dans les catégories au-dessus d’une catégorie donnée.
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1.3.2 Limites dans les catégories au-dessus d’une catégorie donnée

o B étant une catégorie fixée, Cat/B est une 2-catégorie, et donc une catégorie
enrichie sur Cat. Cette catégorie enrichie est a cotenseurs. Plus précisément, étant
données une catégorie E au-dessus de B et une catégorie C, le cotenseur de E par
C, noté E(©), est la sous-catégorie au-dessus de B de EC x B, ayant pour objets
les couples (F,B) tels que le composé C L E % B soit le foncteur constant sur
B, et pour fleches les couples (t,b) : (FB) — (F’,B’)) ot U.t : UF — U.F’ soit la
transformation naturelle constante sur b. La catégorie E(© au-dessus de B vérifie
la propriété universelle suivante :

(Cat/B)(E',E©) ~ (Cat/B)(E,E)¢

¢ On dit qu’une catégorie E au-dessus de B a des (C)-limites & gauche (resp (C)-
limites a droite) si le foncteur “diagonal” E — E(©) au-dessus de B, a un adjoint a
droite (resp a gauche) dans Cat/B.

- Si E a des (C)-limites a gauche (resp & droite) ses fibres Ep ont des C-limites a
gauche (resp 2 droite), pour tout B € |B|

- Lorsque C est connexe et non-vide alors E a des (C)-limites & gauche (resp a
droite) ssi pour tout B € |B|:

1. [Ep a des C-limites & gauche (resp a droite)
2. Le foncteur d’inclusion Eg < [E commute avec ces limites.

- Si I est un ensemble non-vide, E a des (I)-produits (resp des (I)-sommes) ssi pour
tout B € |B| et toute famille d’objets (X;)ic; de Ep, il existe un objet P (resp S) et
une famille (; : P — X;)ier (resp (i : X; — S )ier) de fleches dans Ep telle que,
pour tout objet X de E et toute famille de fleches (x; : X — X;);es (resp (x; : X; —
X)ier ) dans E telle que Ux; = Ux; pour tout i,j € I, alors il existe une unique fléche
x:X — P (resp x: S — X) dans E telle que Vi € I, m;.x = x; (resp x.07; = x;).

- E a au-dessus de B un objet final (resp initial) ssi pour tout B € |B|, Ep a un objet
1p (resp Op) tel que : pour tout X € |E]| et toute flieche b: UX — B (respb : B —
UX) dans B, il existe une unique fleche x: X — 15 (resp x : 0 — X) dans E telle
que U(x) = b.

o I étant une catégorie quelconque, on suppose que :
— E, en tant que catégorie, est a I-limites a droite (resp a gauche)
— U: E — B commute aux I-limites a droite (resp & gauche).
Alors on a les deux résultats suivants :

1. Si I est connexe et non-vide et U remonte les isomorphismes (i.e. pour tout
X € |E| et tout isomorphisme b : UX — B’, il existe un isomorphisme x : X
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— X’ tel que Ux = b), on montre que E, en tant que catégorie au-dessus de
B, est a (I)-limites a droite (resp a gauche).

2. Si I, cette fois, est quelconque mais U est cofibrant (resp fibrant) alors on
obtient la méme conclusion, c’est-a-dire que E, en tant que catégorie au-
dessus de B, est a (I)-limites a droite (resp a gauche).

¢ Si E est a (I)-limites a droite (resp & gauche), alors pour toute catégorie C, la
catégorie EC, au-dessus de BC, est aussi a (I)-limites a droite (resp & gauche) et
pour tout C € |C|, les foncteurs évaluation E€ 25 E commutent avec ces (I)-
limites.

- De méme si E est & (I)-limites 2 droite alors pour tout objet S de E, E/S, au-
dessus de B/US, est aussi a (I)-limites et les foncteurs E/S — E, (X,x) — X
(au-dessus de B/US — B) ainsi que, pour toute fleche f : S — S’, les foncteurs
3 x E/S — E/S’, (X,x) — (X/f.x) (au-dessus de B/US — B/US’) commutent
avec ces (I)-limites.

- Lorsque en plus E est supposée &tre surmonoidale au-dessus de B, alors si E
est a (I)-limites a droite et si pour tout X € |E|, (-)%X : Eyx — Eyx (resp X %
(-)) commute aux I-limites a droite, la catégorie surmonoidale IE/M, au-dessus de
B/UM, a la méme propriété (lorsque M est un surmonoide de [E)

1.3.3 Le surmonoide libre

o Soit E une catégorie surmonoidale au-dessus d’une catégorie donnée B.

Proposition 1.7 Lorsque E a des (N)-limites a droite et que, pour tout X € |E|
—

les foncteurs (-)% X et X%k (-) : Eyx — Eyx commutent avec ces N-limites, alors

le foncteur d’oubli U : SMon(E) — SMog(E) admet un adjoint a gauche (encore

noté L).

(La preuve de ce résultat est calquée sur celle de la proposition 1.1, ou I’on re-
marque que la limite a droite définissant L(X) est connexe).

¢ Une catégorie surmonoidale E au-dessus de B est dite numérale, si elle vérifie
les conditions suivantes :

1. Elle a des (N)—limites a droite, et des ({0, 1})-sommes.

2. Pour tout X € |E|, les foncteurs (-)% X et X% (-) : Eyx — Eyx commutent
aux N-limites a droite et (-)% X commute, en plus, aux {0, 1}-sommes.

o Supposons E numérale, alors :
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— Pour toute catégorie C, la catégorie surmonoidale EC, au-dessus de B, est
elle-méme numérale et les foncteurs d’évaluation ev, : EC — E commutent
avec cette structure, pour tout C € |E|.

— De méme pour tout surmonoide M de E, la catégorie surmonoidale E/M,
au-dessus de B/U M, est encore numérale et les foncteurs s : E/M — E et
>» : E/M — E/N commutent avec cette structure, pour tout morphisme de
surmonoide h: M — N.

Proposition 1.8 Si E est numérale le foncteur d’oubli (au-dessus de B) SMon(E)
— E admet un adjoint a gauche (dans Cat/B). Il est méme monadique.

Preuve : La construction de cet adjoint sur les objets résulte de la proposition
1.2, puisque les fibres de E vérifient les hypothéses de cette proposition. Le reste
de la preuve se fait ensuite de fagon analogique.

Dans la suite on notera Sm la monade sur E induite par le foncteur monadique
SMon(E) — E.

« Nous somme maintenant en mesure d’obtenir I’existence de I’adjoint & gauche
du foncteur d’oubli U-Cat(E) — U-Gr(E) nécessaire a la troisi¢tme étape de la
procédure générale.

- Soient E et B des catégories et U : E — B un foncteur. Si E (en tant que catégorie
au-dessus de B) est a produit fibrés, U-Gr(E) est une catégorie surmonoidale au-
dessus de E.

Proposition 1.9 Si E, en tant que catégorie au-dessus de B, a les propriétés sui-
vantes :

1. Elle a des produits fibrés
2. Elle a des ({0, 1})-sommes et des ( N )-limites a droite,

3. Pour tout B € |B| les {0, 1}-sommes et les N-limites & droite sont stables
par changement de base dans la fibre Ep,

Alors le foncteur d’oubli U-Cat(E) — U-Gr(E) admet un adjoint a gauche, au-
dessus de E, et ce foncteur est monadique.

Preuve : 11 suffit de vérifier que U-Gr(E) au-dessus de E est numérale.

o Dans la suite, on notera Ch la monade induite sur U-Gr(E) par le foncteur
monadique U-Cat(E) — U-Gr(E). Remarquons que son endofoncteur Ch commute
aux fleches Uj-verticales.
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1.4 Cartésianité des monades de la construction

e La monade My produite  la fin de la derniére étape de la catégorification
doit satisfaire les conditions d’itération et en particulier elle doit &tre cartésienne.
Or cette monade provient d’un composé de deux adjonctions aussi est-ce naturel de
la voir comme le composé de deux monades sur U-Gr(EE) via une loi distributive
entre celles-ci. La cartésianité de M(y) résultera de celles de ces deux monades
et de la cartésianité de la loi distributive. La premiére des deux monades est Ch.
Il nous faudra donc montrer sa cartésianité (voir le 1.4.1). La seconde provient
d’une opérade ; sa cartésianité est donc automatique. Quand a la loi distributive,
nous devons déja la construire - on le fera en deux temps - puis on montrera sa
cartésianité (voir 1.4.2 et 1.4.3)

1.4.1 Cartésianité de la monade Ch

¢ On va d’abord étudier la cartésianité de Sm. B étant une catégorie donnée,
considérons une catégorie surmonoidale numérale E au-dessus de B. De plus,
considérons une classe C de fleches de E (elle est sensée représenter la classe des
carrés cartésiens dans E2). C doit satisfaire les conditions suivantes :

Les isomorphismes de E sont dans C.

C est stable par composition.
SifgeCetfeCalorsgeC.

Sif,g e Cet Uf = Ug alors f+g € C et fkg € C.

Si XY € |[E| et UX = UY, alors les co-projections o1 : X—X+Y et 0 :
Y—X+Y sont dans C.

6. Pour tout X € |E|, )Idx, Idx( € C..

7. Pour tout (FB), (F",B") € E™) et (t,b) : (EB) — (F",B"), si pour tout n € N,
ty € C alors lim(t,b) : lim(F,B) — lim(F*,B’) € C.

8. six: X — Y e Calors [U(x) : IUX) — IU(Y) e C.

SAEE I e

On montre alors sans difficulté la proposition suivante, en reprenant la construc-
tion du surmonoide libre.

Proposition 1.10 Sous ces hypothéses la monade Sm = (Sm, 1, u) a les propriétés
suivantes :

1. Pour tout X € |E|, la fleche unité du surmonoide e : IU(X) — Sm(X) et la
multiplication k : Sm(X )% Sm(X) — Sm(X) sont dans C,
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2. Pourtout X € |E|, nx, ux € C,
3. Pourtout x: X — Y € C alors Sm(x) : Sm(X) — Sm(Y) e C

- Sous les mémes hypotheses, on a le résultat suivant qui au 1.4.2 va nous permettre
de montrer la cartésianité de la loi distributive entre M et Ch

Proposition 1.11 Soit N un surmonoide de E tel que son unité et sa multiplication
soit dans C et soit X € |E| et x : X — N une fleche de C, alors la fleche universelle
Sm(X) — N déduite de x, est elle-méme dans C.

- de la proposition 1.10, on déduit le corollaire suivant :

Proposition 1.12 Soit E, une catégorie surmonoidale numérale au-dessus de B,
vérifiant en plus les propriétés suivantes :

1. E, en tant que catégorie, a des produits fibrés préservés par U,
2. les foncteurs + et % : E xg E — E commutent au produit fibrés ainsi que
lim
les foncteurs ]E(N) S Eetl:B—E,

3. Pour toutes les flecches f: X — X’, g : Y — Y’ de E telles que Uf = Ug, alors
les carrés suivants sont des produits fibrés :

1d,1d

x—2L x4y y— T2 oxiy  xax-2elC

lf 1f+g Jg lf+g lf+f lf
o) o )id, 1d(

X’ X'+Y’ Y’ X'+Y X+X ———X

4. U remonte les isomorphismes (voir la définition de ce terme au 1.3.2)

Alors la monade Sm sur E est cartésienne.

Preuve : La classe des carrés cartésiens dans E2, considérée comme catégorie
surmonoidale au-dessus de BZ (elle est encore numérale) satisfait les conditions de
la proposition 1.10.

Le sous-corollaire suivant peut finalement s’ appliquer directement a notre construc-
tion.

Proposition 1.13 Soit E une catégorie au-dessus de B vérifiant les propriétés (2)

et (3) de la proposition 1.9 et les propriétés (1), (3) et (4) de la proposition 1.12
précédente ainsi que la propriété suivante :
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+:EXpE—Eerlim: EM) LE commutent aux produits fibrés,
alors la monade Ch sur U-Gr(E) est cartésienne.

Preuve : Il faut vérifier que la catégorie surmonoidale U-Gr(E) au-dessus de
E, qui est numérale par la proposition 1.9, vérifie les hypotheses de la proposition
1.12.

1.4.2 Loi distributive cartésienne

¢ Nous avons dit que la loi distributive permettant la construction de la monade
M(;) se construisait en deux temps. Le premier temps de cette construction est
abordé dans ce sous-paragraphe. On y obtient en effet une premiere loi distributive

entre la monade l:/I (prolongement & U-Gr(E) de la monade M) et la monade Ch.
Comme au chapitre 1.3, il est plus commode de faire cette construction dans le
contexte des catégories surmonoidales.

o Mais avant cela, précisons I’intérét des lois distributives cartésiennes.

Proposition 1.14 Soient M et M’ deux monades cartésiennes sur une catégorie E
a produits fibrés et § : M — — — M’ une loi distributive cartésienne (i.e. la trans-
Jormation naturelle 5 : M’.M — M.M’ est cartésienne) alors le foncteur composé :

(EMI)’M ou_in EMI ou_b.li E

qui est monadique, induit sur E une monade cartésienne (ou M est la monade
. ! . . . . 0 .
cartésienne sur EM induite par M et la loi distributive).

e Placons nous dans le cadre suivant : soient B une catégorie munie d’une
monade M = (M, n, u) et E une catégorie surmonoidale au-dessus de B o E, en
tant que catégorie,—es—t elle-aussi munie d’une monade M = (M, 7, u) (En fait ici
B est sensée représenter la catégorie E de la donnée de base et E représente la
catégorie surmonoidale U-Gr(E) au-dessus de E). Ces données satisfont déja les
identités suivantes :
UM=MU,Un=9U0,Up=pUMI=1MIn=011p=plL
On se donne en plus un isomorphisme y : M. % = %.(Mx yM), au-dessus de B,
qui rend commutatif les diagrammes ci-dessous :
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Yiux,x Yx,iux
M(IUX % X) MIUX *MX  M(X %IUX) MX Ak MIUX
[ |
[UMX % MX MX*ITUMX
Mu, l Mu,
Ug Ug
MX MX
M(XAY)KZ) ——859) M Xk (Y kZ))
YXkYZ YX. Y%z
MX*Y)kMZ MX A M(Y %Z)
l?’x,y*ld lld*)’y,z
(MXAMY)kMZ ass MX % (MY *MZ)
XkY —P* L MXKY) MAXKY) —2X L MX%Y)
nxXny
XY lM)’x,y
MMX%MY) Yxy
MXAMY l
YMX,.MY

*
MEX A MY —2 2B MX MY

Dans ce cadre on voit qu’on peut étendre la monade M sur E en une monade
M = (M, 7, i) sur SMon(E). M est défini sur un surmonoide (C,e,k) par M(C,e,k)

= (MC, Me, k) ol k = Mk.yg

Lorsque, de plus, E au-dessus de B est numérale nous avons vu au 1.3 que le
foncteur d’oubli SMon(EE) — E admet un adjoint a gauche qui induit une monade
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Sm sur E. On construit alors une loi distributive 6 : M — — — Sm de la fagon
suivante (ol pour différencier Sm de M on a noté Sm = (Sm, 4, €)). Si X € |E|, 6x :
SmMX — MSmX est I'unique morphisme de surmonoide tel que §x.Apx = MAy.

e Maintenant on se donne en plus une classe C de fleches de E comme au 1.4.1
vérifiant aussi les deux nouveaux axiomes suivants :

1. sif: X — YeCalors Mf: MX — MY € C.
2. pour tout X € |E|, x, ux € C

Alors on vérifie que pour tout X € |E|, x € C (on applique la proposition 1.11).
De 12 on en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.15 Si, en plus du cadre général de ce sous-paragraphe,
1. E vérifie les hypothéses de la proposition 1.12
2. M est cartésienne sur E

alors la loi distributive & est cartésienne.

Proposition 1.16 Soient E une catégorie au-dessus de B vérifiant les hypothéses
de la proposition 1.13 et M = (M, 1, u) une monade cartésienne sur la catégorie E
commutant avec les ﬂeches U-vemcales alors il existe une loi distributive cartésien-
neé: M —— — Chou M = (M, 77 /l) est la monade cartésienne sur U-Gr(E)
définie par :

~ ao Mao ~ ~
M (G, ?f Go) = (MG, A—;—;" MGo), 1= (11Gy11G,)» H6= (UGo» MG, ) -

Preuve : Il suffit de vérifier que la catégorie U-Gr(E) au-dessus de E et les

monades M et M satisfont les axiomes du cadre qu’on s’est imposé dans ce sous-
paragraphe.

1.4.3 Transport d’une loi distributive cartésienne par une opérade

o Pourtant la loi distributive § de la proposition 1.16 n’est pas celle qui produit
la monade M) (En fait elle produit une monade de catégorification stricte sur U-
Gr(E)- voir le paragraphe 2.1). Il nous faut maintenant tenir compte de I’opérade
) sur M dans U-Cat(E). Nous allons donc nous intéresser au transport d’une loi
distributive cartésienne par une opérade, et vérifier que ce transport conserve sa
cartésianité.
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¢ Placons nous dans le cadre suivant :

— Soient E une catégorie a limites & gauche finies, M et N deux monades
cartésiennes sur E et 6 : M — — — N une loi distributive cartésienne. No-
tons M la monade induite par M et 6 sur EN (Rappelons que I’endofoncteur
M de M est défini sur les objets par M(X,a) = MX,a) ol @ = (NMX %
MNX % MX)).

— On considére en plus une opérade 0 sur M

Dans ce nouveau cadre on voit que le foncteur d’oubli canonique EN — E
induit un morphisme strict de catégorie monoidale Coll(EN, M) — Coll(E, M),
il commute donc avec les monoides de ces catégories monoidales c’est-a-dire les
opérades. Notons 0 I’opérade (sur M) image de 0 (sur M) par ce morphisme strict.

Cette opérade produit une monade ) sur E et un morphisme de monade r :
) — M qui est cartésien (voir le 1.2). Nous allons maintenant construire une loi
distributive ) —— — N.

Notons (Q, ¢) > M1 la collection sous-jacente a I’opérade ). On vérifie que, pour
chaque X € |E|, le diagramme suivant commute :

. Ne——0
2N
NOX % V M1
Ox
NMX —>— MNX

Il existe donc une unique fleche &) : N QX — Q NXtelle que: Q L&y = cNQ!
et ayx.8y = 0x. Nmx. On vérifie que & est naturelle en X et qu’elle détermine une

loi distributive &’ : ) —— — IN qui est encore cartésienne. Cette loi distributive &'
est telle que, sur EN, on ait 1’égalité des deux monades :

Ou N désigne la monade engendrée par I’opérade ) sur M et 6 est la monade, sur

EY, induite par la monade ﬁ (sur E) et la loi distributive §’. On en déduit par la
proposition 1.14, que le foncteur composé :
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(]EN)Q ogglz ]EN oilJJl E

est monadique et qu’il induit une monade sur E qui est cartésienne (c’est en fait la
monade composée de ) et N via la loi distributive ¢&’).

e On peut appliquer cette derniére construction de la loi distributive & aux
monades M et Ch sur U-Gr(E) qui, par la proposition 1.16, sont liées par une loi
distributive § qui est cartésienne. En plus comme :

(U-Gr(E))® ~ U-Cat(E)

(puisque grice a la proposition 1.9, le foncteur d’oubli U-Cat(E) — U-Gr(E)
est monadique) et que cet isomorph_isme fait correspondre la monade 1[:/[, sur la
catégorie (U-Gr(E))®*, 2 la monade M, sur U-Cat(E) ; on peut transporter 1’opérade

0 sur M, produite 2 la deuxiéme étape, en une opérade encore notée ) sur M. Tl en
résulte donc de ce qui précéde que le foncteur composé suivant :

((U-Gr(E))")? 4! (U-Gr(E))®* *4" U-Gr(E)
est monadique et que la monade qu’il induit sur U-Gr(E) est cartésienne. Comme
on a aussi I’isomorphisme :
((U-Gr(B)) )" = (U-Cat(E))"
au-dessus de U-Gr(E), on en déduit que le foncteur d’oubli composé apparaissant
al'étape 3:
U-Cat(E)”? 4" U-Cat(E) °4" U-Gr(E)

est monadique et que la monade qu’il induit sur U-Gr(E) (la méme monade que

précédemment) est cartésienne.
- on reprendra ces demiers développements au cours du 2.2.2.

1.5 Derniéres mises au point

o Il reste encore 2 établir différents points relatifs a notre procédure générale.

— Pour s’assurer de I’existence de 1’opérade N sur M, et par voie de consé-
quence la monade M;), nous allons montrer que le foncteur (—)o : U —
Cat(E) — E est fibrant puis,

— La cartésianité de la monade M1 étant montrée (voir 1.4) nous vérifierons

- . .
que son endofoncteur commute aux N-limites a droite et aux fléches verti-
cales.
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— Ces dernires justifications étant faites, nous pourrons enfin établir la liste
des conditions d’itération que doit satisfaire la donnée de base et montrer

) . U o
qu’au final la nouvelle donnée de base (E; — By, ]M(l)) satisfait encore ces
mémes conditions.

1.5.1 Le foncteur (—)o est fibrant

o Au début de la 2éme étape de la procédure générale (I’étape de “restructura-
tion cohésive”) nous avons construit une opérade sur M, dans U-Cat(E), a I’aide
d’une opérade sur M, dans E. Pour justifier cette construction nous allons nous
servir du fait que (—)¢ : U-Gr(IE)— E est une fibration (En réalité cette condition
si elle s’avere commode, est seulement suffisante)

o Le résultat général permettant aux opérades sur M de se transformer en opé-
rades sur M provient de la proposition suivante (ou plutdt de son corollaire) :

Proposition 1.17 Soient V, W des catégories monoidales, V : V — W un mor-
phisme strict admettant (en tant que foncteur) un adjoint a droite. Alors, le foncteur

qu’il induit Mon(V) iA Mon(W) admet lui-méme un adjoint a droite.

Preuve : Si D est I’adjoint 2 droite de V, alors 1’adjoint a droite D de V est
défini par DM, e, k) = (DM, ¢, k) ol et k sont les uniques fleches de V telles
que:ey.Ve=eet en.Vk = k.ey ® ey, €y : VDM — M étant la fleche universelle
provenant de I’adjonction.

Proposition 1.18 (Corollaire) Soient E et E’ des catégories a limites a gauche
finies et U : E' — E un foncteur fibrant préservant (strictement) ces limites a
gauche. On se donne aussi deux monades cartésiennes M = (M, n, p) et M’ =
(M’, °, i’) sur E et E’ telles que : UM’ = M.U, Up’ = n.U, Up’ = p.U. Alors
le foncteur Op(E’, M’) — Op(E, M) induit par le morphisme strict de catégorie
monoidale Coll(E’, M’) — Coll(E, M) admet un adjoint a droite.

Preuve : Ici V = Coll(E’, M’), W = Coll(E, M) et V: (C 5 M’1) — (UC L4 M1).
V admet un adjoint a droite car U est fibrant.

o Il reste maintenant a appliquer ce corollaire a la 2&me étape de la construction
générale. On prend pour catégorie [E’ la catégorie U-Cat(E) et pour monade M’,
la monade M. Enfin le foncteur d’oubli U : E* — E est ici le foncteur (—)g :
U-Cat(E)— E.
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On voit sans difficulté que U-Cat(E) est a limites a gauche finies et que (—)o

commute (strictement) aux limites & gauche finies si on suppose que :

— La catégorie E est 2 limites a gauche finies,

— le foncteur U : E — B commute avec les limites a gauches finies,

— le foncteur U remonte les isomorphismes (voir sa définition au 1.3.2)
En effet la catégorie U-Gr(E) a clairement un objet final. Pour les produits fibrés,
on commence par les construire dans Gr(E), puis on rectifie ces derniers en remon-
tant des isomorphismes nés de la commutation de U avec les produits fibrés.

Demandons nous, enfin, sous quelles conditions le foncteur (—)o est fibrant.

Proposition 1.19 Si E est une catégorie, au-dessus de B, a limites a gauche finies
et si U : E — B est fibrant alors le foncteur (=)o : U-Gr(E)— E est lui-méme
fibrant.

Preuve : Si G € |U-Gr(E)| et fp : X — Gy est une fleche de E alors montrons que
fo se reléve en une fleche H — G dans U-Gr(E) qui est (—)o-cartésienne dans les
deux cas particuliers suivants :

— Lorsque fy est U-cartésienne : G étant dans la fibre Eyg, le U-graphe H est
I'image par (U fy)* : Eyg, — Eyx du U-graphe G.

— Lorsque fp est U-verticale : comme Eyx est a limites & gauche finies on peut
poser Hy = X, le reste de Het f : H — G étant obtenus par le produit fibré
suivant dans Epyy :

fi

H,

G

(o, 01) (0, 01)

X
HoxHo—MvGoxGo

— Dans le cas général f; s’écrivant comme le composé d’une fleche U-verticale
et d’une fleche U-cartésienne il suffit de composer les deux fleches (—)o-
cartésiennes obtenues par les techniques précédentes.

o Ce résultat pour les U-graphes passe aux U-catégories griace a la constatation
suivante :

Si E est surmonoidale au-dessus de B et si U est fibrant alors le foncteur d’oubli
composé SMon(E) oubl ES B est lui-méme fibrant et, par ailleurs, le foncteur

SMon(E) “4" E (au-dessus de B) est cartésien.

On en déduit donc :
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Proposition 1.20 (Corollaire) Sous les hypothéses de la proposition 1.19, le fonc-
teur d’oubli U-Cat(E)\= E est fibrant

Remarque : En résumé si E Y B vérifie les conditions suivantes :

— E (en tant que catégorie) est a limites a gauche finies,

— U commute aux limites a gauche finies,

— U est fibrant

alors la construction de la 2&8me étape est possible (car E en tant que catégorie
au-dessus de B, est a limites a gauche finies - voir le 1.3.2). En effet, dans cette
construction, le foncteur interne Q — _It?(l) (provenant de la relation nucléaire Q;
3 Qo) est une fleche (—)o-cartésienne. Par les propositions 1.17, 1.18 et 1.20 c’est
donc la collection sous-jacente 2 une opérade sur M.

1.5.2 Commutations avec les Tﬁ-limites a droite et les fleches verticales

pn—
e Commengons par la commutation de 1’endofoncteur Ch avec les N -limites a
droite. On s’inspire des technﬂues du 1.4.1 en remplacant les carrés cartésiens par
les cOnes limites indexés par N.

Proposition 1.21 Soit E une catégorie surmonoidale numérale au-dessus de B et
N une classe d’objets de E satisfaisant les conditions suivantes :

— Pour tout Xe N, IUXe N,

— Pour tout X,Y € Mtels que UX =UY alors, XkYe N et X+Y€e N,

— Pour (X, B) € IE(N)|, si pour tout m € N X(m) € N alors lim(X,B) e N
Alors pour tout objet X € N, on a Sm(X) € N.

Preuve : On suit la construction de Sm(X).

Proposition 1.22 (Corollaire) Soit E une catégorie surmonoidale numérale au-
dessus de B vérifiant les propriétés suivantes :
— U remonte les isomorg_i)lismes,
— La catégorie E a des N -limites a droite préservées par l’endofoncteur com-
posé 1.U, -
— Le foncteur % : E xp E - E commute aux N-limites a droite,
alors I’endofoncteur Sm commute aux N -limites a droite.

Preuve : Dans la catégorie surmonoidale numérale (Eﬁ)2 au-dessus de (IBﬁ)Q,

. . . N . . , 4 P
on vérifie que la classe NV des cones limites a droite indexés par N vérifie les hy-
potheses de la proposition précédente.
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Proposition 1.23 (Sous-corollaire) Soit E une catégorie au-dessus de B vérifiant
les conditions suivantes :

1. U remonte les isomorphismes,

2. E, au-dessus de B, a des produits fibrés et des ({0, 1})-sommes,
3. la catégorie E a des N-limites a droite,
4

—
. les foncteurs U : E — B et A : E(Y) — E commutent aux N-limites a droite
(o 'V est la catégorie suivante :

-

et A est le foncteur “produit fibré” adjoint a droite de la diagonale E —
EM)

5. dans toutes les fibres de E les {0, 1}-sommes et les N-limites a droite sont
stables par changement de base,

alors ’endofoncteur Ch dans U-Gr(E) commute aux N-limites a droite.

Preuve : On vérifie que la catégorie surmonoidale numérale U-Gr(E) vérifie les
hypothéses de la proposition 1.22 précédente.

* Montrons maintenant qu’une opérade sur une monade cartésienne d’endofonc-
teur commutant aux N -limites a droite, induit une monade du méme type. Cela va
résulter en fait de la constatation suivante : .

— Soit E une catégorie a produits fibrés ayant aussi des IN-limites a droite
stables par changement de base. Soient M et N deux endofoncteurs de E et
T I\Q»—» N une transformation naturelle cartésienne. Alors, si M commute
aux IN-limites a droite, il en est de méme pour N.
Tout ceci va entrainer que la monade M) a son endofoncteur qui commute aux
N-limites g{oite car cet endofoncteur est le composé de deux endofoncteurs com-
mutant aux IN-limites a droite.
¢ Occupons nous maintenant de la commutation avec les fléches verticales.
— Nous avons vu que Ch commute avec les fleches (—)o-verticales (voir le
1.3.3).
- De fagon évidente la monade M sur U-Gr(E), produite par M, commute
aussi aux fleches (—)o-verticales.
— Si maintenant 0 est une opérade sur M, I’endofoncteur de la monade carté-
sienne qu’il induit sur U-Gr(E)commute aussi aux fleches (—)o-verticales
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(cela provient de la construction des produits fibrés canoniques dans U-
Gr(IE), ils se font composante par composante).

~ Finalement par composition la monade M1y a son endofoncteur qui com-
mute avec les fléches (—)o-verticales.

1.5.3 Les conditions d’itération

o I1 est temps maintenant de donner la liste des axiomes formant les conditions
d’itération d’une donnée de base (E LA B, M). Pour I’obtenir nous avons col-
lecté les différentes conditions portant sur la donnée de base pour rendre possible
les différentes constructions de notre procédure générale ainsi que les conditions
permettant de montrer que la monade My) est du type voulu. Cette collection de
conditions se condense finalement en le systéme d’axiomes suivant :

Pour les données autres que M :
(F) U est une fibration,
(F’) U est une co-fibration,

(F’1) Pour tout X LY & Zdans Esi g.f et g sont U-cocartésiens alors f est U-
cocartésien, ,

(F’2) Les morphismes U-cocartésiens de [E sont stables par changement de base,
(LP)E a des_limites a gauche finies,

(LI) E a des N-limites a droite et des co-égalisateurs,

(FLP) U commute aux limites a gauche finies,

(FLI) U commute aux N-limites  droite et aux co-égalisateurs,

(CE) Les co-égalisateurs sont stables par changement de base,

(CN) Les N-limites commutent avec les produits fibrés,

(LIS) E au-dessus de B est & ({0, 1})-sommes,

(CSS1) +: E xpg E — E commute aux produits fibrés,

(CSS2) Pour toutes les fleches (f,g) de E x E les carrés co-projections f — f+g,
g — f+g et la co-diagonale f+f — f sont cartésiens.

Pour la monade M :
(MC) Elle est cartésienne,
(MLI) Son endofoncteur M commutent aux N—limites a droite,
(MV) M commute aux fleches U-verticales.

* On constate que le systeme d’axiomes précédent est suffisant pour la construc-
tion de la monade My et pour qu’elle satisfasse (MC), (MLI) et (MV). (Il faut
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passer en revue les hypothéses des différents théorémes de cet article essentielle-
ment celles de la proposition 1.5, de la proposition 1.9, de la proposition 1.13, des
propositions 1.20 et 1.23)

o Montrons enfin la stabilité de ce systéme d’axiomes. De fagon précise.

Proposition 1.24 Si la donnée de base (E LA B, M) satisfait les conditions d’itéra-
tion alors (E; 4 B1, M(y)) est défini et vérifie les mémes conditions.

Preuve : Passons en revue les différents axiomes précédemment énoncés :
(F) Voir la proposition 1.19
(F’) Si G € |U-Gr(E)| et hy : Go — Hj est une fleche de E, on construit H €
|U-Gr(E)| et h : G — H en commengant par h; : G; — H;. C’est une fleche U-
cocartésienne au-dessus de Uhg : UGy — UH,. Les fleches 6y, 01 : Hi = Hp
proviennent de la propriété universelle de h;. Cette méme propriété universelle
montre que h : G — H est (—)gp-cocartésienne.
Remarquons au passage qu’une fleche h’ : G’ — H’ de U-Gr(E) est (—)o-cocarté-
sienne ssi A1’ : G’ — H;’ est U-cocartésienne.
(F’1) Résulte de la remarque précédente
(LP) Montré au 1.5.1
(F’2) Comme (-); : U-Gr(E)— E commute aux produits fibrés, on utilise encore
la remarque donnée lors de (F’)
(LI) On procéde comme pour (LP)
(FLP) et (FLI) par construction des limites
(CE) et (CN) se vérifient composante par composante
(LIS) Soient G°, G' € [U-Gr(E)| tels que GJ = G}. Alors G} et GY étant dans la
méme fibre on vérifie que

% -
GY+G' = (G}+GY 3 GY) on 6, = )d}, 0} (
01
(CSS1) et (CSS2) se vérifient composante par composante
(MC) a été établi au paragraphe 1.4.3
(MLI) et (MV) ont été montrés au 1.5.2
L’exemple initial
On constate aisément que la donnée de base (Ens — 1, Id) vérifie les conditions

d’itération. Au paragraphe 1.1, nous avons aussi parlé de la donnée de base (Ens
— 1, Mo), elle vérifie aussi les conditions d’itération.
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¢ Nous pouvons donc maintenant itérer la procédure de catégorification.
Selon que cette procédure sera effectuée de fagon incompléte (c’est le cas ou la
premiére étape a été éliminée) ou compléte, on obtiendra les n-catégories strictes
ou ce que nous définissons comme les n-catégories non-strictes.
Le chapitre 2 qui va suivre est consacré 2 cette question.

2 n-catégorification

2.1 n-catégorification stricte

o La catégorification stricte est la procédure obtenue en supprimant la premiére
étape des trois étapes données au 1.1. Mais en supprimant cette premiére étape (dite
de “destruction réglée”) on supprime aussi, du méme coup, la deuxi¢me étape de
“restructuration cohésive”. Il reste alors seulement la troisiéme étape

On va montrer qu’en itérant n fois cette catégorification stricte & partir de
I’exemple initial (voir le 1.5.3) on obtient, ce qui est légitime, la structure de n-
catégorie stricte, c’est-a-dire de facon plus précise, la monade “n-catégorie stricte
libre” sur la catégorie des n-graphes (ou un n-graphe est encore appelé bien souvent
“n-ensemble globulaire™)

2.1.1 Position du probleme

o Soit une structure itérative (E LA B, M). Notons E; = U-Gr(E), B; = E, U; :
E; — Bj, G — Gg (conformément au 1.1) et M, la monade sur [E; produite par le
foncteur monadique composé suivant :

U-Cat(E)M 4 U-Cat(E)*“4" U-Gr(E)

od M est ’extension de la monade M 2 U-Cat(E) (Rappelons qu’il ne faut pas
confondre cette monade M; avec la monade M(;) donnée au 1.1). D’apres ce qui
précede, (E, Uit B,, M,) vérifie les conditions d’itération. Cette nouvelle structure
itérative sera notée K (E LA B, M). C’est ce que nous appellerons la catégorifica-

tion stricte de (E LA B, M). On peut itérer K;;. Notons K7, le nieme itéré de Ky,
et

(E, & B,,M,) = K"(E 5 B, M)
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On voit déja que B, = E,_; si n > 1. Nous allons montrer que, si (E LA B, M)
= (Ens — 1, Id) (qui est I’exemple initial) alors : E, ~ n-Gr (catégorie des n-
graphes) et E,',"I" ~ n-Cat (catégorie des n-catégories strictes). De fagon précise, on
va construire par récurrence deux isomorphismes vy, : E, ~ n-Gr et k, : EM" =
n-Cat rendant commutatif, pour n > 1, les diagrammes suivants :

k,
E, — " 0-Gr EM: " n-Cat
Un (Cr) Un [7,, (o8) Un
Yn—-1 kn_1
En_1 (n-1)-Gr E, ;' ——— (n-1)-Cat

ot les foncteurs U, : n-Gr — (n-1)-Gr et U, : n-Cat — (n-1)-Cat sont les foncteurs
d’oubli de troncature pour n > 1, et ol on a ﬁ,,(X,a) = (U,X, U,a) ((.7,, est bien
défini, car, si on note M,, = (M, 11, i), on a les commutations U, M, = M,_1U,,
Unin = Mn—1Un, Unptn = n_1U,).

2.1.2 Construction de y, et k,

e A I’ordre n = 0, Eg = Ens = 0-Gr = 0-Cat et My = Id. On peut donc prendre
o = Id et kg = Ens' — Ens I’isomorphisme canonique.
A l’ordre n =1, E; = Up-Gr(Ens) = 1 - Gr, M; = Ch (car Up-Cat(Ens) = Cat etm
=1d). Alorsy; =Id et k; = ¢! ol ¢ : Cat — Gr*" est le foncteur de comparaison
du 2 la monadicité du foncteur d’oubli V : Cat — Gr. On vérifie facilement que les
deux carrés (C1) et (C}) commutent.

e A I’ordre n+1, construisons vy, et k,41.
o I’isomorphisme v, est le composé suivant :

Vn Jn
E,+1 = U,-Gr(Ens) = U,-Gr(n-Gr) = (n+1)-Gr

do YnOo
...ol Y, est défini sur les objets par ¥,(G; ? Go) = (. G1 Zg vnGo) aprés avoir
1 Yn01

remarqué, grace a la commutation (C,) donnée dans I’hypothése de récurrence, que
Vn €t Vn ! préservent les fleches U,-verticales.
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_ 9 —_
..jn €st donné par j,(G) = G ot pour G = (G, ? Go) dans U,-Gr(n - Gr), G est le
1
(n+1)-graphe :

% __ % a__ % __
Gri13G, 3 ..36:13Gy
n+ ‘71‘ na';_1 ol 6?
%' e __ & % __ on
ou (G 3 .3 Gy 3 Go) Go et (Gpy1 3 Gy) = (G133 Gon)
-t o » 5’{ O1n

On vérifie que le carré (C,..1) commute.
e I’isomorphisme k&, est le composé suivant :
C—l

E,' =U —Gr(lE,,)M"“ 2 U, CatlE) 3 0-CaENn)

U,-Cat(n-Cat) Z’ (n+1)-Cat.

..olcy: (U,,-Cat(]E,,))m — (Up-Gr1(E,))Mr+1 est le foncteur de comparaison pro-
venant de la monadicité du foncteur composé suivant :
Upn-Cat(E, )M 4 U,,-Cat(E,) °4" U,-Gr(E,)
(Cette monadicité a été montrée au 1.4.2)
E : U,,-Cat(]E,l,ﬁ") — U,-Cat(n-Cat) provient de I’'isomorphisme k, : lE,l,VI" — n-
Cat donné par I’hypothése de récurrence. Il faut juste remarquer qu’il envoie une

fleche de U,-verticale sur une fleche U,-verticale ( et réciproquement pour k;, h
grice a la commutation du carré (C:,).

..L’isomorphisme S8, : U,-Cat(n-Cat) — (n+1)-Cat se construit & partir de j,. En
effet si C € |U,-Cat(n-C at)|, la (n+1)-catégorie 3,(C), que I’on notera C pour
simplifier, a pour (n+1)-graphe sous-jacent I'image de C par le foncteur composé :

U,-Cat(n-Cat) — U,-Gr(n-Cat) — U,-Gr(n-Gr) % (n+1)-Gr

Cette structure de (n+1)-graphe se compléte en une structure de (n+1)-catégorie en
posant pour les identités :

('C_wlii_-l" _CTJ-) = (Coi ‘i,: CUJ) si i<j<n’
(€ B Tty = (€1 ™ Cu) si i<,

'dn+1.n

et (Cp " Cry1) = (Co 5 C)n

et pour les compositions :

— = 0= ol e

(Cj x Cj— C)) =(Coj £< Coj — Cpj) sii<j<n
0i

Ci
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—n+1
— - - o .
(Cnt1 X Crr1 = Cpy1) =(Cin C)'< Cin = Cin) sii<n

C; 1i
— — ot 0
(Cns1 X Cpy1 ™ Cry1) =(C1 X C1 = Cn
Cn Co
...Enfin @, : (U,-Cat(E,))M» — U,,-Cat(E;,M") provient de deux isomorphismes
généraux.

.. .Pour le premier isomorphisme, plagons nous dans le contexte du 1.4.2. On montre
que EM a canoniquement une structure de catégorie surmonoidale au-dessus de
BM et que ’on a I'isomorphisme canonique :

SMon(E)M ~ SMon(EM)
Sur les objets il est donné par ((C, e, k),a) — ((C, a), e, k).
...Le deuxiéme isomorphisme est I’isomorphisme de catégorie surmonoidale au-
dessus de EM suivant : U-Gr(E)M 5 y-Gr(EM).
9o
11 est donné sur les objets par : (G, a) — ((G1,a;) ? (Go,a0))
1

Ce deuxiéme isomorphisme produit le nouvel isomorphisme :

SMon((U-GrE)M) < SMon({/-Gr(EM))

@y est alors le composé suivant :
Up-Cat(E,)™" = SMon(Ep+ 1) < SMon(EM")) < SMon(U,-Gr(EN")) = U,
Cat(EN™)
ou, bien sur, E, 1 = U,-Gr(E,,)
...On vérifie que le carré (C:l +1) commute bien.

e On montre enfin par récurrence que le diagramme suivant liant &, et y,,, commute
pour toutn € IN :

]E;',w" ‘ n-Cat
oubli oubli
E, Yn n-Gr
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2.2 n-catégorification non-stricte

« On a déja annoncé plusieurs fois que, par itération de la procédure générale de
catégorification, on obtenait ce que nous appelons la structure de n-catégorie non-
stricte. C’est ce que nous allons préciser ici. Pour cela nous commencerons par
construire un morphisme de comparaison entre la monade itérée M(,,) (donnée par
le cas non-strict) et la monade itérée M,, (donnée par le cas strict) sur la catégorie
E, (>~ n-Gr), puis nous étudierons les propriétés de ce morphisme.

2.2.1 Le morphisme de comparaison

o (E % B, M) étant une structure itérative (voir sa définition au paragraphe
1.1.1). Notons :

KE % B,M) = (E; 4 Bi, M)

ol E,; L\ B et ]M(,) ont été€ construits au 1.1. Nous avons vu au 1.5 que la donnée

K(E LA B, M) est 2 nouveau une structure itérative. On désigne par K" le n-i¢tme
itéré de K (oi K° = Id et K' = K). On va maintenant s’intéresser a I'itéré (E,
% B,, M(,) = K"(E 2 B, M) lorsque (E % B, M) = (Ens — 1, Id) (Clest
I’exemple initial - voir le 1.5.3)

Notre but maintenant est de construire sur E, (qui, nous I’avons vu au para-
graphe précédent, est ~ n-Gr) un morphisme de monade 7, : M,y — M, appelé
morphisme de comparaison.

Pour ce faire nous allons utiliser une paire de constructions, adjointes 1’une de
’autre, issue de la théorie générale des catégories. Ouvrons donc une parenthése
pour préciser ce dont nous voulons parler.

a) Soit B une catégorie générale. Notons Adp la catégorie qui a :
— pour objets, les adjonctions A = ((n7,€), GH1D: A 2 B)
— pour fleches A — A’ les foncteurs F: A — A’ tels que le diagramme suivant
commute :
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F

PNz

B

A

AI

Notons aussi Mong la catégorie Mon(End(BB)), c’est-a-dire celle qui a :

— pour objets, les monades M = (M, n, u) sur B,

— pour fleches M — M’ les morphismes de monades, c’est-a-dire les trans-
formations naturelles t : M — M’ qui font commuter les deux diagrammes

suivants dans End(B) = BB : )
f

Id]B ) M2 M12
/ N # )
M—7" M M ! M’

11y a un foncteur d’oubli U : AdyY — Mong qui est défini,
— sur les objets par UD, G, 7, €) = (DG, n, DeG)
— sur les fleches F: (D, G, 77, €) — (D°, G’, 77/, €’) dans Adpg par U(F) = D’t

ot 15 = (G’B) °® ’DGB) " FG(B))

Proposition 2.1 Le foncteur U : Adyl — Mong admet un adjoint & gauche.

Preuve : cet adjoint a gauche A : Mong — Ady, est donné,
— sur les objets par A(M) = ((7, €) : L 4 U : BM — B) o U(B, b) = B, L(B)
= (M(B), up), €pp) =b
— sur les fleches t: M — M’, par A(t) = F°: A(M) - AM’) ou F: BM -
BM est défini par F(B, b’) = (B, b’.tp) (la notation F° signifie que F est lu
dans I’autre sens, dans la catégorie duale Ady)
L’'unité de cette adjonction est 77 = Idmong (le foncteur A est donc une section de
U) et la co-unité € : AU — IdAdon est donnée sur A = ((7,€),G4D: A2 B)
par €z = ¢® : AU(A) — Aot c: A — BM est le foncteur de comparaison produit
par A (précisément c(A) = (D(A),Den)).
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b) Revenons a la construction du morphisme 7, : M(,) — M, sur E,. On le fait
par récurrence. Tout d’abord 7o = Id et, 7, étant donné, on construit 7,41 a I’aide de
m,. On commence déja, sur C, = U,-Cat(E,), par prolonger 7, de facon évidente
enm, : Mg, — M,,. D’un autre coté, par la procédure générale, la monade M) sur
E, produit une opérade libre sur M, qui donne a la deuxieéme étape une monade
(notons la 0),) sur C, et un morphisme noté p, : ), — 71\71_(;)_ En composant avec 7,
on obtient un nouveau morphisme de monade gy, : ), — M, sur C,. Ce morphisme
est dans Mong, et donc grice au a) on peut considérer son image par le foncteur
composé suivant :

A op V op U
Mon¢, — Adc,, — AdEn+1 — Mong, , ,

ou le foncteur V du milieu est la composition par I’adjonction ¢ < v: C, 2 E, 1.
Cette image est le morphisme 71,1 cherché. On a en effet UVA(Q),) = M4 1) et
UVAM,) =M.

2.2.2 Cartésianité du morphisme de comparaison

e Pour démontrer la cartésianité des morphismes 7, : M(,) — M, la technique
précédente ne suffit pas. On va devoir passer par les lois distributives introduites
au 1.4. Comme d’habitude on commence par se placer dans un cadre un peu plus
général.

a) Donnons nous pour I'instant : Une catégorie E, une monade N = (N, a, 8) sur
cette catégorie et en plus deux autres monades M = (M, n, p) et M' = (M’, 7/, i)
liées 2 IN par des lois distributives § : M - - — N et §' : M’ - - — N. Appelons
morphisme de loi distributive § — ¢ au-dessus de N la donnée d’un morphisme
de monade 7 : M — M’ qui doit, en plus, satisfaire la commutation suivante pour
chaque objet X de E,

NM(X) Ox MN(X)
Nrryx TN(X)
Oy
NM’(X) M’N(X)
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Un tel morphisme 7 : § — &' étant donné, on construit un morphisme 7 : M —
M sur EN od M (resp. M) est la monade sur EN induite par6 : M - - » N (resp
&' : M’ - - — N). En fait, pour (X,a) € |EN|, on pose simplement :

T(Xa) =7x H(X, a) — M'(X, a)

On construit ainsi un foncteur B : LDy — Mongn ol LDy désigne la catégorie
des lois distributives au-dessus de N. Le foncteur C composé suivant :

LDN 2 Mongx & Ad%2, Y Ad? Y Mong

ol V est la composition par ’adjonction L - U : EN 2 E, envoie une loi distribu-
tive 6 : M - - — N sur la monade composée de M par N via la loi 6, c’est-a-dire
que C(6) = M = (M 7,) od M(X) = MN(X), ix = niwx.ax, fix = unx-M*Bx.Ménx.
Pour une fleche 7 : 6§ — &’ de LDEg, on a C(nr) = 7 ol iy = myyx : MNX — M’NX.
— Lorsque E est a produits fibrés, que N, M et M’ sont cartésiennes ainsi que
s, & et 7 (en tant que transformations naturelles) on voit immédiatement que
M et M’ sont elles-mémes cartésiennes (ce qu’on a déja vu au 1.4.2) ainsi
que7: M — M.
— Lanotion de morphisme entre les lois distributives permet de préciser un peu
le 1.4.3. La loi distributive 5 - - — N construite dans ce sous-paragraphe a

I’aide de 6 : M - - — N est en fait ’unique loi distributive & : 0 --— Ntelle
que 7 : & — & soit un morphisme de loi distributive et tel que la monade sur

EN induite par & : ) - - — N soit 1}

b) Revenons a notre construction. Montrons, par récurrence sur n, que la trans-
formation naturelle , : M(,) — M, est cartésienne (rappelons que I’on sait déja
que M(;,) et M, sont des monades cartésiennes). Comme 7¢ = Id, la propri€té est
vraie a I’origine. Supposons donc ,, cartésienne et montrons que 7,1 1’est encore.
On constate déja que les deux morphismes de monades 7, : ﬁ(,,) — M, et p,:0,
— M(,,) sont eux aussi cartésiens sur C,, = U,-Cat(E,,) (pour le premier cela résulte
de I’hypothése de récurrence et pour le second, du fait que ce morphisme provient
d’une opérade sur M(y)). Mais on sait que C, ~ ES*, (par le 2.1). Notons c, cet
isomorphisme. On constate que le foncteur ¢, commute avec M, M (,,) et 7, dans
le sens oli, comme nous venons de le voir au (a), dans la catégorie EC¢h T la no-
tation 7, signifie que ce morphisme de monade provient d’'un morphisme de loi
distributive au niveau de E, ;. D’un autre coté, si on note p), : )}, — M(,,) I'image
de p, par c,, on constate que p, provient aussi d’un morphisme de loi distribu-
tive (grice au 1.4.3 et a (a) ). Les deux morphismes de lois distributives signalés

- 46 -



BOURN & PENON — CATEGORIFICATION DE STRUCTURES...

ici sont cartésiens ainsi que leur composé. 11 suffit alors d’appliquer les résultats
de la partie (a) de ce sous-paragraphe pour conclure que 7,1 est cartésien (apres
avoir remarqué que le morphisme composé g, : ), — ]M(,,) sur C,, et le morphisme
Cl

suivant sur E -,
Pn 7 Tn 3%

ﬂ;l - M(n) — vl

produisent le méme morphisme de monade m,.; en appliquant a chacun d’eux la
procédure donnée au 2.2.1).

2.2.3 Contractilité du morphisme de comparaison

Soit G un n-graphe, et a,b € Gy ; alors on note par le symbole a//b le fait que
do(a) = do(b) et 01(a) = 01(b).
e Soit f : G — H un morphisme dans n-Gr. On dit qu’il est contractile si :
1. Pour tout 0 < k < n, tout a,b € G, tels que a//b, et tout h € Hy; vérifiant dph
= fraet o1h = fib, il existe g € Gp+1 tel que frr1g=h, dog =aetdig=>b.

2. Pour tout a,b € G, tels que a//b et fra = fybalorsa=b.

On remarque tout d’abord que les morphismes contractiles sont stables par com-
position et par changement de base dans n-Gr.
e Par extension, on dit qu’un morphisme f : G — H dans U,-Gr(n-Gr) (resp E,) est
contractile si son image par j, : U,-Gr(n-Gr) — (n+1)-Gr (resp v, : E, — n-Gr)
est contractile dans (n+1)-Gr (resp. n-Gr).
On montre que :
— f: G — H étant un morphisme U,-vertical épimorphe dans n-Gr (ol pour
n>0, U, : n-Gr — (n-1)-Gr est le foncteur d’oubli canonique et pour n=0
ona Up =!: Ens — 1) le morphisme f' : R — H’ est contractile dans la

Id do
catégorie Uy-Gr(n-Gr) od H’ = (H = H) et R = (R! = R%, avec R = G
1

et R! = G xy G, les fleches dy et 9; étant les projections canoniques. On a
aussi noté f' = (f°, fNavec 0= fet f'' = f.01 = f.0o

— M et N étant deux monades cartésiennes sur n-Gr et 7 : M — N un mor-
phisme cartésien entre ces monades, si 7 est contractile ( i.e. pour tout G €
|n-Gr|, 7 est contractile) alors T RC/I — 1[:1 I’est encore dans U,-Gr(n-Gr)

— De ces deux résultats, on en déduit, par récurrence, que 7, : M(,,) - M,
est contractile. En effet, ¢ est ev1demment le cas pour n = 0 et si c’est vrai
a 'ordre n, comme 7, : ]M(,,) — ]M,, et p,: 0, — ]M(,,) sont contractlles
sur [E,;1 (en notant encore ), la monade sur E,,; “sous-jacente” 2 son
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homographe sur C,, - le fait que p, soit contractile provient de ce que (p,1)o :
Q,(1)o — M(1) étant une rétraction, c’est une fleche épimorphe) ainsi que
leur composé g, = 5,,.p,, On en déduit que 7p11 : M(p11) — Mpy est lui-
méme contractile (car 7,41 = g,Ch).

2.3 oo-catégorification

e On fait un “passage  la limite” de M, et M(,) pour obtenir deux monades
(cartésiennes) M, et M) sur c0-Gr. On construit alors un morphisme (cartésien)
de comparaison 7, : M(e0) — Meo. Vu les résultats des paragraphes précédents, on
définit My, comme la monade “co-catégorie stricte libre sur un co-graphe”. On va
construire ensuite, au-dessus de My, un morphisme entre la monade de Leinster
et notre monade M ). Les algebres sur M) “sont” donc a fortiori des algebres
sur IL, c’est-a-dire des co-catégories non-strictes (ou faibles) au sens de Leinster

2.3.1 Les U-co-graphes

e Soit U : E — B un foncteur ( i.e. E une catégorie sur B). Appelons U-co-
graphe (de E) la donnée G = ((Gi)ien, (Ook> O10)keN) Ol (GilreN €St une suite
d’objets de E et, pour chaque k € N, dox et 014 sont des morphismes Gxy1 — Gy
qui sont U-verticaux et qui vérifient la condition suivante :

Vk e N Vi€ {0,1} OxOok+1 = OikO14+1

Un morphisme d’U-oo-graphe G — G’ est la donnée d’une famille de fleches de E
( fx :Gx = G ken telle que

Vke NVie {0,1} 0} fir1 = fuli

Notons U-00-Gr(E) la catégorie des U-oo-graphes de E .

Lorsque E = Ens et U =!: Ens — 1, on note simplement co-Gr cette catégorie
(ses objets sont les co-graphes, également appelés ensembles globulaires dans la
littérature).

Proposition 2.2 On a un isomorphisme :
Up-00-Gr(n-Gr) ~ o-Gr

Preuve : On construit I’isomorphisme canonique g, comme suit : étant donné G €
|Un-00-Gr(n-Gr)}, on écrit G = ((Gi)» Dok, O1x)k) 0 Gk = (( GY) j<n» @Y, 5,:]) j<n)
et 9 = () j<n : Gk+1 — Gi. On définit alors : g,(G) = G ot G = (Gx, (Gok, O1i)k)
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en posant :

pour k < n-1, Gy = G¥ et 0y = o,
pour k = n, Gy = G;_, et _6; = ag'(k_").
On a, de méme, dans le cas général, un morphisme canonique a : U;1-00-Gr(E;) ~
U-00-Gr(E) ot E; = U-GI(E)

Lorsque E =Enset U="!:Ens — 1 on a vu (au paragraphe 2.1) que E, ~ n-Gr.
On en déduit donc un nouvel isomorphisme canonique :

6, : Up-00-Gr(E,,) ~ c0-Gr

On a alors la commutation des diagrammes suivants :

Un+1-00-Gr(Ep41) U,-0-Gr(E,)

a
\ e
"
On+1 On

o0-Gr

o Si maintenant M est une monade sur [E dont I’endofoncteur M commute aux

fleches U-verticales, alors on prolonge cette monade a U-co-Gr(IE). Cette nouvelle
monade est notée M (clairement (MG); = M (G)» GiG)k = n(Gy)> WG )k = K(Gy))-
Lorsque M est cartésienne ou lorsque M commute aux N-limites a droite, il en va
de méme pour M.
Lorsqu’on part d’une structure itérative (E — LB, M) on sait qu’on construit une
monade M, sur E; (voir le paragraphe 2.1) qui devient ]M1 sur U1-00-Gr(E).
On construit alors un morphisme de monade u : « 1M — M1 sur U U} -00- Gr(E;)
(ol @ -M désigne I’image par I'isomorphisme a~! de la monade M sur Uy-00-
Gr(E/)). Il est défini sur G € |U;-00-Gr(E,)| par : (ug); = Mxl(Gj) (ot (Ch, 4, €)
désigne la monade des chemins sur E; comme dans 1.3.3)

2.3.2 Lamonade M

En partant de la structure itérative (Ens — 1, Id) (I’exemple initial), on obtient
sur chaque catégorie U,-00-Gr(E,) des morphismes de monades

a —IM,, — Mﬂ+]
que I’on peut transporter par 6, sur co-Gr. On obtient ainsi une suite de mor-

phismes :
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~. Gy e u ~ ~ Onprlt ~
6oMo % 0, M, 24 6,M; — ... 6,M,, "5 Gy 1 Mpyy — ...

La limite inductive de cette suite donne une monade, notéi My, sur 0o0-Gr. Cette
monade est cartésienne et son endofoncteur commute aux IN-limites a droite.

Proposition 2.3 On a un isomorphisme (00-Gr/Me ~ oo-Cat (ot co-Cat désigne
la catégorie des co-catégories strictes).

Preuve

~ On remarque déja que pour G € |co-Gr| on a, pour tout n € N : tr,M,G
= MutraG, trafinG = Mgy, abinG = Hnir,G» 00 M, désigne aussi bien la
monade sur E, que son image par y, : E, — n-Gr, sur n-Gr, et ou tr, : co-
Gr — n-Gr est le foncteur troncature défini par tr,((Gk)ken, (Ook> O1k)kenN) =
((GK)kgns (Poks 01k Ji<n)- .

— D’un autre coté, si on note /, : M,, — M, les morphismes de monades
provenant du cone limite, on constate que, pour G € [00-Gr| etk < 1, (Ing )k :
(MnG)k = (MoG)y est bijectif et (Iny16)x = (Ing)k

— Ainsi lorsque (G, a) € |(c0-Gr)M=| on vérifie que : (tr,G, a") € |(n-Gr)M-|,
oll @" est la fleche composée suivante dans n-Gr :

~ }

Mtr,G = traM,G "™ traMG " tr,G
Alors par les isomorphismes (n-Gr)M» = n-Cat on obtient une suite (C,)neN
de n-catégories oit U,41(Cp+1) = Cp, pour tout n. On construit ainsi une co-
catégorie. On vérifie alors que la correspondance (00-Gr)M= — co-Cat, ainsi
définie sur les objets, est fonctorielle et définit un isomorphisme.

233 Lamonade M,

¢ La méthode de construction de la monade M, ne peut s’appliquer pour la
construction de M), nous la construirons donc terme a terme.

Avant de construire M(), On remarque que :
pour G € |(n+1)-Gr| on a les identités suivantes :

UnUn+1M(n+1)G = UnM(n) Un+1G,
UnUn+177(n+l)G = Un’](n)G
UnUn+ll~‘(n+1)G = Unl‘(n)Un+1G
ol M(,,) désigne aussi bien la monade sur E, que son image sur n-Gr (cela provient
du fait que, d’une facon générale, a la deuxiéme étape de la construction de la

monade M1y I'opérade € est en fait une U-opérade).
Les identités précédentes nous conduisent & poser, pour G € |oo-Gr| etk € N :
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k+1
(M(0)G)k = (Mg 1ytri41G)x et o) = a4+

ol 6,(,:' ). (M(n)G)i+1 — (M()G)i pour n € N U {00} désigne les applications
source et but de M(,)G
Gréce aux identités ci-dessus on montre que M, est I'endofoncteur d’une mo-
nade M) sur 00-Gr (08 ((a0)G )k = (M(k+1)res 16k €t (H(00)G )k = (ks 1)trg1G)E)-
Remarque : Inversement, on aurait pu, par cette méthode construire la monade M.
Mais c’est la méthode “globale” de construction que nous avons retenue.

e On construit ensuite un morphisme de monade 7 : M(0) — Moo 1l est défini
sur un objet G € |oo-Gr]| par :

(k4 10mg 16Dk

(06 )k = (M(0)Gk = (Mg41)tri41Gk - —>  (Miy1tri1G)i
7 (le41G)
= (Mg1G) 5" (MooG)i)

La vérification que 7, est bien un morphisme de monade résulte des identités
suivantes : UpUpy17n 416 = Unny,,,G» pour tout n € N et tout G € |(n+1)-Gr|.
Le morphisme 7, est cartésien, et pour tout G € |0 — Gr| on constate que TG :
M()G — MG est une fleche contractile (ce qui signifie, dans le cas infini, qu’elle
vérifie seulement la premiére des deux conditions données au 2.2.3).

- Le morphisme cartésien 7, : M) — My peut aussi étre vu comme une
opérade sur My,. Grice & I’axiome du choix on peut la munir d’une contraction
(voir [12]). Il existe donc un morphisme de monade L. — M) au-dessus de M
(qui commute aux contractions et qui est méme unique pour cette propriété), ou IL
désigne la monade de Leinster (voir [12]). Les algebres sur My, “sont” donc a
fortiori des algebres sur I, c’est-a-dire des co-catégories non-strictes (ou faibles)
au sens de Leinster.
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