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STRUCTURE DES TOPOLOGIES D’UN TOPOS

par Francis BORCEUX et Gilberte VAN DEN BOSSCHE

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE

CATÉGORIQUES

Vol. XXV-1 (1984)

Toute topologie j : ÇI. - Ç dans un topos élémentaire E classifie

un sous-objet Dj &#x3E;- Q . L’inclusion entre sous-objets de Q fournit donc

une relation d’ordre sur l’ensemble des topologies du topos E . ’1..’ objet de .
cette Note est démontrer que : 

THÉORÈME. Pour la relation d’ordre décrite ci-dessus, l’ensemble des

topologies sur un topos élémentaire constitue une algèbre de Heyting.

On se réfèrera à [2] où le théorème précédent est suggéré dans

l’exercice 5- 9. Nous en donnons ici une démonstration constructive basée

sur un résultat de Joyal permettant de construire la topologie engendrée

par un sous-objet de Q (cf. [ 2 ], 3 - 58). En particulier (cf. [ 2 ], 3 - 59), é-

tant donné un monomorphisme u : A &#x3E;-&#x3E; B de E , il existe toujours une plus

petite topologie pour laquelle u est dense et une plus grande topologie

pour laquelle u est fermé. 
,

Rappelons tout d’abord que, si j1, j2 sont deux topologies sur E,

j 1 ^ J2 : Q -&#x3E; Q est le morphisme classifiant P. n Dj2 (cf. [ 2 ], Exercice

3 - 1) et il v j2 : »’ Q -&#x3E; Q est la topologie engendrée par Dl. 1 U D j2 ( cf. [2], 

3 - 59- i). Nous allons prouver que jl =&#x3E; j2 : Q -&#x3E; Q existe et est la plus gran-
de topologie telle que ( Dj1 =&#x3E; Dj2 ) ÇI soit fermé.

En notant Ai &#x3E;-&#x3E; B la fermeture de A &#x3E;-&#x3E; B pour la topologie j ,
on a aussitôt :

LEMME 1. Soit j, , j2 deux topologi es sur E , alors

car D- est la j-fermeture du Vrai dans Q (cf. [2], 3- 14). 0

L EMM E 2. Soit j1, j2, j3 trois topologies sur E, alors
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L’ implication de gauche à droite résulte de

et du fait que Dj1 est la j1 -fermeture de 1 dans Q .

Réciproquement, soit La thèse se ramène à

prouver que

Considérons le diagramme suivant où les carrés sont des produits fibrés

Les produits fibrés commutant avec les i 1-fermetures, il en résulte que

est la y-fermeture de dans D..
12

Par ailleurs 1 étant j2-dense dans D. , D. est la /’-fermeture dej2 j2 j2

dans D .. Il en résulte que
J2

est la il A j2-fermeture de

dans D.. Comme par hypothèse
j2

est y-fermé dans
D. , nous concluons que
J2

DÉMONSTRATION DU TH ÉOREME. Soit donc jl ’ j2’ j3 trois topologies
sur E . Notons j la plus grande topologie telle que D. J2 =&#x3E; Dj 3 soit fermé

dans 11 . Il s’ agit de prouver que j = ( j 2 =&#x3E; j 3 ) , c’est-à-dire

En effet, grâce au Lemme 1 :
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et réciproquement,

Signalons pour terminer que, lorsque le topos E est de Grothen-

dieck, l’algèbre de Heyting des topologies est en fait complète (cf. [ 1 ]).
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