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GUITART & VAN DEN BRIL 2

0. INTRODUCTION.

0. Le but de cet article est de fournir une méthode de définition et une
méthode de calcul des foncteurs satellites et dérivés basées sur l'usage
dans CAT et Ab-CAT des carrés exacts au sens de 8], et valides aussi

bien pour Ab que pour des cas non-abéliens comme Gr, CAT ou CAT.

1. Dans les sections 1 et 2 sont mis en place des outils pour reconnaiire
I'exactitude des carrés de foncteurs ou de foncteurs additifs. Au paragra-
phe 1 on montre que !'exactitude des carrés de foncteurs additifs se teste
en recherchant des zig-zags de matrices, et que le foncteur «Matrice»,
Mat: Ab-CAT » CAT préserve et réfléchit l'exactitude. Joint a l'usage
de Z: CAT » Ab-CAT cela permet de prouver des résultats dans CAT
par additivisation et puis calculs de produits tensoriels dans Ab (par
exemple le théoréme du zig-zag d'Isbell comme le fait B. Mitchell [13]),

Au paragraphe 2 on précise comment la platitude des bimodules
permet dans le calcul de la composition de n'utiliser que des zig-zags de
longueur au plus 2. Et en général on indique comment la composition des
Ab-bimodules se fait au-dessus des bimodules sous-jacents si la catégorie

intermédiaire est 4 sommes finies.

2. Dans les paragraphes 3 a4 8 on présente une théorie générale des sa-
tellites relatifs 4 des bimodules arbitraires.

Au paragraphe 3 est introduite la distinction entre satellites et sa-
tellites ponctuels (ou «pointwise»), qui prolonge la distinction entre exten-
sions de Kan et extensions de Kan «pointwise», et ces notions de satel-
lites et satellites ponctuels sont définies en général. On montre comment
les satellisations s'itérent.

Au paragraphe 4 on montre que les extensions de Kan, les coten-
seurs moyens (Borceux & Kelly) et limites indexées (Street) sont des ex-
emples de satellites (ponctuels) et on montre comment calculer les satel-
lites par extensions de Kan et compositions.

Au paragraphe 5 on introduit les satellites & gauche et on montre

que Satp | Satp (formule donnant par exemple
Tor*(A,B) = Hom( Ext®(A.-), BR-) ).
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CALCUL DES SATELLITES... 3

Au paragraphe G est introduite l'idée principale de l'article, qui
est que pour effectivement calculer les satellites relatifs a un bimodule
E, il faut se donner une présentation de E, et une présentation de E est

justement un carré exact

¢S~%thdwe&T°;msz

(cf. 1.3). (Dans le cas des modules on retrouve bien la notion usuelle de
présentation.) Alors on voit que diverses «théories» des satellites (Freyd,
Fischer, Buchsbaum [3], Ulmer) se retrouvent en appliquant notre défini-
tion générale dans des cas spéciaux et en travaillant avec des présenta-
tions spéciales. Les résultats de calcul des paragraphes 1 et 2 sont ré-
exprimés en termes de présentations, et d'autres exemples (calcul de re-
lations, de fractions) sont indiqués.

Au paragraphe 7 on souligne l'importance d'un type particulier de
présentation de bimodules appelé prébifibration qui offre deux‘avantages:
il est stable par exponentiation, et il s'itére par simples produits fibrés
(au lieu de commas).

Au paragraphe 8 on exprime cette idée que les calculs de satellites
sont au niveau syntaxique le jeu de dominos avec les carrés exacts et que
les résultats d'algébre homologique s'expriment naturellement par l'exac-

titude d'un carré. Un lemme de comparaison est donné.

3. Dans les paragraphes 9 et 10 on expose comment la théorie classique
se laisse mieux comprendre du point de vue que nous avangons et comment
les divers aspects (longue suite exacte des EXT, calcul par résolutions
injectives, formule de Buchsbaum) relévent toujours du méme principe et
consistent en l'exactitude de carrés.

Au paragraphe 9 cela est exposé en reposant sur la présentation de

EXT (puis des Ext™) a l'aide du span

9 EXA(C) —~C

od EXA({ C) a pour objets les suites exactes courtes dans C, qui est une
préfibration (cf. section 7), de sorte que (et c'est le sens de la théorie de

Yoneda) les Ext™ s'obtiennent a 1'aide des EXA"(C) (obtenues, elles,
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GUITART & VAN DEN BRIL 4

a partir de EXA( C) par produits fibrés a équivalences prés).

Au paragraphe 10 on montre que EXT se calcule par systémes de
facteurs parce que EXA ~ FAC, catégorie des systémes de facteurs (dont
les morphismes sont définis ici).

Au paragraphe 11 on montre comment dans la catégorie cC des
complexcs de chaines dans € le calcul des EXT est via la translation et
la conification lié & 'homotopie, puis on montre que EXA({cC) admet une
présentation au sens du paragraphe G par les suites exactes de milieu a-
cyclique (de méme qu'on a vu en 9.8 que EXA(C) admet une présenta-
tion par les suites exactes de milieu injectif lorsque C a assez d'injec-

tifs). On retrouve alors le résultat de Mitchell que SatH =H__,.
— n n-1

Au paragraphe 12 on indique quelques variantes utiles de EXT, et
en particulier EXT, dont EXT est la partie inversible, qui se présente

par EXA, dont les objets sont les suites exactes
q

A% ,.B_ Y ,C

et les morphismes les transformations naturelles «exactes».

4. Dans les paragraphes 13 et 14 on propose une présentation d'un bimo-
dule CAT - CAT et d'un bimodule CAT 4~ CAT tels que les satel-
lisations vis a vis de ces bimodules fournissent des cohomologies non-
abéliennes d'ordre arbitraire, avec 1'équivalent syntaxique de la longue
suite exacte des EXT. (Mais la méthode générale des paragraphes 3 a 8
devrait s'appliquer 4 des exemples variés et spécialement i 1'homotopie
des catégories ; ceci sera étudié ultérieurement.)

Au paragraphe 13 on montre comment recoller les fibres de lax-bi-

donne un «produit croisé lax» K/W. On donne alors une généralisation au
niveau lax de I'adjonction K -| 4 de [6] (voir aussi [10]).

Au paragraphe 14 on montre que non seulement les systémes de fac-
teurs sont, comme on sait, des lax-foncteurs, mais que les morphismes
entre systémes de facteurs (cf. Section 10) correspondent bien aux trans-
formations lax-naturelles. D'ou le candidat FAC a jouer pour CAT le rble

joué par FAC pour Ab. On montre aussi que K/ est un 2-foncteur KI:
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CALCUL DES SATELLITES... 5

FAC > CAT (cf. Definition 14.5 de FAC) donnant lieu & un lemme de Yo-
neda «lax», qui permet de représenter FAC comme sous-2-catégorie pleine
de EXA (cf. 14.8.2) (ce qui généralise FAC ~ EXA du paragraphe 10).
D'oy le candidat EXA pour CAT, que l'on raffine en un EXA grace aux
carrés fibrants que l'on définit. De méme que dans la théorie classique
les suites exactes ont deux rdles (fournir une définition de EXT et per-
mettre l'expression des calculs et résultats liant les R, F), les carrés
exacts ont deux rdles & jouer en cohomologie des catégories :
1o Fournir une définition de EXA (cf. section 14);

20 Permettre les calculs des Sat F (cf. Section 8).
Exa®

REMARQUE SUR LE STYLE. Nous avons choisi de rédiger les énoncés
dans un style trés «articulé», ou en fait toutes les idées non triviales des
preuves soient explicitement présentes; ceci nous a permis de ne repro-
duire ici aucune des démonstrations et vérifications parfois longues que
nous avons faites, et de ramener notre texte i une taille raisonnable. Nous

espérons que le lecteur saura pour son plaisir redéployer 1'éventail.

1. CARRES EXACTS DANS Ab-CAT ET ZI1G-ZAGS DE MATRICES (test).

Nous désignons par Ab la catégorie des groupes abéliens et par
Ab-CAT la 2-catégorie des catégories pré-additives ou enrichies dans Ab,
i.e. équipées d'un relévement dans Ab de leur foncteur Hom, foncteurs
additifs et transformations naturelles.

Un Ab-bimodule de X & Y est un foncteur additif M: YOP X X » Ab
et si N: Z°PX Y » Ab est un Ab-bimodule de Y vers Z, le composé N @M

de X vers Z est donné par
(NOM)(Z,X) = [YN(Z, Y)®M(Y,X),

ou le second membre est la cofin du foncteur additif H, y: YP XY > Ab
décrit par

Hy x(Yy, Y1) = N(Z, Yy )@M( Y}, X).
Pour un H: Y°PXY > Ab additif quelconque, la cofin fYH( Y,Y) est

définie comme la limite inductive du diagramme
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GUIT ART & VAN DEN BRIL 6

Cacy,y) YY) gy, B Yooy, vl oy gy
ou encore comme le conoyau de

(4] H(Y', YY) ® H(Y,Y).
y:Y>Y'Y Ye

=0

L 1. LEMME. Soit BC Y une partie génératrice de Y, i.e. telle que

i. tout objet de Y est somme d'une famille finie d'objets de B,

ii. st By, BjeB, tout y: B; > B, ¢Y est somme d'une famille finie
de morphismes de B de B; vers B,.
Alors, pour tout H: YOPX Y » Ab de la forme S@T pour S: Y°P s Ab et
T:Y> Ab, [YH(Y, Y) peut étre calculée sur B, i.e. est la limite in-

ductive du diagramme

tHey, y) BN y) ey y) BOR Y hey, vl oy Ly g

1.2. LEMME. Soit dans Ab-CAT un span

X3 a T .y,

On peut construire un objet co-comma de (S, T) dans la 2-catégorie
Ab-CAT, noté S{T, comme étant la Ab-catégorie contenant X I1Y et telle
que: (st"r)(ely,eOX) ={o},

(S1T)(eyX. e, ¥) = [AX[X,5A1@Y[TA, Y]
T

A- Y
Sl co-comma [el
X A str
= eO
1.3. LEMME. Soit
A i Y
X U B

noté aussi ¢ - S—l7/1—-—> V un 2-carré dans Ab-CAT. Alors les propriétés
14 3 sont équivalentes, et si elles sont satisfaites on dit (Guitart [8])
que ¢ est Ab-exact :

30%



CALCUL DES SATELLITES... 7

(1) Soit ¢ : S$T > B l'unique factorisation de ¢ a travers \ et soit
xE Z _(_;_.._)_/ un span de Ab-CAT ; alors la fonction
7} ’—) (,2.6: {g: eo.F-> eI.G} > zu_.' U.F>V.G}

est une bijection.

(2)Pour xe XoetYe¢ Yo on a
[AX[X,5A10Y[TA, Y] = BlUX,UY].
(3)Avec S=: X[.,5-1 et T° =: Y[T.,~] ona S®T° ;:é Ueev.
Nota. Dans la bicatégorie des Ab-bimodules, on a T -} T° . Voir n° 3.
1.4, REMARQUE. Si X'C X et Y' CY sont tels que tout objet de X (resp.

Y) est une somme d'objets de X' (resp. de Y') alors dans le Lemme 3 (2)

il suffit de tester les X ¢ X% et Ye¢ Y%.
1.5. LEMME. Soit )£¢_S~ A I_._lf un span de Ab-CAT, ot A est 4 som-
mes finies. Alors

G =[4X[X,SAI®Y[TA, Y]

est le groupe abélien suivant:

1° Son ensemble sous-jacent est
UG = f[AUX[X,SAIXUYI[TA, Y]

avec U: Ab » Ens le foncteur d'oubli.

20 Si [m,A, n] et [u, B, v] représentent deux élements de UG avec

X" .SA, TA2.Yy, XH%.5B, TBX.vY,
alors

[m, A, nl+[u,B,v] = [/;”/,A@B, (n,v)]
()

Plus précisément, on peut énoncer: soit G' un groupe tel que

avec

X S(A®B), T(A®B)(n:v) |y,

UG' = UG et tel que les morphismes canoniques

Yya: X[X,SAIXY[TA, Y] > UG
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GUITART & VAN DEN BRIL 8

soient bilinéaires ; alors ona G' = G.

Maintenant en utilisant les diverses caractérisations de [ 8] des

carrés exacts dans CAT analogues A celles du Lemme 3 et en particulier

[AX[X,SAIXY[TA, Y] = BlUX,VY]

on obtient:

1.6. THEOREME. Soit dans Ab-CAT un carré b: S TJL V ou A (source
de S et T) est a sommes finies; alors, en désignant par W = U-CAT :
Ab-CAT » Ens-CAT = CAT le foncteur d'ou bli, on a:

¢ est Ab-exact ssi W¢p est exact.

Si A est une catégorie pré-additive, on désignera par MatA la
catégorie additive (i.e. pré-additive et 4 sommes finies) constituée pour
ses objets par les familles finies (Ai )iin d'objets de A et pour ses mor-

phismes de (Ai)ig_ vers (B].).Sm par les matrices (/ij" A; - Bj)i<n ,

]
. ) i<m
et ol la composition est donnée par:

n

Ceip ) (fif) = T8k fij-
Si M est un bimodule de X a Y on définit MatM, bimodule de Mat X vers
Maty, par
(MarM)L(Y;) (X)) = ia? MOY, X;).

1.7. LEMME. On a Mat(N®@M) = MatN @ Mat M.

1.8. LEMME. Le plongement A >— MatA est pleinement fidele et co-
pleinement fidéle dans Ab-CAT (mais non dans CAT ), de sorte que, pour
tout F: A~ B,

A Mat A A_—_F .

F .MatF et ‘ l
7 4

B—MatB Mat A Mar F-Mat B

sont Ab-exacts.

Avec le Lemme 7 ou le Lemme 8, on obtient, en écrivant
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CALCUL DES SATELLITES... 9

A Y Maty A Mat A Mat Y

l e / 7

X B MatB = MatA Mat A Maty

I 1 [ we]

' 7
Mat X MatB———MatB at X Mat X Mat B

1.9. LEMME. Le 2-foncteur Mat: Ab-CAT » Ab-CAT préserve et ;refléte

I'exactitude.

En rapprochant le Théoréme 6 et le Lemme 9 on obtient:

1. 10. THEOR EME. Soit ¢ - S—g——» V un 2-carré dans Ab-CAT. Les condi-

tions suivantes sont équivalentes.
(1) ¢ est Ab-exact (dans Ab-CAT).
(2) Matg est Ab-exact (dans Ab-CAT ).
(3) WMatg est exact dans CAT.
(4) Les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(7) Pour tout b: UX > VY il existe un entier p et des familles

n.
X SAI:’ TAi__'l_>Y1 Ai; i:11»'-yp

tels que b = s Vn,. .y, . Um;.
i=1 i

1
I Ma
<

i
-
Ry

<
Rl
Y
2
»
2
®

(ii)Si 5 Vn.g, . Um
i =1 i i
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GUITART & VAN DEN BRIL 10

M=(mpimy ), M= 1,...,7?zq),
N :(nl,...,np), e N:{nl,...,nq)
etou Rj),..., R sont des A-matrices ( A étant la source de § et T).

La condition (4) qui s'obtient en explicitant pour ( 3) le critére du
zig-zag de [8] dit que l'exactitude dans Ab-CAT se vérifie en cherchant

des «zig-zags de matricesy.

2. COMPOSITION DES BIMODULES ET PLATITUDE (calcul).

Le Lemme 5 du n° 1 est un cas particulier du résultat suivant:

2.1. LEMME. Soit M: A°P XY > Ab et N: X°PX A > Ab deux (Ab-)bimo-
dules M: Y4> A et N: A4d> X. On suppose que A admet des sommes
finies. Alors on a: sur l'ensemble ['A N(X,A)XM(A,Y) (cofin ensem-
bliste) il existe une unique structure G de groupe abélien telle que les
injections

N(X,A)XM(A,Y)-—ﬂ—»fAN(X,A)XM(A,Y)

soient bilinéaires. De plus les linéarisées
N(X,A)@M(A,Y)— G
définissent G comme cofin dans Ab-CAT .

Cette structure G est donnée par

[m. A.n] +u,B,vl = [()), A®B, (n,v)] (*)
(avec meN(X,A), neM(A,Y)).

Ainsi le groupe abélien (N@M)(X,Y) est obtenu en munissant
I'ensemble [AN(X, A)XM(A,Y) delaloi (*).

Considérons le cas particulier X = Y = 1, de sorte que M: Z-> A
et N:Al> Z sont définis par M: A°P 5 Ab et N: A>Ab, et N@MeAb
vaut

NOM = [4N(A)x M(A).
SimeM(A) et ne N(A), 1'élément [m, A, n] de NO@M sera noté aussi

mQ@n.
A
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CALCUL DES SATELLITES... 11

Le calcul explicite de N@M est réduit alors au probléme: Etant

donné
AclAo, meM(A), neN(A) et A'c Ao, m" ¢ M(A'), n'e N(A")
quand a-t-on m%n = m'?‘n' ?
La réponse a cette question est donc, vu le calcul des cofins com-
me limites inductives dans Ens, que m?n = m'?n' ssi: il existe dans

A un zig-zag A/X... /N A’ se complétant en une «lanterne»

En fait on peut borner la longueur du zig-zag intervenant:

2.2. LEMME. Soit A a sommes finies, M: A°P? > Ab et N: A » Ab. Alors

on montre par récurrence que:
10 m?n = 0 ssi il existe

.

m_ m,ul
MA M(A®B) —MC
NA N(A®B)<«——NC

\ (n,0) 7
oi A > AODB est l'injection.
m
Ensuite, en appliquant1a (_,) @ (n,n') on obtient:
ppliq m'’ gt
20 m?n = m'AQ n' ssi il existe A’@A’' > A®A et, avec

A > ABGA et A'OA" 5 A’

les injections et projections, une lanterne
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GUITART & VAN DEN BRIL 12

MAw—— M(AB®A) M(A"@A" )«——MA’
NA—~N(ABA) N(A'®A" ) — - NA’

g

La longueur des chemins peut donc étre réduite a 3.

On dira que M est plat pour N si dans le calcul de N@M les
chemins & utiliser sont de la forme ..... (A étant supposée a sommes
finies; sinon on remplace d'abord A par MatA et M et N par leurs pro-

longements additifs
M:(MatA)°P 5 Ab et N:MatA > Ab).
Donc M est plat pour N ssi mflﬂn = m'/‘i@ n' équivaut 4 1'existence dans

A d'un zig-zag ALl,s. & A (de longueur 2) tel qu'il existe se M (S)

tel que

On dira que M est plat si M est plat pour tout N.

2.3. LEMME. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1° M est plat pour N.

20 Pour tout sous-module N’ >— N le morphisme
[AM(AJON'(A)—[AM(A)ON(A)

est un monomorphisme.

Ces conditions entrainent:
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CALCUL DES SATELLITES... 13

30 Pour tout N' > N et tout M' >— M on a, ou bien
Ker([AM'A@N'A > [AMA®NA) = Ker([AM AQN'A > [AM A@NA)

ou bien

Ker([AM'A@N'A > AMAGNA) = Ker([AM' AGN' A > [AMAGN' A).

2.4. LEMME. Soit A a sommes finies et M: A°P 5 Ab un foncteur additif.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1o M est plat (au sens ci-dessus), i. e. plat pour tout N: 4 > Ab.

20 M est plat pour les représentables A[A,-]: A » Ab.

30 Soit K'M le produit croisé de A°P > Ab - Ens (ayant pour objets
les (A, m) avec A¢ Ao et me¢ M(A), et pour morphismes de (A, m)
vers (B,n) les f: A> B tels que M(f)(n)=m). Alors dans K'M tout

diagramme L. &, peut &tre complété en un carré commutatif
—8 .

40 K'M est finiement cofiltrante (c'est-a-dire tout diagramme fini

dans K'M est base d'un cone inductif).

3. SATELLITES DROITS OU INDUCTIFS (formalisme général).

3.1. On se place dans une bicatégorie B fermée a gauche, i.e. ou, pour

tout l-morphisme F, le foncteur Fo ? admet un adjoint & droite F\?.

Alors, considérant un 2-carré ¢ : S-——E—» V dans B on peut construire les

relévements
A X
T° E
» I 2|
Y Y Y v B

par T° = T\1 et E = U\V ; et puis on pose
G, =U(ST )5 (US) TS (vT)To = v(TTy YRvi= v

et on déduit
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GUITART & VAN DEN BRIL 14

%..ST°->U\V tel que >"U<;=<f>1-

On dira que ¢ est exact si ¢ est un isomorphisme. Si en particulier T 4 T°
et U U°, alors l'exactitude de ¢ équivaut, avec ¢': U(ST®) » V trans-
posé de ¢ , a ce que

X
et

-
Y B

soit un relévement, et équivaut aussi, avec ¢"”: S (U° V)T transposé de

Y

¢, ace que
A

T B
¢"
\Nﬂ Uuev

X

3.2, LEMME. Soit dans une bicatégorie fermée a gauche un carré exact

QS.'S—E—»V avec T4 T°(¢,n) et U+ U°(a,B), et soit

soit une extension.

une extension projective. Alors le diagramme composé

A ) X
1 e b
Y— B

FJL%
c

est une extension projective.

3.3. On se restreint maintenant au cas ou B = Ab-BIM , la bicatégorie des
Ab-bimodules. On a NoM = NOM (voirn® 1) et : .
1o Ab-BIM est fermée & gauche par
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CALCUL DES SATELLITES... 15

(F\E)(Y,X) = fBAb[F(B, Y),E(B,X)]

(avec X _E'_,Q ,_E'.._X ).
20 A / B

est un relévement dans Ab-BIM.

3.4. DEFINITION. Soit E: Y—}» X un Ab-bimodule et F: X > C un fonc-
teur additif. On appellera E-satellite droit ponctuel de F un couple (R, ¢)

o R: Y - C estun foncteur additif et ¢ F. E > R tel que

Y

R0
b |
C——pt—X

soit un relévement dans Ab-BIM, c'est-a-dire R° = ENF°, id est: pour

tout Ab-bimodule M: C—- Y la composition
fA:MsRo}—s{u:E.M>Foy: A b ¢°.(EN)

est bijective.

Parfois R est noté R = S,)c'ztEF , ou encore RF.

3.5. DEFINITION. Soit E: Y- X un Ab-bimodule et F: X > C un fonc-
teur additif. On appellera E-satellite droit de F un couple (R, ¢) ou R:
Y > C est un foncteur additif et ¢¢: F. E > R tel que, pour tout foncteur
additif H: Y > C la composition

{n:R>H} — {p-F.E>H}:n I-)nqS
est bijective.

Parfois R estnoté R = S_gtE F, ou encore RF.
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3.6 LEMME. On a R = S_c;ztEF ssi pour tout C ¢ Co on a
[Homg(-,C).R] = S_gtE[Homg(-,C).F].

3.7. Dans Ab-BIM les extensions projectives, a des questions de taille prés

A B x

N\ /
M XU = Extg
c

existent toujours et sont données par
H(C,X) = Nat[ E(X,.),M(C,.)]
si ce groupe est petit. En particulier on définit le dual de E par

E¥(A,X) = NatiE(X,-),HomA(A,-)].

soit

Un bimodule de la forme E* pour un certain E sera appelé un bimodule

dual. Par exemple si N admet un adjoint & droite N° ona N = (N°)*.

3.8. LEMME. On a R = S_a;tEF ssi la propriété de satellite est vérifiée
pour les foncteurs additifs H: Y > C mais aussi pour les Ab-bimodules
duaux K*: Y- C. Si la propriété est vérifiée pour tous les Ab-bimodules

alors R est absolu, i.e. ¢ est un isomorphisme.

3.9. THEOREME. Soit dans Ab-CAT le diagramme

A—G B

N
X\E

\

Si w est un isomorphisme et si R = Sé’tE F, alors RK = S_g;ztG(F]).

~

1&
\w

10
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3.10. THEOREME. Soit dans Ab-CAT le diagramme

/\‘{, R

Si T=S_étES , alors
R:SgtFT ssi RZS_a’tEFS.

En particulier, Sath,S < Sat__S.
- = gn

4. SATELLITES PONCTUELS, EXTENSIONS PONCTUELLES, COTENSEURS.

Le concept de satellite ponctuel introduit au n° 3 résoud la diffi-
culté signalée par Borceux dans son article [1] A propos de la définition

d'une limite enrichie relativement & un couple de V-foncteurs

cE B¢ .4

Borceux et Kelly (Bull. Austr. Math. Soc. 12, 1975) ont introduit une no-
tion de limite enrichie englobant es limites, les tenseurs et les fins et
permettant de définir les extensions ponctuelles. Ici nous obtenons :

4.1. PROPOSITION. Soit dans Ab-CAT

§~ F {3 - —«}::4—4—- A_

1o Si A=2Z, alors E est un foncteur additif E: B°P» Ab et SétEF
est le cotenseur moyen E x F ={ E, F°P, de Borceux & Kelly.
20 Si E=T° avec T: B> A un foncteur additif, alors Satp F est

E_%tT F (extension inductive ponctuelle le long de T).

4.2. PROPOSITION. Soit C telle que les cofins soient transformées en fins
par les C[ -, C].
1o Soit dans Ab-CAT

c—F B E__ 4

avec C admettant des cotenseurs (i.e. pour tout Ce¢ Co et Ge Abo, il
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existe Go®Ce Co tel que

C(GeC,C') =~ Ab(G,[C,G'])).

Alors on a
R = Satp F ssipour tout A¢ Ao, RA = (BE[B,Al eFB.
20 Si C admet des tenseurs, i.e. si C°P admet des cotenseurs (i. e.
cfc',GeC) = Ab[G,[C", C])),
alors R = Satp F ssi R :Sé’tEF.

4.3. PROPOSITION. Soit dans Ab-CAT les diagrammes
)

a—T .y A X
Sl 2y lv [i ‘ﬁ/'U
(1) X ;B e Yy B @
9’/ D

le Si ¢ est Ab-exact et A extension ponctuelle, alors le composé

(1) est encore une extension ponctuelle.

20 Si ¢ est Ab-exact et y extension ponctuelle, alors le composé (2)

est encore une extension ponctuelle (voir le Lemme 3.2).

4.4. PROPOSITION., 10 Si E =S§5.T° et
X S A T Y,

alors pour F: X> C ona R = Satp F ssi R = Extp(F.S).

T,

2081 E=U°V et

x_U vy,

I

alors pour F: X > C ona
R=SatpF ssi R=(Ext;F).V.
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I
I~

/
N

g
)
10N~

30 §i E=U°V = S.T° {carré exact), on pourra donc calculer les sa-

tellites ponctuels par les deux procédés 1 et 2.

5. SATELLITES GAUCHES OU PROJECTIFS.
Voici des définitions duales des définitions 3.4 et 3.5.
5.1. DEFINITION. Soit E: Y—}» X un Ab-bimodule et G: Y » C un fonc-

teur additif. On appellera E-satellite gauche ponctuel de G un couple

{L,9d) ou L:X - C estun foncteur additif et 3 : L. E > G, tel que

y — B . x

soit une extension gauche dans Ab-BIM, c'est-a-dire: pour tout Ab-bimo-

dule N: X—}» C la composition
{1/: N->L } —-—){p.’ N.E > G}.‘V ‘-*a(UE)
est bijective. Parfois L est noté L= Sét g G, ou encore LG.
5.2. DEFINITION. Soit E: Y—» X un Ab-bimodule et G: Y- C un foncteur
additif. On appellera E-satellite gauche de G un couple (L,d), ou L:

Y > C est un foncteur additif et J: L.E » G tel que, pour tout foncteur

additif T: X > C la composition
{t: T>LY —{v: T.E>G}:¢ |—>8(tE)
est bijective. Parfois L estnoté L = $at, G, ou encore L G.
5.3. LEMME. On a L = Sat; G ssi pour tout C ¢ Co on a
[Homg(C.-)-L] = SgtE[Homg(C,-).G].

5.4. D'aprés 3.7, S(étE G = L est un représentant du bimodule
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Nat[E(X,.),C(C,G.)],
c'est-a-dire que

clc, LX) < Na[E(X,.),clcC,G.]].

5.5. PROPOSITION. Soit dans Ab-CAT

c—S y £ .«

T -

avec C admettant des tenseurs et des fins préservées par les représen-

tables. Alors on a
L = SatEG ssi pour tout X e Xo, LX=[ E(X,Y)eGY.
- - Y
5.6. COROLLAIRE. Soit C = Ab, E: Y—> X et G: Y > Ab. Alors on a

(Satp G)(X) = Nat[ E(X,.) G].

Les calculs des satellites droits et des satellites gauches sont

«en dualité» comme suit.

5.7. THEOR EME. Soit dans Ab-CAT la situation

X_._.+__.Y

NG

Si le satellite droit de F existe

XQ———'—————Y

Nt

et si le satellite gauche de G existe

XL,

E
¢

alors on a les isomorphismes

Nat[F,SgtEG] = Nat(F®E,G) = Nat(Satp F,G)
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et on a donc une adjonction

(Satg: ¥ > c¥) J(say.c¥-cd).

6. PRESENTATIONS DE BIMODULES ET EXEMPLES DE SATELLITES.

On introduit ici le concept de «présentation» qui étend bien aux
bimodules la notion classique de présentation d'un module, et dont le rdle

dans ce travail est essentiel.

6.1. DEFINITION. Soit M: Y—» X un Ab-bimodule. Une bi-présentation

de M est un carré exact

A i Y
Sl b - |V

/’1
X U B

tel que

S.T° @ Uo.v ~ M.

On dira que ¢ est une A-présentation de M = U°. V et que ¢ est une

B-coprésentationde M = S.T°.
Les formules
E=Y.E, E=E°.], E=U°.V
de la Proposition 6.2 sont des co-présentations canoniques, et E =S. T°
de la Proposition 6.3 est une présentation canonique. L'existence de pré-

sentations ou coreprésentations plus particuliéres exprimera des propriétés

spécifiques du bimodule considéré. Voir par exemple n° 6.4 et 6.5.

6.2. PROP OSITION. Pour tout co-span B-Y» X<V A on a
(U°.V)(B,A) = X(UB,VA).

Réciproquement, pour tout Ab-catégorie A, soit é: [A°P, Ab ]
la catégorie abélienne des foncteurs additifs de A°P vers Ab, et'soit
4= é/;P °P. Le plongement de Yoneda [ ,: A » A est additif, pleinement
fidele et co-dense, Si E: BPX A » Ab est un Ab-bimodule E: A— B, il

v

lui est associé E: B » A. De méme on 2 le plongement Y, : A - /:1 et,
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associé & E, E: As é On a alors que tout Ab-bimodule E : A-+}- B ad-
admet trois représentations canoniques sous forme de co-spans:
(1) le joint de E, soit
B Y. x; -V _ 4, avec Xp(UB,VA)=E(B,A),

U et V pleinement fideles, E = U°. V.

(2) La représentation de Yoneda

Y - r -
BB B E A. E=vy. E.
(3) La représentation de co-Yoneda
Ev v
B a-d4 4. k=i

6.3. PROPOSITION. 1o Soit

x—Y .p VYV y

dans Ab-CAT . Alors la catégorie comma U}V est une Ab-catégorie avec
(mpng)t(my,ny) = (my+my, ny+n,),

et (U}V, dyg,d;) est un Ab-objet comma, mais ce n'est pas un carré Ab-

exact en général; d'aprés le Théoréme 1.6, ce carré comma sera néan-

moins exact si X et Y sont & sommes, car alors U|V est 4 sommes finies.

20 Un Ab-bimodule E n'admet pas toujours une présentation sous la

forme E = S.T° (avec

S AT .y

I

mais en admet dés que X et Y sont 4 sommes, ceci grice au 1° eta la

Proposition 6.2.

6.4. PROPOSITION. Considérons la situation non additive, avec Y = 1.
Alors une A-présentation de M = U°." B’ équivaut a la donnée d'un fonc-
teur final A > U}" B'. En particulier si B = 1, un foncteur final A> X
est une A-présentation de X.

Plus particuliérement encore, soit M: X°P 5 ENS et M: 1> X

le bimodule associé, co-représenté par

-

X Yoneda X T MY L.
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Une A-présentation de M = ( Yoneda)°."M' équivaut a la donnée d'un
foncteur final A » K'M. Par suite M est A-présentable ssi M est une A-co-
limite de représentables.

Pour A =1 on obtient les représentables (et pour A discréte on
obtient les localement représentables).

Pour A variable dans la classe des ordres filtrants, on démontre
(en utilisant le Lemme 2.4,4 en particulier) que l'on obtient pour A-pré-

sentables de la forme

MatX — M __ Ab . Ens

les X-modules plats. Dans ce cas les 1l-présentables sont les X-modules

libres de type fini.

6.5. PROPOSITION. Pour donner un exemple de co-présentation spéciale,
soit M: Y—» X avec M =S.T° et soit J: X» X le plongement de X
dans sa «complétion aux idempotents» X. On montre alors que M dans
ENS-BIM admet un adjoint a droite ssi il admet une co-présentation
M=J°o.V.

Voici maintenant des exemples de satellites.

6.6. PROPOSITION. Le calcul des satellites droits ponctuels «contient»
le calcul de la composition des Ab-bimodules: soit

A—E . B eBF . C

Alors (F.E) = Satp(F).
Car E = Yp. E et F.E estle transposé de |'extension de F le long

de Yy, suivide E:A»B -

6.7. PROPOSITION. 1o Soit

Le produit tensoriel de F et T relativement & » (au sens de Freyd, Fis-

cher, Buchsbaum, Ulmer) est F}?T =Saty, p(F).
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20 Réciproquement en écrivant E = U°. V, on a S_gt E(F)=F % V.

30 On a toujours

il

Satg(F) = Exty(F).E = FQE

~

et aussi
S_gtE(F) = Egctﬁ(F)-]

11
oy
%@
~

(ot Y = Yoneda et | = co-Yoneda).

40 On peutretrouver E connaissant Slc’ztE par exemple par
E(X,-) = S_a)tE(HomX{E.-)).
6.8. PROP OSITION. Les situations suivantes sont des satellites:

oy E X

N_‘ E':SEtE] \ %a
\k\/*(y \/‘*’ o
= Saty Y[Y,- E°(..X)

(dual de E) boP:SatEX[ X1
transpose deE

I=<«¢
1<

5. Y £ X
X[.,N"—\’A-,Y) XIX, \,/
AboP -_—'S;_aZE Y[ Y] E(X )

= Satp X[X,.]

v A
Ainsi les divers avatars de E (E, E, E*, E°)résultent directe-

ment de la connaissance de SatE et Satp .
- -

6.9. On trouvera d'autres exemples de présentations dans le reste du texte
(EXA, EXAm, EXA, EXO, FAC, EXA_, ... EXA_,  ira> EXAAcy)
pour le bimodule «classique» EXT ou ses élargissements EXT et EXT
(dans le paragraphe 12).

On verra aussi en 12.1 comment le calcul des relations se retrouve

de ce point de vue.

6.10. PROPOSITION, 1° Soit C une catégorie et § une sous-catégorie de
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C telle que So = Co. On note S CC la catégorie ayant pour objets les
s: X > Y¢S et pour morphismes de s a s': X'»> Y'les (u,v),

u: X'>X, v:Y->Y telsque s'=v.s.u.
On pose P(u,v)=u, Q(u,v)=v, d'ott un bimodule QP°: S°P |- C,
dont § C C est une présentation: QP°( A, B) est l'ensemble des couples

AL _.x. s B

quotienté par 1'équivalence engendrée par:
(frs)~(k.f,h.s) sih:X->Y esttel que h.s¢S.

20 Si § admet un calcul de fractions & gauche, alors les fibres P “fa)
sont cofiltrantes, et dans QP°(A, B) deux éléments sont équivalents

s'ils peuvent étre insérés dans un diagramme

1]

1>
”$

I

30 Si § admet un calcul de fractions & gauche, alors
C($1)(A,B) = QP°(A,B)

et on a un carré exact

sc¢ P 5oP

Q
~ —

10

7. PREBIFIBRATIONS (et itération de S.‘,“E par produits fibrés).

7.1. Etant donné Q: E » C on note | le foncteur tel que

0 lQ -4 clo 0
K g g comma C_‘
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et on sait que Q est une fibration ssi on a un adjoint & droite L a |, na-
turalisé par (€,n) - ce que l'on écrit | 4 L (e,n) - tel que dyy = id.
Autrement dit, Q0 est une fibration ssi:
- Pourtout f: C> QF il existe un
f:F>E telque Qf=/
ettel que, si g, n sont tels que f. g = Qp, alors il existe un unique

6: F'> F telque Q0 =g et [.0=y.

\ On
g =

CToe=7 9F

(Autrement dit, dans la terminologie d'Ehresmann, F est la structure in-

duite par E sur {.Nous notetons éventuellement F = f*E. )

Un foncteur P: E » C est une cofibration ssi P2P: E°P 5 CP est

une fibration.
7.2. DEFINITION. On dira que

X—2 4P .y

est une prébifibration ssi:

1o QO est une fibration, i.e. pour tout f: X > QA il existe un mor-
phisme universel f: f*A > A, avec de plus P(f) = id.

20 P est une cofibration, i.e. pour tout g: PA > Y il existe un mor-

phisme co-universel g: A » g*A , avec de plus Q(g) =id.

7.3. PROPOSITION. Les prébifibrations sont plus générales que les bifi-
brations: par exemple on voit que les prébifibrations se composent par

produits fibrés (composition des spans). En fait une prébifibration

x-92 a_P |y
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équivaut a un lax-bifoncteur 7: X°PX Y~ CAT tel que #(X,.) et n(-,Y)
soient des pseudofoncteurs (ou donc les 2-morphismes de cohérence sont
des isomorphismes), donné par
7(X.Y)o={A€cAo: QA=X et PA =Y},
7(X,Y)(A,B)={a:A>Be¢A: Qa=idy et Pa=idy}.
Si
XS __a_T v

est une prébifibration, tout : A > B ¢ A se décompose en

t
t=A”AllBl”‘B

avec n T-cocartésien et Sn = id, m S-cartésien et

Tm = id, St] =id, Tt, =id.
Par suite si
t:A>B=A_L.C_& . B avec Sf=id, Tg=id,

il existe un unique f; tel que Tf, =id et f{;n =f, et un unique g, tel

que Sgl=z'd et mg, = g.

Deplus t ;=g; f;, Tg; =id et §f; =id. Il en résulte que:

7.4. PROP OSITION. 1° Le carré cartésien
stxnrTly Ty
cartésien [
SIX ————4
est exact si

XS AT |y

est une prébifibration.

2° Lorsque
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x5 4T .y
est une prébifibration, le bimodule S.T° se calcule « sur les fibres», i. e.
STe(X,Y)={AcAo: SA=XetTA=Y} /-

avec ~ engendrée par

i S .

o

A - B ssiilexiste f:A> B tel que S/ =idy

(]
-+
~
.
il
~
8,
et

[

Autrement dit:
ST (X, Y) =ap(STxnsTy),
30 Par suite les prébifibrations s'itérent (comme bimodules) par pro-
duits [ibrés.
7.5. PROPOSITION. Si | est une catégorie et

X2 a_P .y

une prébifibration, alors

ot 4Pty

est une prébifibration (les prébifibrations s'exponentient).

7.6. PROP OSITION. Soit

X3S _a_T |y

une prébifibration entre Ab-catégories, o A est additive. La structure
du groupe abélien G = S.T°( X, Y) décrite au Lemme 1.5 se précise ainsi:
compte tenu de 1.5 et de 7.4 2°, l'ensemble UG sous-jacent & G est

no(S'I xns! Y ) ; et I'addition s'effectue comme suit: soit
A, BeA, avec SA=SB=X, TA=TB=Y.
On construit i: C > A®B universel tel que
Si=A:X->S(A®B) et Ti=id,
et on construit p: A®B » D universel tel que
Sp=id et Tp=V:T(A®B) > Y.
Alors (voir avant la Proposition 7.4) on décompose

p.i:C>D = C——" vy 1 W—™ . D
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avec n T-cocartésien, m S-cartésien,
Sn=id, Tm=1id, St=id, Tt=id,

et V (ou W) représente A+B.

8. LE ROLE (EXTERNE) DES CARRES EXACTS DANS LE CALCUL EX~
PLICITE DES SATELLITES.

8.1. Les carrés exacts sont aux bimodules ce que les esquisses sont aux

types.

En général le calcul explicite des satellites s'effectuera en utili-
sant des présentations judicieuses de E (voir 6.1 4 6.5) puis la Propo-
sition 4.4. Certaines présentations comme les prébifibrations rendent pos-
sible un calcul «léger» (voir n® 7) par produits fibrés a la place des carrés

commas.

8.2. Par un «flip-flap» de carrés exacts successifs on peut modifier une

présentation en une autre :

2.T2" , etc

V\% S/& S% \w
E _4) Q 1_4) B 1_4 ’ et
LN"’/’" L&“’/’I L&"’/VI

Les Propositions 4.4 et 4.3 nous disent que les satellites sont inchangés.

E=Y'E = UsVo = §;Tg = UpVy = S

Covs

8.3. Soit E: A—}-» B un bimodule, E = U°.V . Trouver
G:C—+>B et F: Ap C avec G.F=E
revient &4 présenter le cospan

B—Y.x Y 4

comme composé, dans Ab-BIM, de

F=4a_U _z22. .V cec=cU . zr. V" B,
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Or la composition dans Ab-BIM se fait en intercalant des carrés exacts,
et ici il s'agit finalement de trouver U', V', U", V" et un carré exact

1/ -—%—» W" de sorte que

N VA
S N

Ici ¢ est donc une présentation de la composition de G et F. Et de méme

si l'on considére des présentations de G et F par spans.

8.4. En composant des bimodules, c'est-a-dire, plus précisément, en «jou-
ant aux dominos» avec les carrés exacts, on obtient des régles de calcul

«classiques». Voici un exemple utile.

LEMME (de comparaison des satellites). Soit les conditions
E

y B _ _ \
]s 47 ﬁ

/exact exact |t

i g

(adjonction)

< R

Alors pour F: A> C on a
Satyno (ExtgF) = Satyy, (F). T.
Et en particulier si F = A[A,.] on obtient 1'«extension d'adjonctions»:

MN°[SA, Y] = UV°[A, TY].

8.5. De ce point de vue il n'y a plus de différence qualitative entre les
satellites et les dérivés, les seconds étant seulement des présentations
plus efficaces des premiers.

Dans cet esprit un «résultat» comme la longue suite exacte des

Ext exprime seulement qu'un certain carré est exact (voir n® 9).

En général, les résultats d'Algébre bomologique s'exprimeront par
I'exactitude d'un carré; et cette exactitude se teste par recherche de zig-

zags de matrices (n° 1 et n® 2).
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8.6. On a vu (6.6) que le calcul des satellites permet de retrouver la com-
position des bimodules, i.e. de décrire Ab-BIM. La philosophie des bi-
modules est de «plonger dans Ab-BIM» (sic) les problemes initialement
formulés dans Ab-CAT (ou méme seulement dans CAT ). Mais une fois les
problémes «résolus» dans Ab-BIM il s'agit de revenir & Ab-CAT. Par ex-
emple si M: Y—4— X est un bimodule, on cherchera s'il est représentable
ou a défaut s'il admet un représentant libre, i. e. s'il existe un Ab-foncteur

Ly: Y > X libre sur M (vis & vis du foncteur

BY x: Ab-CAT(Y,X) - Ab-BIM(Y, X).).

Le calcul des satellites permet de trouver LM par LM = Saty Iy . Le cal-
cul effectif dans Ab-BIM et le contrdle de retour dans Ab-CAT indiqués
par le formalisme des satellites se réalise d'emblée par la combinatoire
des carrés exacts présentant les bimodules et par le calcul des limites.
Si ¢://8//~//T// estun morphisme entre esquisses mixtes,
le foncteur ENS®: ENS//T// ENS’/ 57/ adgmet toujours un «proradjoint,
c'est-a-dire que pour tout A ¢ ENS’/ S// {] existe un diagramme (LgA))[ Iz
€l

induisant pour tout B ¢ ENS// T// g isomorphisme

ENS//S/1 (A, B.$) < lim ENS// 7L, B)
el

(Ceci est montré dans: Guitart & Lair, Existence de diagrammes locale-
ment libres I, II, Diagrammes 6 et 7 (1982), voir aussi Diagrammes 4, 1980).
Donc dans le cas oy Ly n'existe pas, on peut chercher & présenter
BX, x sous la forme ENs® pour ensuite avoir un calcul de pro-sarellites.

Ce formalisme sera utile pour satelliser des foncteurs i valeurs dans des

catégories incomplétes (e. g. groupes finis, corps, etc...).
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