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LE SPECTRE D’UN ANNEAU DANS L’ALGÈBRE CONSTRUCTIVE
ET APPLICATIONS À LA DIMENSION

par Luis ESPAÑOL

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE

Vol. XXI V - 2 (1983)

INTRODUCTION.

A. J oyal a défini [7] J le spectre premier constructif d’un anneau

(commutatif et unitaire ) A comme un treillis distributif (avec 0 et 1 )

D ( A ) muni d’une notion de zéros A + D ( .1) universelle. Le spectre boo-

léen est le treillis booléen B (A) librement engendré par D ( A ) [2]. Dans

le domaine classique, une notion de zéros pour A dans le treillis distributif

à deux éléments est la fonction caractéristique d’un idéal pro A er ; D (a)
est [6) le treillis dual des ouverts quasi-compacts de Spec (de et B ( A )

est le même treillis pour la topologie constructible [1].

Le but de ce travail est de présenter des démonstrations construc-

tives de quelques théorèmes classiques. Tout d’abord la caractérisation

des anneaux A tels que D (A) = B (A) ; puis l’égalité parmi les spectres
booléens de A et de R ( A ) , où R ( A) est l’anneau régulier (Von Neumann

ou absolument plat [8]) librement engendré par 4 .

De plus, nous définissons la dimension (Krull) constructive de A,
comme étant celle de D (A) [4], et nous proposons une démonstration

constructive de la formule dim K [X] =1 pour la dimension de l’anneau des

polynômes sur un corps (« géométrique dans [5]).

Je voudrais remercier A. J oyal qui m’a fourni les idées de base de

ce travail lors du 2e Colloque sur l’Algèbre des Catégories, Amiens 1975
et m’a aidé à les développer. Cet article est le résumé d’une partie de ma

thèse [3) soutenue à la Universidad de Zaragoza (Espagne) en Juin 1978.

Je dois aussi remercier NI. Viviente, mon directeur de recherche, qui a

présenté la thèse et pour l’encouragement qu’il m’a accordé.
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1. NOTIONS DE ZÉROS ET SPECTRES.

(1.1) DEFINITION. Une notions de zéros d’un anneau A dans un treillis

distributif D est une application z : A --&#x3E; D satisfaisant les conditions :

( 1.2) P ROP RIET ES. On vérifie aisément les propriétés suivantes :

Notant N ( a ) le radical de a E A, 

De fait, il existe [8] un et un seul x’ f. A tel que x x’ 2 = x’, x 2 x’ = x

et e = x x’ est un idempotent, d’où

( 1.3) DÉFINITION. Le spectre premier d’un anneau A est un treillis dis-

tributif D (A) muni d’une notion de zéros zA : A -&#x3E; D ( A ) telle que, pour

toute notion de zéros z : A -&#x3E; D il existe un et un seul homomorphisme de

treillis z : D (A)-&#x3E; D qui rende commutatif le diagramme

Le spectre bool éen de A est le treillis booléen B ( A) librement en-

gendré par D ( A ) . On a une notion de zéros évidente de A dans B ( A )

qui est universelle parmi les notions de zéros de A dans les treillis

booléens.
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Dans le domaine classique cette définition nous donne une bijec-
tion monotone entre les idéaux premiers de A et les filtres premiers de

D (A). Les filtres premiers de B (A) sont ceux de D (A) mais avec l’or-

dre trivial.

( 1.4) THÉORÈME. Quel que soit l’anneau A, le spectre premier de 4

exi ste.

DÉMONSTRATION. Soit 0 l’ensemble des suites finies (x1 , ... , xm) d’élé-
ments de A . On vérifie aisément que Q est préordonné par la relation :

s’il existe des éléments a.. i E A et des

Pour prouver la transitivité on doit utiliser le fait que dans un anneau toute

expression peut se mettre sous la forme

Soit D ( A ) l’ensemble ordonné associé à O . TJn élément de D ( A ) est

une classe d’équivalence [x1,..., xm]. On voit immédiatement que D ( A )
est un treillis distributif pour les opérations

On peut alors définir une notion de zéros :

Etant donné une autre notion de zéros z : A --&#x3E; D nous définissons par

l’unique homomorphisme z : D (A)-&#x3E; D tel que z zA = z . Donc zA est

universel et D ( A ) est le spectre premier de A . / /

Soit f : A -&#x3E; A’ un homomorphisme d’anneaux. Le diagramme commu-

tatif suivant
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définit un homomorphisme de treillis, donc on obtient le foncteur spectre

premier D : Ann -&#x3E; Dist des anneaux dans les treillis distributifs. Par com-

position avec le foncteur inclusion : Dist - Boo dans les treillis booléens

on en déduit le foncteur spectre booléen B : Ann -&#x3E; B oo .

(1.5) PROPOSITION. Soit f : A , A’ un homomorphisme d’anneaux. Alors

D(f) est un isomorphisme de treillis ssi, quelle que soit la notion de zé-

ros z : A -&#x3E; D il existe une et une seule notion de zéros z’ : A’ --&#x3E; D qui
rende commutati f le diagramrne

DÉMONSTRATION. Soit g l’isomorphisme inverse de D(f). Il est clair que
z’ =z 9 zA, est la notion de zéros cherchée.

Réciproquement, on prend z = zA , donc il en résulte une notion de

zéros z’ telle que z’ f = zA . Alors g = z’ est l’isomorphisme inverse de

D ( f ) car

donc

puisque zA et zA, sont universels. / /

(1.6) THÉORÈME. Si N est le nilradical de l’anneau A, alors

DÉMONSTRATION. Soit p : A -&#x3E; A/N l’homomorphisme canonique. Mon-

trons que D ( p ) est un isomorphisme de treillis en utilisant ( 1.5 ). Pour

toute notion de zéros z : A - D on a
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En effet, x - y E N entraîne z ( x-y) =1, ainsi que

De même

Ceci montre que l’égalité z’ (x+N) = z (x) définit une application z’ :

A/N-&#x3E; D . Enfin on voit aisément que z’ est l’unique notion de zéros telle

que z’p=z. / /

( 1.7 ) EXE MP LES. (1) D(Z) est le treillis des parties finies de X =

PU ( P ) (où P est l’ensemble des entiers premiers) et B ( Z ) est le treillis

des parties finies et cofinies de X.

( 2 ) D (Z/4Z) = B( Z/4Z ) est le treillis booléen à deux éléments.

( 3 ) Soit R un anneau régulier. Alors

qui est un treillis booléen pour les opérations

La notion de zéros universelle est (cf. ( 7 ) dans (1.2))

On appelle corps un anneau non nul tel que [5]

Il est clair que tout corps est un anneau régulier.

(4) Si K est un corps, alors D ( K ) = B ( K ) est le treillis booléen à

deux éléments.

Remarquons que l’anneau Z/4Z dans l’Exemple (2) n’est pas régulier.
Par contre, Z/6Z est régulier et l’on a

(5) D ( Z/ 6Z ) = B (Z/6Z) est le treillis booléen à 4 éléments.

(1.8) THÉORÈME. On a D(A) = B(A) ssi AIN est régulier.

DÉMONSTRATION. Si A/N est régulier, alors (cf. (1.6) et (3) dans (1.7))
D ( A ) = D ( A/ N ) est un treillis booléen.

Réciproquement, pour tout a E A il existe j [a]= [x1, x m et
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l’on a (cf. (1.4))

Cela veut dire qu’on peut écrire des égalités de la forme

Notons r = r1+ ... +rm. Alors

donc A/ N est régulier. / /

2. RÉGULARISATION ET SPECTRE BOOLÉEN.

Soit A un anneau, a E A . On a les épimorphismes canoniques d’an-

neaux [1]

qui sont universels pour les propriétés p (a) = 0, l (a) = 1 resp.

De même, étant donné un treillis distributif D et d E D , on a les

treillis distributifs associés [2 ]

et leurs épimorphismes de treillis

qui sont universels pour les propriétés p (d) =1, l (d) = 0 resp.

(2.1) PROPOSITION. Soit a E A. Pour toute notion de zéros z : A --&#x3E; D il

existe une unique notion de zéros z’ telle que le diagramme

soit commutatif.

DÉMONSTRATION. (i) Cas A/(a). On pose
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Remarquons que

En effet, on a (cf. (1.2)) z(a)  z(x-y), donc

ainsi que

De même

Ceci montre que l’application

est bien définie comme ci-dessus. Il est clair que 2’ est la notion de zé-

ros cherchée.

(ii) Cas Aa. On pose, pour m &#x3E; 0,

et l’on a

puisque l’égalité implique

Ceci montre que l’application z’ : Aa -&#x3E; D&#x3E; z(a) est bien définie comme

ci-dessus. Il est clair que z’ est la notion de zéros cherchée. / /

Notons que les carrés commutatifs dans (2.1) sont «cocartésiens»

dans un sens évident.

( 2.2 ) COROLL AIRE. Pour toute notion de zéros z : A -") D telle que l’on

ait z (a)=1 (resp. z(a) = 0) il existe urte unique notion de zéros z’ :

A/(a)-&#x3E; D (resp. z’ : Aa --&#x3E; D) qui vérifie z’p = z (resp. z’ l = z ).

DÉMONSTRATION. Si z (a) = 1 (resp. z (a) = 0), alors P (resp. l) est

un isomorphisme de treillis dans ( 2.1 ). / /

(2.3) THÉORÈME, Soit A un anneau, a f A. Alors
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DÉMONSTRATION. Il suffit de prouver (i). On vérifie aisément que les

homomorphismes de treillis h , g définis par les diagrammes commutatifs

(cf. (2.1) avec z =zA)

sont des isomorphismes inverses. / /

L’épimorphisme d’anneaux

est universel pour la propriété [8]: r ( a ) est régulier. Notons r (a)=

( 0 , a ) . Alors

De même, l’épimorphisme de treillis

est universel pour la propriété [2]: r ( d ) a un complément. En effet, on a

( 2.4) PROPOSITION. Soit a E A . Pour toute notion de zéros z : A -&#x3E; D il

existe une unique notion de zéros z’ qui rende commutatif le diagramme

DÉMONSTRATION. On fait le produit des deux cas dans (2.1). Donc

Notons que le carré commutatif ci-dessus est aussi « cocartésien ».

(2.5) COROLL AIRE. Pour toute notion de zéros z : A , D telle que z(a)
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ait un complément il existe une unique notion de zéros z’ : Ra ( A)-&#x3E; D

qui vérifie z’ r = z .

DÉMONSTRATION. L’épimorphisme de treillis r dans (2.4) est un iso-

morphisme ssi z (a) a un complément [2]. / /

On a de fait

Dans le domaine classique, (2.5) exprime qu’il y a une bijection
entre les idéaux premiers de A et ceux de Ra ( A ) [8]. Remarquons que
cette bijection n’est pas monotone, mais l’ordre est préservé sur les idéaux

premiers contenant (resp. ne contenant pas) l’élément a . On peut in-

terpréter de même ( 2.2 ).

( 2.6 ) THÉORÈME. Soit A un anneau et a E A . Alors

DÉMONSTRATION. ( i ) Voir ( 2.3 ) puis (2.4).

( ii ) On montre que B ( r ) est un isomorphisme de treillis à l’aide de

( 2.5 ) et de la proposition analogue à (1.5) mais dans laquelle les notions

de zéros sont à valeurs dans des treillis booléens. / /

Étant donné un anneau A on a la famille de A-algèbres

et leur produit tensoriel [1] r : A --&#x3E; R ( A ) , où R (A) est l’ anneau régulier
librement engendré par A [8]. On peut exprimer R (A) comme la limite

inductive filtrante des anneaux [1] 

est une partie finie de A . Par ailleurs

( 2.7 ) L. EMME. Le foncteur spectre premier préserve les limites inductives

filtrantes.

DÉMONSTRATION. Soit les systèmes inductifs filtrants
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et leurs limites (A, fi), ( D, gi ) (i E 1). Il existe un unique homomorphi-
sme de treillis g : D-&#x3E; D (A) tel que g gi = D ( f i ) (i E 1).

Par ailleurs les notions de zéros zi = giz Ai vérifient évidemment

zi fij = zj (j  i E 1 ), d’où il existe une unique notion de zéros z : A -&#x3E; D

telle que z fi - zi (i f I ) . En effet, étant donné x E A il existe i E 1 tel 

que x = fi ( xi ) et on peut définir z(x) = zi (xi) puisque la limite est

filtrante. Il est clair que z est une notion de zéros.

Enfin, g et z sont des isomorphismes inverses de treillis, car ils

vérifient (pour tout i E I)

(2.8) COROLL AIRE. Le foncteur spectre booléen préserve les limites

filtrantes.

DÉMONSTRATION. On a (2.7) et le foncteur libre Dist-&#x3E; B oo préserve
les limites inductives [2]. //

(2.9) THÉORÈME. Soit A un anneau. Alors B( R (A)) = B ( A ).

DÉMONSTRATION. D’après ( 2.6 ) on a

et il en résulte par induction B (RS (A)) = B ( A ) pour toute partie finie

S de A . Enfin il suffit d’appliquer ( 2.8 ). / /

3. DIMENSION.

La dimension d’un treillis distributif est définie constructivement

dans [4] où l’on trouve les résultats suivants :

dim D = 0 ce D est un treillis booléen,

Dans le domaine classique, c’ est la dimension de Krull de D : la borne su-

périeure des longueurs des chaînes d’idéaux (filtres) premiers de D .

(3.1) LEMME. Si D est un treillis distributif tel que l’élément 1 est dé-

tachable (i. e. on peut décider x= 1 par un algorithme fini) et D x est
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un treillis booléen pour tout x 9 1, alors dim D 1 .

DÉMONSTRATION. Si x, y c D, on a x A 1 y = x 1B l (y A x ), donc on

peut supposer y S x dans x 1B l y . Alors

car x A i y est le complément de y dans D S x. Donc tout Elément u 1 B
est de la forme a v -1 b avec a, b dans D, car [2] 

Mais cette propriété est équivalente à dim D  1. / /

(3.2) DÉFINITION. On appelle dimension d’un anneau A la dimension de

son spectre premier D ( A ) .

Dans le domaine classique, c’est la dimension de Krull de A : la

borne supérieure des longueurs des chaînes d’idéaux premiers de A .

( 3.3) PROPOSITION. Soit A un anneau. Alors

DÉMONSTRATION. Voir (1.8) et la caractérisation de dim D = 0 donnée

ci-dessus. //

(3.4) THÉORÈME. Soit K un corps, A une K-algèbre finie. Alors

DÉMONSTRATION. Pour tout .x E A il existe une équation de la forme

Si t0 = 0 , alors x est une unité. Sinon

ainsi que x k = 0 ou

qui est un multiple de x k+1. Donc
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Ceci montre que, pour tout x c A , il existe k &#x3E; 1 tel que x k soit régulier.

Donc [x] =[xk] a un complément, et D ( A ) est un treillis booléen. / /

( 3.5 ) THÉORÈME. Soit K un corps. Alors dim K[ Xi ] = 1 .

D ÉMONSTRAT ION. Selon (3.3) dim K 1 X ]&#x3E; 0 . Montrons que dim K [X] 1

à l’aide de (3.1). Soit D = D ( K [X]). Il est clair que tout élément de D

est de la forme [f] avec f monic, car on a

et si d=ar xr +...+a0 on prend f = a-1r d ainsi que [f] =[d]. Mais

[f] = 1 équivaut à j = 0, donc 1 est détachable dans D . Par ailleurs, si

f = 0 le treillis (cf. (2.3)) D[f] = D (K [X]/(f)) est booléen (cf. (3.4)).
Donc dim D1. //
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