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À PROPOS D’UN THÉORÈME DE CHARLES EHRESMANN
SUR LES FEUILLETAGES

par Paul VER EECKE

CAHIERS DE TOPOLOGIE

E T GEOME TRIE DIFFERENTIELLE

Vol. XXII-4 (1981 )

3e COLLOQUE SUR LES CATEGORIES

DEDIE A CHARLES EHRESMANN

Amiens, Juillet 1980

Une submersion surjective f: v - W de variétés séparées connexes
de classe C2 est une fibration pourvu que v soit compacte, ou que les

f-1(x), x e W, soient compacts et connexes. Tel est l’énoncé donné par

C. Ehresmann [2, 3, 4]. Ces deux hypothèses alternatives peuvent être ré-
unies en une seule, formulée dans le Théorème 2 ci-dessous, dont le Co-

rollaire contient le résultat d’Ehresmann.

Etant donnée une variété v de dimension finie et de classe C2,
munie d’un feuilletage F définissant sur v la relation d’équivalence ou-

verte p , on sait que l’espace quotient Vlp est une variété telle que l’ap-
plication canonique w : v- V/p soit une submersion, pourvu qu’il existe

une submersion f de v sur une variété telle que les feuilles de F soient

les composantes connexes des f -1 (x), x £ W. On dit alors que F est sim-

ple [5]. On dira que F est une fibration si, en outre w : v - Vlp est une

fibration. Au moyen du th éorème de stabilité locale [7], et compte tenu de

ce qu’un feuilletage simple est sans holonomie, on obtient aisément [8] le

résultat classique suivant:

THEO REM E 1. Soit V une variété feuilletée séparée de classe C r, r &#x3E; 2,

dont les feuilles sont supposées compactes. Les propriétés suivantes sont

équivalentes ;
i) F est simpl e ;
ii) F est sans holonomie;

iii) F est une fibration.

On peut alors énoncer:
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THEO REME 2. Soit f: V - W une submersion surjective de variétés con-
nexes séparées de classe Cr , r &#x3E; 2, telle que les f-1 ( x), x E W, soient

compacts. Alors f est une fibration si et seulement si f est fermée.

Il est aisé de voir que la condition est nécessaire ; montrons qu’elle
est suffisante. Le feuilletage F défini par f étant simple, on a un dia-

gramme commutatif:
r

où w est une fibration de variétés d après le théorème précédent et Où f
est un morphisme étale tel que les f-1 (x), x £ W, soient fin is . L’autre

part f e st fermée parce que w est surjective et f fermée. Donc f est un
revêtement de type fini [1, page 82]. Il en résulte que f = f o w est une

f ibration .

CO RO LL AIR E. Pour qu’une surjection surjective f: V- W de varié tés

connexes séparées de classe C’, r 2 2, soit une fibration, il faut et il su f-
fit que l’une des conditions suivantes soit vérifiée:

i) V est compacte;

ii) les f-1 ( x), x£ W, sont compacts connexes;
iii) f est propre.

on remarque, en effet, que ( ii) entraine que le morphisme étale

f : v/p -&#x3E; W est un difféomorphisme.
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