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SUR LES OBJETS PROFINIS ET PROGÉNÉRATEURS DANS
L ES CATÉGORIES FERMÉES

par J. M. BARJA P.

CAHIERS DE TOPOLOGIE

E T GEOME T RIE DI FFE REN TIE LL E

Vol. XXII-3 (1981)

3e COLLOQUE SUR LES CATEGORIES

DEDIE A CHARLES EHRESMANN

Amiens, Juillet 1980

L’importance de la théorie des catégories fermées provient, prin-

cipalement, de l’ample domaine de validité des résultats qu’on peut y ob-

tenir, ce qui se dégage du nombre de théories concrètes qu’elle englobe.
Mis à part les exemples d’origine algébrique ( A-modules, A anneau com-

mutatif ; R-R-bimodules, R = A-algèbre ; complexes de chaînes de A-mo-

dules ; H-modules de Hopf,...), dans tous les problèmes d’origine non-al-

gébrique qui peuvent se poser dans le cadre de la théorie des catégories

fermées, c’est de l’utilisation de ses méthodes que provient une certaine

algébrisation du langage de la théorie concrète. Il est bien connu que l’usa-

ge en topologie de cette théorie permet de réinterpréter et d’analyser, au

moyen du langage catégorique, certains problèmes qui ont été considérés

comme proprement topologiques [6]. De même, en Analyse fonctionnelle,
dans l’étude des espaces de Banach [8, 151 on remplace la catégorie Ban

(espaces de Banach avec contractions linéaires) par celle des Ban-endo-

foncteurs.

Dans cette ligne, il est possible d’étudier les propriétés des ob-

jets qui, dans la théorie des modules sur un anneau commutatif, correspon-
draient aux modules projectifs de type fini et aux générateurs projectifs
de type fini. Cette étude-là, à part sa validité dans le cadre général des

catégories fermées, met en évidence le caractère essentiellement non ad-

ditif de ces résultats ( selon l’esprit des travaux de Pareigis [16] ).

1.0. Le langage qui, pour l’étude des catégories fermées, surgit naturel-

lement est celui des 2-catégories. Ceci est dû au résultat [5, 10] qui éta-

blit que toute catégorie ( monoidale ) fermée C est équivalente à celle de
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ses endofoncteurs, c’est pourquoi on utilisera la 2-catégorie (6 des C-endo-

foncteurs avec C-coadjoint ( sous-catégorie réflexive de la catégorie des

e-endofoncteurs), à unique objet C. Pour chaque objet A de C on a une
paire adjointe

on notera

le foncteur qui est déterminé par l’équivalence entre C et la catégorie

(e, e) ru des e-endofoncteurs de C avec e-coadjoint. Le foncteur

où K est l’objet base de la catégorie ( monoidale ) fermée C, est l’inverse
de P . Pour tout cela, on utilise la notation suivante : Si f: F -&#x3E; G est une

2-cellule de N, alors

1.1. soit C une catégorie ( monoidale ) fermée symétrique ( la plupart des

résultats seraient valables dans le cas non symétrique, avec certaines res-

trictions : coplatitude, ... ) avec égalisateurs et coégalisateurs. Soit

des triples sur l’objet C de (6; pour chaque S-T-algèbre (PM, OM,YM)
on note MFT : TC-&#x3E; Se le fonctemr défini par le diagramme de coégalisa-

teur ( dans SC ), où (PQ,OQ) est une T-algèbre ;

Ce foncteur admet pour coadjoint

le foncteur MH : Se - Te défini par le diagramme d’égalisateur:
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où

1.2. Au moyen des propriétés universelles des égalisateurs,
sont des S-algèbres ( à gauche ), on peut définir un

morphisme qui vérifie

( dans le cas particulier C = A-modules, A anneau commutatif, dMNR se-

rait la «composition d’homomorphismes de A-modules », pour S une A-al-

gèbre ).

1.3. Ce morphisme permet de définir, pour chaque S-algèbre

triple

(pour les A-modules, ce serait l’anneau d’endomorphismes d’un S-module),

de sorte que soit une S-E-algèbre, où coïncide avec

à l’ isomorphisme près. On vérifie aussi que

1.4. Dans ces conditions, il existe deux morphismes de E-E-algèbres et

de S-S-algèbres, respectivement,

qui sont définis par les deux diagrammes suivants : 
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et

1.5. Si VMSM est un isomorphisme de E-E-algèbres, on dit que l’objet

(PM,OM,YM) E SCE est S-profini. Si en plu s VSMS est aussi un isomor-

phisme de S-S-algèbres, alors on dit que ( PM, OM’ YM ) est un objet S-pro-
gén érateur.

1.6. E XEMPL ES. 10 Si C = Ens et S est un monoide, un objet S-profini
est une S-action de la forme Sa, où a2 = a . Si en plus il existe

S d est un progénérateur [11, 3] . On peut donner des exemples de monordes

S avec n +2 générateurs, qui admettent n progénérateurs non isomor-

phes [ 2] .
20 si C = A-modules, A un anneau commutatif, pour un objet S-profini

M, V M SM est l’homomorphisme de A-modules que produit l’existence de la

base duale [9, 17]. VSMS est l’application trace, qui est surjective ssi M
est un générateur [9, 17] .

1.7. Toute e-équivalence entre deux C-catégories SC et Te détermine un

S-progénérateur et un T-progénérateur. Ceci est connu comme le théorème
de Morita pour les catégories fermées.

1.8. Etant données une S-T-algèbre (PM’cPM,YM) et une S-T-algèbre
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on dit que deux morphismes

de S-S-algèbres et T-T-algèbres, respectivement, forment un contexte de

Morita [4] si les commutativités suivantes sont vérifiées :

Si de plus f et g sont des isomorphismes, le contexte de Morita est

appelé contexte strict.

1.9. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un contexte de Morita

(T,S, PM, PQ, f , g) soit strict est l’existence de 2-cellules

1.10. Si (P M, 4M) est une S-algèbre, les morphismes

définis sent un contexte de Morita, Par conséquent, si (PM ,OM) e st S-pro-

fini et si le foncteur MHS: sC -&#x3E; Ee reflète les isomorphismes, alors

(PM, OH) est S-progénérateur.
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Dans l’exemple de la théorie des modules, le contexte de Morita

(S,E ,PM,PM,VMSM, VSMS sera strict si VMSM et VSMS sont épiques,
c’est-à-dire si M est un module générateur projectif de type fini.

1.11. Ce qui précède montre que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1°(PM , cPM) est un générateur.
est un contexte strict de Morita.

3o Les e-catégories SC et r.e sont C-naturellement équivalentes.

Ce résultat est une autre formulation du théorème de Morita pour

les catégories fermées.

2.1. La définition qu’on a donnée correspond, pour les A-modules, au con-

cept de module projectif de type fini. Une définition dans le cadre général
des catégories fermées qui permette de séparer l’un et l’autre concept ( type

fini, projectif) ne semble pas facile à donner sans que le concept de pro-
fini y intervienne. Ainsi, on définit une S-algèbre de typ e fini (PM ,OM)
comme une S-algèbre telle qu’il existe un objet S-profini (PQ, OQ ) et un
épimorphisme (P Q, O Q ) -&#x3E; (PM , O M) en SC ; une S-algèbre ( PM , OM) sera
p ro jective en SC si HomSe(PM’-): sC -&#x3E; Ens préserve les épimorphismes.

2.2. Si (PM , OM ) est une S-algèbre de type fini et projective en SC , alors
c’est un objet S-profini [14] (2.1.3). Si S est un triple commutatif et si

K est projectif en C , on vérifie la réciproque.

2.3. En faisant usage de la technique exposée et avec les définitions pré-

cédentes, les résultats suivants, entre autres, peuvent être prouvés (cf.

[14]): 

2.4. Pour (PM, OM) S-profini (resp. S-progénérateur), le foncteur M FE :
Eé - Se préserve les profinis ( resp. préserve les progénérateurs et reflète
les profinis ; de plus si K est projectif en C il reflète les progénérateurs ).

2.5. Toute section d’un objet S-profini est S-profinie.

2.6. Si S et T sont des triples sur l’objet C de ru et si P f; PS -&#x3E; PT est
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un morphisme de triples, TFS : SC -&#x3E; Te préserve les objets profinis. Si

(PT, uT .(Pf *PT )) est S-profini, alors le foncteur fC: TC-&#x3E; Sc ( adjoint
à droite de T FS ) préserve les profinis ; et s’il est S-progénérateur te pré-
serve les progénérateurs et TFS reflète les profinis.

2.7. Si S est un triple commutatif et si i (PM’ cPM)’ (PQ , cP Q) sont des

objets S-profinis, alors MFS (PQ ) est S-profini.
2.8. Pour (PM , cP M ) S-profini, le foncteur MFE : EC -&#x3E; SC admet comme

C-coadjoint le foncteur 

De plus, est S°P-profini.

Posant les foncteurs

équivalents.

2.9. Si S est un triple commutatif, on a les adjonctions entre endofonc-

teurs de Se : 

3.0. Les objets profinis et les progénérateurs sont étudiés afin d’établir

une théorie de Galois dans le cadre des catégories fermées. Etant donné

une caractérisation des H-objets de Galois ( H algèbre de Hopf finie com-

mutative avec antipode [12] ), on cherche une correspondence biunivoque
entre les sous-algèbres admissibles de H (algèbre de Hopf duale de H )
et certaines sous-algèbres d’un H-objet de Galois, en suivant une ligne

analogue à celle de Chase - Sweedler [7].

3.1. On définit une algèbre de Hopf finie H dans la catégorie fermée Se
( S triple commutatif sur l’objet C de ru) comme étant un triplet ( C , T , T Q)
où C et T sont, respectivement, un cotriple et un triple sur le même fonc-

teur QFS , P Q étant S-profini ( en plus, ces conditions impliquent que PQ
est S-progénérateur ).

3.2. La caractérisation des H-objets de Galois est donnée de la façon sui-

vante :

Soit PS un projectif dans SC , H une algèbre de Hopf finie et ( A , Pa)
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un H-objet; alors les conditions suivantes sont équivalentes :
10 (A,Pa) est un H-objet de Galois et ’ reflète

les profinis.
20 PA est S-progénérateur et les triples A*H et EAP sont isomor-

phes. 

30 Les triples 1 et AQ (dans SC) sont isomorphes, et

est un contexte strict de Morita [ 14] (3,4,1), (3.4.5).

Ainsi, si l’une de ces conditions équivalentes est vérifiée et si H est

cocommutative,

sont des catégories équivalentes.

3.3. Finalement, si M1, M 2 sont des sous-algèbres admissibles de H et

si l’une quelconque des conditions précédentes est vérifiée, la correspon-
dance décrite s’exprime par l’équivalence des affirmations suivantes (cf.

[14], (3.5.12)):
10 Il existe un monomorphisme Pm d’algèbres de Hopf tel que le dia-

gramme

le

soit commutatif.

2o Il existe un monomorphisme P - de triples ( sur Se) tel que le
A m

diagramme suivant soit commutatif ;
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