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CAHIERS DE TOPOL OGIE 3° COLLOQUE SUR LES CATEGORIES
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DEDIE A CHARLES EHRESMANN
Vol. XXII-3 (1981) Amiens, Juillet 1980

SOUS-QUOTIENTS ET RELATIONS INDUITES DANS LES
CATEGORIES EXACTES
par Marco GRANDIS

1. INTRODUCTION.

Les «systémes homologiques» se présentent souvent comme sys-
témes de sous-quotients d'un ou plusieurs objets, reliés par des morphis-
mes induits,

L 'homologie Kerd /Im 9 d'un objet différentiel (A, J) est bien un
sous-quotient de A, c'est-a-dire un quotient d'un sous-objet (Kerd) ou
dualement un sous-objet d'un quotient (Cok 0). En passant 4 un systéme
plus riche, si 4 = ((An )s(3,),(FpA4,)) est un complexe filtré, les ter-

mes de la suite spectrale associée
r T -1 r-1
(1) Epq=Zp,q/ (50,901 Bylg)

= -1
(2) Zr o= Fo 0071 (F, A, ),
B;’q=FPAﬂ+an+1(Fp+rAn+1)’ n=p+gq,

sont des sous-quotients des A, reliés par des morphismes induits par la
différentielle; les transgressions et les suspensions existantes sont en-
core des morphismes induits par la différentielle et, respectivement, sa re-
lation réciproque.

Toutefois 1'étude des morphismes induits ( plus, en général des re-
lations induites) parait avoir été bloqué par leur manque de composabilité;
voir le contr'exemple de MacLane [11, page 53].

Les travaux [5-10], dont on résume ici les résultats concemant
directement les sous-quotients, prouvent que cette composabilité peut é&tre
établie lorsqu'on se bome a ne considérer, pour chaque objet 4, que les

sous-quotients ayant numérateur et dénominateur dans un sous-treillis dis-
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M. GRANDIS 2

tributif fixé du treillis (modulaire) des sous-objets de 4 ; on peut alors
définir de fagon correcte la notion (trés utilisée) de sous-quotients «cano-
niquement isomorphes» du méme objet.

La restriction envisagée est effectivement possible pour des sys-
témes homologiques intéressants, par exemple pour les suites spectrales:
si A =((4, ),(an),(FpAn)) est un complexe filtrté, les temes E;’q
sont des sous-quotients des 4 ('n =p+q ) ayant numérateur et dénomi-
nateur dans le sous-treillis X, engendré par la bifiltration:

(3) (F,4,),

-1 -1
(4) el Fpdyy 1 C o0y 4,,1C0,°0C w9, F A, 1 C o

et ceci est distributif, par un théoréme de Birkhoff sur les treillis modulai-
res engendrés par une bifiltration.

Ces résultats sont susceptibles d'un traitement catégorique, dans
le cadre des catégoriés exactes (au sens de B. Mitchell [12]) et de leurs
symétrisations; des travaux en cours de publication fondent sur cette ba-
se les diagrammes de Zeeman [13] pour les suites spectrales (ainsi que
pour d'autres sytémes); on ne peut ici qu'ébaucher les considérations sui-
vantes: si A = (A,(AI',),(A"]')) est un objet bifiltré, la zone hachurée

de la figure

(5)

A3 A!
représente une classe de sous-quotients de A canoniquement isomorphes
(par rapport au treillis distributif engendré par la bifiltration), parmmi les-
quels sont NVD/D et N/NAD (ou N =AyAAj et D=A4A%VA] ) et
bien d'autres,

2. LES SOUS-QUOTIENTS COMME SOUS-OBJETS PAR RAPPORT A LA
CATEGORIE DES RELATIONS.

Plagons-nous dans la catégorie § des groupes abéliens; si 4 est
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OUS-QUOTIENTS ET RELATIONSINDUITES... 3

un objet et NC M des sous-groupes de A, le sous-quotient M/N est dé-

temminé par le diagramme commutatif 3 lignes exactes

N n > A P A/N
(1) 1 ml Im'

qui le montre, en méme temps, comme quotient d'un sous-objet (M ) et sous-
objet d'un quotient (A/N)de 4.

Le carré 4 droite de (1) étant bicartésien (pullback et pushout), il
en résulte une relation
(2) p=mp'=pm':M/N - 4,
c'est-a-dire un morphisme de la catégorie involutive QO des relations entre
groupes abéliens (¢ b @ dénotant I'involution); y est en effet un mono-
morphisme de 90 et l'application (M,N)}p p ainsi décrite réalise une
correspondance biunivoque entre couples décroissants de sous-groupes de
A et GO-sous-objets de A ( voir [4, no 6.12]). Il est donc légitime d'appe-
ler sous-quotients de A (par rapport 3 § ) les sous-objets de A par rap-
port a QO.

L'involution de QO étant réguliére (gqa =a pour toute relation

a ) on a encore une correspondance biunivoque

(3) b opn

entre sous-quotients de A etprjections de A
(ne§0r4,4), n=fi=nn).

3. ISOMORPHISMES PSEUDO-CANONIQUES ENTRE SOUS-QUOTIENTS.

Si u:M/N->A et v:M'/N'> A sont des sous-quotients duméme
objet, on peut considérer la relation ppu: M/N->M'/N': si c'est un iso-
morphisme (ceux de § et de GO coincident), on 1'appellera isomomphisme

pseudo-canonique de p a v ; cela se produit ssi [9, n° 2.14] :
(1) MAN' = M'AN, MVN'=M'VN,

et alors Dy est le composé de deux isomorphismes de Noether de deux-
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iéme espéce:

(2y M ___M s MVN' _ M'VN s M _ M

N  MA(NVN') NVN' NVN' M'A(NVN') N’

tandis que tout isomorphisme de Noether de deuxiéme espeéce est pseudo-
canonique [9, Section VI].

Toutefois, ces isomorphismes ne sont pas composables (sip,v, &
sont des sous-quotients de A4 et si py, é’y sont des isomorphismes,
(éu)(ﬂu) ne coincide pas nécessairement avec (g'p, [11, page 53]), la
relation (1) entre sous-quotients de A n'est généralement pas transitive,
et il n'est pas intéressant de la prolonger par transitivité, étant donné que
deux sous-quotients de A peuvent &tre liés par différents isomorphismes
composés d'isomorphismes canoniques.

Il paraft plus utile de restreindre les sous-quotients de l'objet A
qu'on considére: en effet, soit X un sous-treillis du treillis modulaire des
sous-groupes de 4, 3( I'ensemble des sous-quotients de 4 ayant numéra-
teur et dénominateur dans X et S le sous-semi-groupe (involutif) de

GO( A, A) engendré par les projections pyi (pe X ).

THEOREME [ 10, w0 3.16]. L es conditions suivantes sont équivalentes:

a ) les isomophismes p seudo-canoniques entre éléments de X sont compo-
sables.

b) la relation (1) entre éléments M/N, M'/N' de X est transitive.

c¢) X estun treillis distributif.

d) S est un semi-groupe idempotent.

e) S est idempotent et quasi-inverse ( xyxzx = xyzx pour tout x, Yy, z

deS) =

4. LA CATEGORIE EXACTE DISTRIBUTIVE ASSOCIEE A §.

Pour utiliser de fagon souple le choix du treillis distributif, on in-
troduit en [9] la catégorie G*: les objets sont les couples (4, X), o
A est un groupe abélien et X un sous-treillis distributif du treillis des

sous-objets de A4, contenant ( et ] ; les morphismes
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SOUS-QUOTIENTS ET REL ATIONS INDUITES... 5

(u,X,Y): (A, X)> (B, Y)

sont déterminés par les homomorphismes u: A > B qui envoient X dans
Y (par image directe de sous-objets) et Y dans X (par image inverse);
la composition est évidente. §* est une catégorie exacte distributive (a
treillis distributifs de sous-objets) puisque le treillis des Q#-sous-objets
de (A, X) est canoniquement isomorphe 2 X, moyennant le foncteur cano-
nique
r: 6% G:(4,X) b A

Q# n'est pas abélienne (une catégorie abélienne distributive est forcé-
ment nulle), mais en tant que catégorie exacte, elle posséde une catégo-
rie de relations G*0 [3,1, 2, 4]; en outre, le foncteur exact et fidéle
r: G* 5 § s'étend de fagon unique en un foncteur fidele rO; G*0 5 GO pre-
servant I'involution [4; n° 4.10, 6.15], et il est facile de voir que celui-ci
identifie les sous-quotients de 4 appartenant 3 3( avec les §*-sous-quo-
tients de (4, X), c'est-a-dire les §#O-sous-objets de (4, X) ; par le thé-
oréme précédent les isomorphismes pseudo-canoniques entre sous-quotients

de G* sont toujours composables.

5. EXTENSION AUX CATEGORIES EXACTES.

Il paraft maintenant naturel de placer cette étude dans le cadre des
catégories exactes; en effet, les énoncés qu'on a résumés ici sont formu-

lés pour ce genre de catégories (ou sous des hypothéses plus générales).
Le théoréme rappelé au n° 3 a alors pour conséquence:

COROLLAIRE. Si & est une catégorie exacte, les conditions suivantes
sont équivalentes:

a) les isomorphismes pseudo-canoniques entre sous-quotients de & sont
composables.

b) la relation 3 (1) entre sous-quotients de & est transitive.

c) & est distributive.

d) &0 est orthodoxe (i. e. tout composé d'endomomhismes idempotents est

idempotent). W
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M. GRANDIS 6

Si & est distributive, les isomorphismes pseudo-canoniques seront
appelés canoniques.

L'équivalence entre a et d est encore généralisable en remplagant
&0 par une catégorie } munie d'une involution réguliére (et les sous-quo-

tients de & par les sous-objets de } ): voir [7; n° 3.17].

6. RELATIONS INDUITES POUR LES CATEGORIES EXACTES DISTRIBU-
TIVES.

N

Soit D une catégorie exacte distributive ( par exemple D= g#, ol
& est une catégorie exacte) et H = PO la catégorie des relations sur P ;
ce qui suit serait encore valable pour toute catégorie { munie d'une invo-

lution réguliére, et orthodoxe,

THEOREME [5, ne 1.27; et 6, no 2.13). Il existe sur H un préordrea { B
( domination) compatible avec la composition et l'involution, caractérisé
par les conditions équivalentes suivantes :

a) a= aba.

b) a = (ad)B(aa).

c)il existe deux projections €, 7 telles que a =rnBe.

d) il existe deux idempotents o, r tels que a =1 Bo.

En outre, si a{ B et a estun isomomhisme, alors a=. ®

Maintenant, si q: A-» B est une relation (morphisme de H ) et
w: M- A, v:N-> B des sous-quotients, on appellera relation induite par
a sur g et vy toute relation a': M~> N telle que a'{ Dap [7, no 3.81].
De cette fagon on renonce a l'unicité de la relation induite, mais (grice a
I'orthodoxie de H ) on a de maniére immédiate la composabilité des rela-

tions induites: Si dans le diagramme

(3) m v 3
a' ; B'

ona a'fvap et B'téﬁv, alors
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(2) B'a't (£BV)(Dap) = EB(wi)ap ¢ EBlap = E(Balv
ce qui prouve que B'q’' est induit par Ba sur p et £.

En outre, grice i la demiére affirmation du théoréme précédent, un
éventuel isomorphisme induit @’ { Pau est univoquement déterminé, puis-
que a'=vap ; les isomorphismes induits sont uniques et composables.
Les isomorphismes canoniques entre sous-quotients de 4 sont évidemment

les isomorphismes induits par ] 4.

7. LA SYMETRISATION INVERSE D'UNE CATEGORIE EXACTE DISTRI-
BUTIVE.

La congruence associée au préordre { :

(1) a®B .e. afBetBta

donne lieu a une catégorie inverse K = H/® : tout morphisme g de K a
un et un seul inverse généralisé¢ B (EBE =g et BEB’ =B); évidemment
_B =& . Comme toute catégorie inverse, X a une et une seule involution
réguliére, déterminée par l'inverse généralisé; en outre ses idempotents
coincident avec les projections et commutent entre eux, donc X est encore
orthodoxe [5; no 1.25-27].

Le foncteur composé
(2) ) Do 98- 9% ¢

est aussi un plongement de 9 dans une catégorie involutive ayant les mé-

mes objets, voire une symétrisation de 9 [8; no 1.2]. On prouve que deux
sous-quotients ;, v de A sont canoniquement isomorphes ssi leurs images
u, v dans fD@) sont des monomorphismes équivalents ; on peut donc identi-
fier les ®-sous-quotients de A ( sous-objets de A par rapport a fl)@) aux
classes de sous-quotients de A canoniquement isomorphes; ils forment
un demi-treillis par rapport a I'intersection. La catégorie X = @@) étant
orthodoxe, on peut considérer les morphismes induits entre ®-sous-quotients
de la méme fagon qu'au n° 6; ici, méme les monomorphismes induits sont

uniques (et composables) [10, no 3.21].
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