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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XVIII-4 (1977)
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

DECOMPOSITIONS ET LAX-COMPLETIONS
par René GUITART et Luc VAN DEN BRIL

N

Ce travail fait suite 4 « Remarques sur les machines et les struc-
tures> [9] et n'aurait pu étre mené A bien sans les idées sur les lax-limites
que nous avons étudiées dans D. Bourn [2], J.W. Gray [7], G.M. Kelly
[12] et R.H. Street [19]. Une version préliminaire circule depuis Juillet
1976 sous le titre «Fibrations, diagrammes et décompositions». On a expo-
sé a l'Isle of Thorns en Juillet 1976 [9b] et & Louvain-la-Neuve en Juin
1977 les principaux résultats obtenus qui sont:

1o Les caractéres coalgébrique et algébrique de la théorie des décom-
positions de catégories en fibres recollées le long d'une base.

2° Un lemme de recollement d'extensions de Kan dans les é‘catégories
quasi-commas qui étend le théoréme d'extension de Kan avec paramétres de
[9] et s'applique par exemple aux relévements de monades.

3° Le théoréme de lax-cocomplétion d'une catégorie X, et les calculs
d'extensions et quasi-extensions de Kan au-dessus d'une 2-catégorie de la
forme DX .

4° Les conditions de changement de base (ou localisation ) des résul-

tats précédents le long d'un foncteur I': M » Cat.

Plus en détails, les résultats se présentent chapitre pa‘r chapitre
comme suit (pour les énoncés précis, voir le coeur du texte).

Dans le n° 1, on donne une nouvelle preuve de 1'adjonction K ~| D
de [9], o D: CAT » CAT/ cgs est le foncteur diagramme et K le foncteur
produit croisé (cf. 1.19 ici), et cette adj onction est fondamentale dans tout
le travail. On observe que des localisations bien choisies de K ~| D don-
nent sans effort les calculs relatifs aux actions et automorphismes inté-
rieurs dans la catégorie des groupes, ou les calculs primordiaux dans le

topos Ens.
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2 GUITART- VAN DEN BRIL

Dans le n° 2, partant du résultat du n° 1, on observe que, si les re-
lations d'équivalence sont dans FEns les coalgébres de la comonade des
parties pointées et si (1.20.5) les décompositions en facteurs semi-directs
de groupes sont des structures coalgébriques sur Gr, c'est simplement en
vertu de localisations bien choisies d'un phénoméne plus général: Les ca-
tégories munies d'une décomposition en base et fibres sont les coalgébres
de la comonade associée & K- D. On prouve donc cette coalgébricité,
montrant ainsi que dans CAT les cofibrations sont 1'analogue des relations
d'équivalence dans Ens . On achéve le paragraphe en montrant comment la
théorie des lax-décompositions se raméne a la théorie «stricte » et en indi-
quant une variante qui donne un caractére algébrique des décompositions en

rapport avec les catégories internes & CAT/ g, .

Dans le n° 3 une analyse de la preuve du n°1 conduit (3.5) a une
formulation abstraite de 1'adjonction K =/ D de 1.19 en termes de stabilité
et densité, qui offre |'intérét de s'appliquer directement, outre le cas ini-
tial du n° 1, aussi bien au Lemme de Yoneda qu'aux topos élémentaires, aux
cosmos, aux ditopos ou encore aux 2-catégories et transformations 3-quasi-
naturelles.

Dans le n° 4 on montre d'abord que 1'adjonction K< D est en fait
une 2-adjonction. En reprenant la preuve de la Proposition 2 de [9], ceci
conduit & montrer que, pour certains [': M > Cat - 4 savoir ceux qui sont
K-stables (voir 4.2.2) - on a non seulement une localisation de K | D mo-
dulo I' mais on a méme une localisation du théoréme d'isomorphisme de
[9] entre Mac et Diag. Pour de tels ' on obtient donc une théorie des
["-machines qui est raisonnable, i.e. définie, associative 4 isomorphismes
prés et représentable a la Kleisli.

Dans le n°5 on commence 1'étude des extensions de Kan au-dessus
des catégories de diagrammes 9 X . Pour juger de l'importance de la ques-
tion on observera que (voir 3.6.2) dans un topos l'existence des me équi-
vaut 4 l'existence des extensions au-dessus des obj ets X , et que donc,
si les DX jouent dans CAT le rdle des QX dans un topos, les «exten-
sions» au-dessus des DX doivent exister. Mais en fait les extensions au-

dessus des QX auxquelles on pense en 3.6.2 sont relatives & la structure
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DECOMPOSITIONS ET LAX-COMPLETIONS 3

ordonnée de QX | et le «bon analogue» pour les DX sera examiné au n° 7,
ot l'on verra qu'il s'agit des quasi-extensions naturelles fortes, relative-
ment 2 la structure DX de 2-catégorie de )X . Cependant dans ce n° 5 on
indique comment dans certains cas on peut calculer des extensions de Kan
ordinaires au-dessus de P X, et on précise la structure des catégories d'ex-
tensions Ext X (5.2) vis & vis de 1'opérateur KX" D?x-Dx qui n'est pas
un opérateur colim mais (n° 7) un opérateur quasi-colim ou lax-colim. On
voit que DX n'est pas cocomplete en général, et on montre comment les
types de limites et colimites possédés par X se transferenta DX .

Dans le n° 6, toujours par analogie avec le caractére complet des
ensembles ordonnés PX = (5) X,C ), on s'intéresse a l'existence d'exten-
sions de Kan dans la 2-catégorie DX . Les théorémes 2 et 2 bis de [9]d'ex-
tensions de Kan paramétrées (i.e. d'extensions de Kan dans DX ) sont re-
pris suivant 1'amélioration donnée en [ 20] des résultats de la Thése de Le-
roux. Notre lemme de localisation 6.2.5 permet d'énoncer un critére de re-
collement d'extensions de Kan qui redonne le théoréme d'extensions para-
métrées. On termine le paragraphe par une application, due & Rosiéky,a la
construction de monades de codensité généralisées.

Dans le n°® 7, comme suggéré plus haut & propos du n°5, on prouve
que, de méme que ce n'est pas l'ensemble ? X mais l'ensemble ordonné
PX qui est une «complétion» de X, de méme ce n'est pas la catégorie
DX mais la 2-catégorie DX qui a une bonne propriété: DX est la «qua-
si-cocomplétion forte» de X (Théoréme 7.10). De 14 suit immédiatement la
construction de la «limit monad» de Kock [14] en passant aux 2-composan-
tes connexes. On termine en montrant qu'au-dessus de DX on peut faire
ou bien les quasi-extensions fortes le long de cofibrations, ou bien les qua-
si-extensions naturelles fortes le long de foncteurs arbitraires, ce qui peut

donc étre considéré comme un calcul de L2

Cette étude des catégories DX et DX autorise la comparaison entre
Ens et CAT suivant le schéma (ot Fam est défini en [6] (voir ici 1.20.

2)etodjy: DX > CatXP est 'inj ection qui associe

(-Np:X°P>Cat a p:A4->X:
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4 GUITART - VAN DEN BRIL

2 2 .~ 2 Ens/(_) —-Ens/(_)
FaIn ——Fam —— Enls(')a P dim1
) p_i . cal” dim?2

Fib(-) —~ CAT/(_)

Plus précisément, on peut établir une correspondance entre notions

ensemblistes et notions catégoriques sous la forme du «dictionnaire»:

DICTIONNAIRE

Ens

CAT

Ensemble, application
Partie ACX de X

Ensemble P X des parties
de X et foncteur

Union UX: ?2X—> Px
Relation X > P Y

Relation sous la forme X<« A4 »Y

Composition des relations avec Uy
ou par produits fibrés

Comonade ¥ des parties pointées

Relation d'équivalence sur X comme
coalgébre de P en x

Monade des parties (? ,{ } ,U)
L'ordre PX = (PX,C)

La structure de treillis complet de
P X et le calcul des 774 ou exten-
sions au-dessus des PX

Propriété universelle de P X
(ordre complet libre sur X ) et
construction de la monade des
parties

Catégorie, foncteur
Diagramme p: 4> X sur X

Catégorie DX des diagrammes
sur X et foncteur

Produit crois€ Ky : DPx-PDx
Famille de diagrammes X » Dy

Famille de diagrammes sous la
forme de machine X C<ng—>Y

Composition des machines avec
Ky ou par produits fibrés
Comonade 9 des diagrammes
pointés

Décomposition de X, i.e. cofibra-

tion de source X comme coalgébre

de D en X
Bimonade des diagrammes (SD ,ULK)
La 2-catégorie DX

La structure de 2-catégorie quasi-
cocompléte forte de DX etle cal-
cul des quasi-extensions naturelles
fortes au-dessus des DX

Propriété universelle de DX

( 2-catégorie quasi-cocompléte
forte libre sur X ) et construction
de la bimonade des diagrammes
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DECOMPOSITIONS ET LAX~-COMPLETIONS 5

Le but initial de ce travail était de renforcer 1'analogie ([9], page 2)
«Ens et monade des parties / CAT et bimonade des diagrammes»

et de convaincre que machines et diagrammes jouent dans CAT le rdle des

relations et des parties dans Ens. On peut considérer D comme une «ap-
. . . (_)OP L. .
proximation» localement petite de Cat et la théorie des machines
. L - y°opP
X-> DY comme une partie de la théorie des foncteurs X » Cat”’ . Une au-

. . op .
tre partie de cette théorie des foncteurs X -» CatY est la théorie des

y°pP

distributeurs X » Ens , qui jouent plutdt dans CAT le rdle des rela-

. ’ . . op R . .
tions ordonnées dans Ord , puisque Ens® " est-a des questions de taille

prés - une complétion de X «interne» & CAT, ne tenant pas compte expli-
citement de 1'aspect 2-dimensionnel non trivial de la théorie des catégories.

Actuellement il semble raisonnable de dire que, avec les machines
.. . (_)OP
et les distributeurs (i.e. avec D et Ens ), nous avons les fondements

. . , . . _)op
de la théorie des relations entre catégories (i.e. celle de Cat( ) ).

REMARQUE. Dans tout le texte on dit «extension» pour «extension de Kan
a gauche» et «cofibration» pour «cofibration normale scindée» (ce qui était
appelé «fibration» dans [9] ). Les composés de foncteurs ou de transforma-
tions naturelles sont indifféremment notés sans symbole de composition ou
avec un «.». La valeur d'une application ou d'un foncteur F en x est dé-

signée par Fx, ou F(x), ou parfois F, .

SOMMAIRE.

1. Preuve globale des adjonctions KX - ['*D

2. Coalgebricité de la décompositiondes catégories
3. Construction de K —| D dans Fib(CAT)

4. Composition des I"-machines, des['-diagrammes
5. Extension de Kan au-dessus d'une catégorie DX
6. Extension de Kan dans une 2-catégorie DX

7

. Lax-extension de Kan au-dessus d'une 2-catégorie DX et propriété
universelle de DX .
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6 GUITART- VAN DEN BRIL

1. PREUVE GLOBALE DES ADJONCTIONS K3~ T"*D.

On donne ici une preuve globale de 1'adjonction K | D de [9] qui
sera exploitée au paragraphe 3; en localisant suivant un préfaisceau I',
on peut obtenir des exemples variés d'adj onctions de la forme KZp—{I'*D :
on retrouve ainsi directement la propriété universelle des produits semi-di-
rects de groupes relativement aux actions par automorphismes intérieurs,
de méme que la démonstration que Ens est un topos élémentaire.

On reprend ou adapte les notations et la terminologie de [9]; on

utilise aussi les concepts et notions de [2,7,12, 19].

Soit Xe| CAT| et w: X » CAT un foncteur ; on pose

Eﬂ:xe%xlﬂ(x) et X*E:: {(f,z)l Zfﬂ(a(f))},

et on définit
a,: X¥E-E: (f,2)bn(f)(z)
qui est une action ou opération de X sur la catégorie £ au sens de [5a] .
Le produit croisé de a_ ou simplement de 7 est la catégorie Kr

ayant pour morphismes les triplets (z, f,u ), ou
feX, welm(a(f))l, zen(B(f)) et aff)(u)=a(z),
la composition étant définie, si u'= 8(z), par
1.1. (z',f'u') (z,f,u)=(z".a(f')z), ' [, u).
Le foncteur
kp:Kn->X: (z,f,u)b f
est appelé la cofibration associée @ m (dans [9] on disait, contrairement a
I'usage, fibration).
Pour tout (z,f,u)eKn on désigne par a(z,f,u) la transforma-
tion naturelle
1.2. mfx)
/
1% n(f)

“ n(y)
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DECOMPOSITIONS ET LAX-COMPLETIONS 7

de sorte que o est une transformation quasi-naturelle ou «lax-natural trans-
formation» ou «catadése» (voir [7] p. 25, [12] p. 189, [2], et voir aussi

le rappel, paragraphe 7.1) donnant le diagramme

1.3. k

1 S CAT
qui détermine K7 comme étant la catégorie 2-comma [1,7], au sens de
[7] p. 30 (ou «lax-comma category 1// m» avec la terminologiede [12] p.
196). Ceci signifie donc que l'on a une bijection naturelle de 1'ensemble
des foncteurs de Y vers K sur l'ensemble des couples ( F,f ), ou F est
un foncteur de Y vers X et f une transformation quasi-naturelle du fonc-
teur 1°: Y » CAT (constant sur 1) vers # F ; on indique 1'existence d'une

telle bij ection sous la forme

1.4. Y

\<‘,_\/T vs Y——>K77
, EN

CAT
Cette propriété 1.4 sera appelée propriété projective de Kn.

Si X est une 2-catégorie, on désignera, comme dans [12] p. 192,
par CAT [X la catégorie ayant pour objets les foncteurs I': 4+ X; (ou
X; est la catégorie des 1-morphismes de X et ot Ae | CAT| ), un morphis-
me (T,t): (A,')>(A’,["") étant défini par un foncteur T: A+ A’ et une
transformation quasi-naturelle ¢: I'--» I''T'. La composition de ces morphis-

mes se fait comme 1'indique la juxtaposition des diagrammes

1.5. A T A’ T A"

On désigne par CAT//X; la sous-catégorie de CAT [X ayant pour

morphismes les (T,¢) ou ¢ est naturelle et, comme dans [9], on désigne
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8 GUITART - VAN DEN BRIL

par EDXI la sous-catégorie pleine de CAT// X, ayant pour obj ets les
[': 4+ X, tels que 4e| Cat]

( Cat étant 1'objet de CAT ayant pour objets les petites catégories ). Alors
en posant y(I') =T": 4> X, pour tout I" ¢ | CAT// X |, le diagramme

1.6. CAT//X, 1

dxil v,k

4

détermine CAT// X1 comme étant la catégorie 2-comma [IdCAT=X1 1.

On désigne par le :X; » CAT// X, le foncteur associé parla pro-
priété universelle de CAT//X; 2 la transformation quasi-naturelle

u:17--+ X, " prenant en x¢ | X; | la valeur u, = 1—’—‘-:>X1 .
Le foncteur

Ux
XI

seranoté Ty :X; » CAT[X.

CAT//X;, C— CAT[X

La propriété proj ective de K7 peut alors s'énoncer :

1.7. L e foncteur T 4p: CAT » CAT [CAT admet un adjoint a droite K 4
tel que pour tout we | CAT [CAT| on ait K yp(m) = Km.

Toujours avec X = CAT, si (T,t): (X,n)» (X',%n") est un mor-
phisme de CAT [CAT , on définit donc un foncteur KCA r(T,t) noté sim-
plement K<T,t>: Km» Kr' (et déja utilisé en [9] p. 4 pour ¢ naturelle);
ce foncteur est celui envoyant (z,f,u)e Kz sur (ty(z). tf(u), ts, t,(u))

conformément au diagramme

1.8.

n(x) n'(T(x))

\/lnm Iy Jn'(T(f))

ﬂ(y)———~—n'(T(y))
On vérifie que T -k =k _». K<T,t>, et que I'application

3%0



DECOMPOSITIONS ET LAX-COMPLETIONS 9

(T,t)—(T,K<T,t>)

détermine une bijection de CAT [CAT(m,n’) vers CATz(k”,kﬂ.) (voir
[7]1 p. 86 ou [12] p. 210, théoréme 6.1) :

1.9. X X' vs Ky ———Kun'
N-%' k”t = ’
CAT X X'

De plus on notera que

1.10. Le diagramme
K” K< T, t> KTT'

o

On notera aussi comme cas particulier de 1.9 que 1'on a une bij ec-

Kn Kn
7 -“—_5” A=%
X

CAT

est cartésien ssi t= Id.

tion induite

1.11.

On remarque aussi que 1.9 permet de retrouver 1.4.
Soit maintenant
m:X> CAT, f:x->yeX et uel|n(x)l|.
On pose (comme dans [9] p. 6) )\f(u) =(n(f)(u), f,u), de sorte que

1'on a une transformation naturelle A(f)

1.12. n(x)

rr(f)‘

71()’)/

En associant & tout f de X la transformation A(f) on détermine une trans-

3%4



10 GUITART - VAN DEN BRIL

formation quasi-naturelle A :7 --» K" (correspondant au foncteur [ de X

vers DKn de [9] p. 6) donnant le diagramme

1.13. X 1
\)}-\ Kn~

CAT

Alors en considérant la quasi-extension de Kan

Kg ——1 Kn X 1
M -

\\ /<17 = - ‘f"\'“’l; Kn"
CAT CAT

on déduit de 1.16 ci-aprés que A : 77 --» Kz~ définit Kn comme quasi-colimite

de 7 ; on a donc une bijection naturelle :

X 1
7\‘\/2‘ vs K?T-—-—-—>Z

CAT

1.14.

Cette propriété 1.14 sera appelée propriété inductive de Kn . Par ailleurs

de 1.4 on déduit aisément que 1'on a une bij ection naturelle

1.15. k
Kn s X Kn Kn'
\:_ \/ vs kx;‘ }/
CAT X

et en tenant compte de 1.11, il vient la moitié de

1.16. Un diagramme

Y F X
1° ,/.3_ 14
Ve N
CAT

est une quasi-extension de Kan (au sens de [7] p. 237) ssi F = k” , et alors

B=a (1.2).
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DECOMPOSITIONS ET LAX-COMPLETIONS 11

NOTA. 1.16 et 1.4 permettent aussi de retrouver 1.11.

Par ailleurs, 1.6 nous donne la bijection naturelle

1.17. X 1 X Cat//X,
CAT CAT
et en tenant compte de la propriété inductive 1.14, on obtient la bijection
naturelle
1.18 X CAT// Z
\: /iz vSs Kﬂ' —_— Z .
CAT

Il s'ensuit, en notant encore dy : DZ - CAT la restriction de d; a Dz,

que 1'on a une bijection naturelle

CAT/ cqp(mdy )~ CAT(Kn,Z)

si bien que, si (DZ, dz) est noté DZ , on a (voir aussi [9] ):
1.19. Le foncteur D: CAT » CAT / ¢4, admet le foncteur K pour adjoint a

gauche.

Soit alors M¢ | CAT| une catégorie et I': M > Cat un foncteur ar-
bitraire. Le produit fibré le long de I, soit I'*: CAT/ Cat” CA T/M admet
pour adjoint & gauche le foncteur ZI-\ défini par la composition avec I, de
sorte que:

1.20. THEOREME. Pour tout I : M > Cat on a l'adjonction

(caT/y —EKEL__car) 4 (car T car/yy ).

NOTATIONS. Pour Xe¢ CAT, I"'*DX sera noté fDFX—E-l»M et pour tout
m:A>M, KEp(n) seranoté KI'n.

EXEMPLES.
1.20.1.Si T' = 1—4% Cat | alors
KD~(-/1 et T*D=(-)x4;

3%3



12 GUIT ART - VAN DEN BRIL

1.20 exprime donc 1'adjonction (-)A ~ ()XA4 et ceci, pour tout Ae Cat,

dit que Cat est cartésienne fermée.

1.20.2. Si I' = Ens C_, Cat, alors fDrX est la catégorie notée Fam(X )
dans [6] et pour tout £: X » Ens, KI'é est la cofibration discréte asso-

ciée a & (que l'on notera ici comme dans [9] par HE ).

1.20.3. Si I' = Arb C_, Cat, ou Arb est la sous-catégorie pleine de Cat
ayant pour objets les arbres (avec un premier élément), alors pour tout
arbre A et toute représentation p: 4 > Arb, KI'p est 1'arbre obtenu par

greffe sur A de p .

1.20.4. Soit 2 la catégorie discréte & 2 objets 0 et 1 et I': 2> Cat le

foncteur défini par ['0 = @ et '] = 1. Alors, si X est un ensemble, on a
Prx=x+1=X,

et si l'on exprime 1.20 seulement pour des ensembles, on obtient exacte-
ment le fait que l'insertion Ens C_,. PartEns de Ens dans la catégorie
des morphismes partiels de Ens admet un adjoint a droite.

Compte tenu de ce que 1.20.1 est vrai en particulier si AeEns etde

ce que 1.20 pour I': AL Car exprime la propriété universelle des pro-
duits cartésiens A X X, on voit donc que, une fois admis 1'existence des
limites et colimites finies dans Ens, toute la structure de ce topos élé-
mentaire se déduit par des «localisations» suivant des [' convenables du

Théoréme 1.20.

1.20.5. Soit enfin I': Gr C_.. Cat le foncteur d'insertion de la catégorie des
groupes dans Cat . Si 1'on exprime 1'adj onction 1.20 seulement pour les ca-
tégories qui sont des groupes, on obtient le résultat suivant, qui est proba-
blement la propriété qui a fait remarquer le produit semi-direct de groupes:

Soit Act la catégorie ayant pour objets les actions a: GXH > H d'un
groupe G sur un groupe H, et ol un morphisme de a vers a’': G'XH'> H'
est défini par une paire (g,kh), od g: G> G' et h: H > H' sont des homo-

morphismes tels que a'o (gXh )= hoa. En associant au groupe G 1'action
into: GXG>G: (x,y) b xyx! de G sur G

par automorphismes intérieurs, on détermine un foncteur int: Gr » Act.
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DECOMPOSITIONS ET LAX-COMPLETIONS 13

L'adjonction 1.20 entraine que !'on détermine un adjoint & gauche cr (de
Act vers Gr) au foncteur int en associant 3 chaque action a: GXH > H
son produit semi-direct ou croisé, i.e. (voir [ 9] ) si l'on note @: G— Gr

le foncteur qui associe H a 1 et a(g,-) & tout g de G,

er(a)=K(G_ 8. Grc_, Cat).

Le cotriple T =(T,B,8) sur Gr induit par cette adjonction a la

la forme simple suivante: T(G ) est I'ensemble G X G muni de la loi

(Yo, Y1 Yy ¥5 ) = vy ¥hy ™, y195),
Bg: T(G)» G est I'homomorphisme de groupes (y,,y;) b ¥,.¥;, et
86:T(G)>T2(G) est défini par

30(}'2 ,}’1 ) = ((y2, 1), (1,)'1))
On montre qu'une T-coalgébre en G est la donnée d'une décomposition de

G en le produit semi-direct d'une sous-action a: G; XG, > G, de l'action

int g GXG- G.

2. COALGEBRICITE DE LA DECOMPOSITION DES CATEGORIES.

Les données d'une partition d'un ensemble ou d'uneprésentation
d'un groupe comme produit semi-direct ( voir 1.20.5) sont deux cas parti-
culiers d'un unique type de donnée a savoir celui d'une décomposition d'une
catégorie C, c'est-a-dire d'un isomorphisme y: C~ K7 de C sur une ca-
tégorie «décomposée» k_: Km > B en base et fibre ; ceci équivaut encore 2
la donnée d'une cofibration: C > B de source C.

Dans ce n° 2 on définit les décompositions d'objets X d'une ca-
tégorie C de type un morphisme donné de C, et puis, en partant de 1'ad-
jonction 1.20, on démontre que les décompositions dans CAT de type une
cofibration surjective (A petites fibres) donnée constituent une catégorie
coalgébrique sur CAT . Cela est appliqué ensuite aux décompositions «lax»
suivant un graphe cartésien (cf. 2.4.3, 11 et 14). On termine (2.5.4 et 5)
par la définition des cofactorisations modulo un cotriple, la comparaison
avec les décompositions, et 1'énoncé d'un caractére algébrique des décom-

positions.
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2.1, Définition des décompositions.

Soit C une catégorie et m: L > M un morphisme de C. On désigne

par dec, C la catégorie ayant pour objets les produits fibrés (p,q,m,m) :

X d L
p |
B L. M

et ayant pour morphismes de (p, q,7,m) vers (p',q',n’,m’) les h: B> B’
tels quen'. h =1n.
On désigne par DecmC le quotient de dec C par la relation p qui
identifie
h: (P, q,m, m) - (P', q” ”"m) et hl: (P] 9y > m)"(&" ql"ﬂl"m}
ssi on a des isomorphismes y: B> B, et y': B'> B] tels que
y'-p'=p/, mpy'=a', y.p=p;, mpy=a
(etdonc X =X, et X'=X}) et h .y =y’ h.
La classe de £ modulo p sera désignée par

(f.LR)): (X,lp, q,7))~>(X"[p",q",7']),
ot f: X» X' est l'unique morphisme tel que p'. f=h.p et ¢'.f=gq.
En associant X a (X,[p,q,n]) et f & (f,[h]) on détermine un
foncteur U : Dec € > C et on dit que la théorie des m-décompositions est

coalgébrique sur C si ce foncteur est coalgébrique.
2.2. Décompositions et coalgebres de .

Dans toute la suite de cet article on notera ¢ : Cat > Cat la cofi-

bration universelle k& dcar’ de sorte que pour tout 7: X > Cat on aun car-
at

ré cartésien

Kn 7 Cat
k” )
X Lt Cat

(voir 1.10).
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On désigne encore par P = (D" ,8,5) le cotriple sur CAT asso-
cié a4 1'adjonction K~ D: CAT » CAT/ o, donnée en 1.19.

Pour tout X ¢| CAT|, D X est définie par le produit fibré

2.2.2. . d .
DX X Cat
aX ¢
.‘DX dX Cat

de sorte qu'un morphisme de 9" X est un triplet

| :[(P', a')a (F,f7a)7 (P:a)]-'(p>a) i (P':a')
défini par le diagramme

2.2.3. 1

Alors By: 9 X X est défini par

2.2.4. '
Bxlul = p(a)ip'F(a) —i—a*»p'(a’)

tandis que Jy : DX>9D D X s'obtient comme étant le foncteur associant

a4 2.2.3 le diagramme

2.2.5. 1
a
4 F A
N MEL)
lp P'
DX

ol ip et )‘(F f) semt définis par les diagrammes suivants, pour un morphis-

me z: a;~ a, de 4:
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2.2.6 1

fx NG

ip(z)=A = A A(F,f/al): A A’

S S
X X

On vérifie qu'une P -coalgébre en X consiste en la donnée d'un foncteur

0:X->9D X associant & tout m: x> y de X un diagramme

227, | /H
\

et ceci de sorte que soient satisfaites les quatre conditions

2.2.7.1. Pour tout xe| X|, p,(a,)=x.

h
2.2.7.2. Pourtoutm: x>y, m=x_"Tax pyH”“"x Py¥m y.

2.2.7.3. Pour tout xe| X|, pourtout z:a-> be Hx,

0lp,(z)] = Hx =——= Hx
M——_%x
X

2.2.7.4. Pourtout m: x>y, pourtout aeH(x),

1

/=w(a)

0k, (a)l = Hx m Hy

h
N\A

X

Si 6 est une coalgebre en X on définit la base de § comme 'image

B(o) de
ay.-0: X — 9 X—— DX,
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i.e. la sous-catégorie de DX engendrée par les morphismes de la forme

Hx hHm Hy
N\A
X

ot m parcourt X. On définit alors

d
mg=B(6)_.Dx X _ Ca,

et un foncteur yy: X- K(mg) comme étant l'unique foncteur rendant com-

mutatif le diagramme
2.2.8. K(rro)
N6 5T
/ X aX

B()— DX

D x

Le morphisme yg a un inverse défini par

22.9. ygl(z (b, (Hm by )b, )su)=By((pyvh(Hm, by 2)y(pys)),

et & la coalgébre 0: X > D X se trouve donc associé un produit fibré

2.2.10. . d .
X .9 x X Ca
)
B(6) 76 Cat

tel que 7g(B) # @ pour tout objet B de B(6).

Inversement étant donnés les produits fibrés

X 9 . Ca Kn 7 Cat
p ¢ et k"l ‘gb
Cat B Cat

on obtient un unique y’: X » Kr tel que k”.y'=p et .y’ =gq, puis
— qY -1
0'=9(y ). K<l 1>y’

est l'unique morphisme rendant commutatif le diagramme

3%9
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2.2.11. q

X T Cat
\y\‘ﬁ'x 9,
Kn J \.(D.Kﬂ
p ‘DX\ 1 é
krr 1 DKn dK
s w
B/ \Cat

onl : B~ DKr est le morphisme universel associé a2 7 dans 1'adj onction
1.19 (on reprend donc les notations de [9] ). Ce 6' est une fD'-coalgébre
en K7, comme ceci résulte des généralités sur les cotriples, et comme ceci

peut se voir ici en remarquant que

K<l”, ]”>(z,f, v), ou (z,f,u)eKnm,
s'obtient en juxtaposant les diagrammes 1.2 et 1.12. Si on calcule le 9’ as-
socié au carré fibré associé a une coalgébre @ on retrouve exactement 0,
et d'un autre c6té si dans le carré fibré (p, q,m, ) le foncteur n est tel

que pour tout objet B de B on ait #(B ) # @, alors on a un isomorphisme

h: B> Byr rendant commutatif le diagramme

2.2.12. X ‘M D x
)| B(e')\ ax
; DX
m
Soit enfin
Cat —D.. Cat'¢ Cat

I'image de ¢ (Cat' est donc constituée des catégories non vides). On vient

d'établir que, avec la Définition 2.1, on a:

2.2.13. THEOREME. La théorie des ¢ '-décompositions est coalgébrique sur
CAT, le foncteur qu ' Decd): CAT > CAT étant équivalent au foncteur co-
dgébrique K*:(CAT/ (q,)” » CAT restriction de K aux préfaisceaux n
de X dans CAT a fibres non vides.
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2.3. Localisation des résultats.

Soit maintenant M ¢| CAT|, I': M > Cat un foncteur et .‘DF le co-
triple (ﬂ['w ,ﬁF ,SF) sur CAT associé a 1'adj onction 1.20:

KZp | D*D: CAT » CAT/ .

Ce cotriple peut se calculer comme suit : Si pour tout objet X de CAT on

considére les produits fibrés

2.3.1. . . d .
DX fx__ gx £ . Ca
X ay é
d
Prx—2X 9x X .
kx dx

M I Cat

alors pour tout foncteur F: X > Y de CAT tous les carrés commutatifs du

cube

2.3.2. fx

Prx Dx

k A
Ppx —XX  Dx
PrF| ODpF DF DF
Dy Dy
A
Dy 7 Dy

sont cartésiens (ceci définit le foncteur '(Dl_‘ F).

On voit ensuite.que, pour tout X de CAT,ona

2.3.3. B = By fy

et on peut montrer que 31;: ﬁi-xX» fDi—ﬂ)i-\X s'obtient en considérant les
trois produits fibrés
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2.3.4. fire
PP x — DX g g DD x
DX “Drx “Dx
y .
O Tt — L DI x g 99X
*px dﬁ)rx
M r CLt

comme l'unique morphisme rendant commutatifs les trois diagrammes

2.3.5. 5L

)
S G S X S
rX lrfb[‘X TX T@FX

X ﬁ)r @fx @F X iDF ﬁJi,X

Hoy !
Drx”" r
7 Ny,

r DD-x
SR
fx ffofx
Dx D DX

SN
DDx

Cette description de i\'p permet d'établir que:

2.3.6. Une fDiw-coalgébre en X s'identifie a un couple (G,0), ot:
i) G:X-> M estun foncteur,

ii) 0:X»>D X est une D-coalgébre,
lu) F.G=dX.ax.0:
la coalgébre T associée a (G,0) étant l'unique T tel que

fx-T=0 et py.ry.T=GC.

Ensuite, définissant BU'T comme étant le produit fibré
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2.3.7. BU'r M
| 3
Bo Cat

on voit que dans le diagramme
2.3.8. X X

T 0
N
N\,

k

1 =
! =1
©-

M
/ N

DX
/EDFX Yx
BU'T B

tous les carrés commutatifs sont cartésiens.

Inversement, étant donné un produit fibré
X — 4 .M

) I

B s M

on a donc
X=K('r), d'ou lF”.- B->9PDK'n=9DX,

et T est déterminé par ses composantes ¢, mp = kp g et an .

Si enfin on désigne par M' la sous-catégorie pleine de M ayant pour
objets les objets X de M tels que '(X)# @, par I'': M'> Cat la res-
triction de I' 2 M’ et par kpo: M’ > M’ la cofibration associée on voit que

les .(Diﬂ-coalgébres s'identifient aux k- -décompositions :

2.3.9. THEOREME. Pour une cofibration surj ective a petites fibres yr: L > M
dans CAT la théorie des yr-décompositions est coalgébrique sur CAT , le
foncteur U¢ : Declll CAT > CAT étant équivalent au foncteur coalgébrique
K3p: CAT/y » CAT, oi T est tel que = kp.
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2.3.10. REMARQUE. On peut voir de quelles théories de décomposition re-
lévent les exemples 1.20.1 & 1.20.5. Nous nous contenterons d'observer a-
vant de passer aux décompositions «lax» que la «version discréte» (i.e. ol
toutes les données sont non plus des catégories mais des ensembles) de
2.2.13 s'obtient & partir de 2.3.9 pour I' = Ens C_, Cat et s'énonce, com-
me on peut le trouver dans [ 2a] :

En associant i tout ensemble l'ensemble de ses parties pointées, on
détermine sur Ens un cotriple, et une coalgébre en E de ce cotriple est
la donnée d'une relation d'équivalence sur F .

La «version groupe» a été directement formulée en 1.20.5.
Si 1'on prend pour I" le foncteur d'oubli D'-coalg » Cat, gp -coalg

est la théorie des décompositions «du second ordre ».

2.4. Lax-décompositions.

Soit p: A>M et g: B> M deux morphismes dans une catégorie
C a limites projectives finies, et soit

G=M-0 ¢ 1

M

un graphe internea C en M.

La limite projective dans C du diagramme

2.4.1. P 3, 9, q

M G M B

est désignée par péq et appelée obj et comma de p et q au-dessus de G.

En particulier si ¢ =Id); on a un diagramme de limite

T
A G M
NN S
M M
et on pose:
2.4.3. Dec_GC = Dech .

Un obj et de Decl?C est alors appelé une p-décomposition G-lax d'un ob-
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jet de C, et s'identifie aux données

2-4-3- X r A
S—
B p- M

(ou t € GX vérifie dot =pretd;t=mq),

représentant X comme isomorphe & 1'obj et comma p éﬂ .
Pour que la théorie des p-décompositions G-lax soit coalgébrique,
il faut et il suffit que la théorie des ﬁG-décompositions soit coalgébrique.

On se place maintenant sur CAT et on va donner des conditions
sur (p,G) pour que Decg CAT soit coalgébrique. On commence par trois

exemples :
244.Si G=(M=M=M),

Dec$ CAT = Decy, CAT,
et on applique les conditions 2.3.92 p.

2.4.5. 81 9 9,

0
G=M~—M2 —NM,

on sait que p > ﬁG est le triple sur CAT/ yy induit par I'adjonctionde Gray

qui s'énonce

2.4.6. M vs A——Kng
F}- <———>n F\=/N
CAT M

c'est-a-dire, compte tenu de 1.9,

2.4.7. M vs A F M
Fi- <———5n 1\""/’
CAT CAT

Nous savons aussi que les algébres de ce triple sont les cofibrations de

2
base M. Puisque 'p'G est dans ce cas k on voit que Decgl CAT est co-

Pt~
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algébrique dés que A est dans Cat.

2.4.8. Si D est une 2-catégorie, on désigne par (D) la catégorie (en ré-
alité double) dont les objets sont les 1-morphismes de D et ot un morphis-

me de a vers b est un triplet (f, g, A):

La composition dans Q (D) s'effectue suivant le dessin:

f ' f'f

A/lb Vol at g')\o)vy—lc

g g’ 8’8
On définit 9, ,d;: Q(D)»> D par
0(f g:2)=f e 9,(f,8,A)=¢.

Si D est la 2-catégorie CAT ou Cat, on note Q(D) par QUINT ou quint.

2.4.9.8ip=1%1> Cat et si
9o . .91
G = Cat quint Cat,

on obtient pour Z)G le foncteur ¢ : Cat » Cat et la coalgébricité examinée

est donc celle de K: CAT/ ¢gy > CAT.

En réalité les deux exemples 2.4.5 et 2.4.9 sont deux cas particu-

liers de la situation ci-aprés.

2.4.10. DEFINITION. Soit k£ et k, deux cofibrations de base X. On ap-
pelle morphisme cartésien de k_ vers k tout foncteur Q:Kn > Kn' dela
forme K<Id,, f> (voir 1.11), ol f est naturelle. Dans [9] un tel foncteur

est appelé plat.

D. Bourn a remarqué [2] que (avec nos notations) pC est une co-
fibration pour tout p si d;: G > M est une cofibration et 60 est «transverse»
4 d;, c'est-a-dire si [61 ,60] :G>MxM est un morphisme cartésien (2.4.10)
de 9, vers Proj; : MxXM > M. Compte tenu de 1.11 et 2.4.10, cecirevient
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a dire que !'on a un foncteur R, : M > CAT et une transformation naturelle
r:Rp> M tels que 9, = kRo et que 9, soit défini par

3oz fru)=ry(z),
ou Y est le but de f. Alors (R, ,r) détermine un foncteur R: M > CAT /y
et, en composant R avec l'injection CAT/MC_‘..CAT//M, on retrouve
9; = de. ; R €t dy grace a la bijection 1.18. Le graphe G est alors dé-
signé par [ R] .
2.4.11. DEFINITION. On appelle graphe cartésien dans CAT tout graphe G
de la forme [R] associé & un foncteur arbitraire R: M » CA T/M.
2.4.12. Si !'on prend pour R la restriction D' de D (1.19) 4 la sous-ca-

tégorie Cat de CAT, le graphe cartésien associé est (voir 2.4.9):
g

d
Cat quint L. Cat.
2.4.13. Si M¢ | CAT| et si R est le foncteur associant & tout x¢ | M| la
catégorie (au-dessus de M ) M/, » M, le graphe cartésien correspondant
est celui décrit en 2.4.5.
2.4.14. THEOREME. Soit dans CAT un foncteur p: A> M et G un graphe
sur M. Pour que la théorie des p-décompositions Glax soit coalgébrique sur
CAT, il suffit que G soit le graphe cartésien [ (R, ,r)] associé a un fonc-
teur (Ro ,r): M > CAT/y et que pour tout x ¢ | M| l'ensemble

Ufz)| fed, zeRy (%), 1 (2)=p(f)}

soit petit non vide.

2.5. Variante pour I'étude des D-coalgebres : Notion de cofactorisation.

Reprenons une fD.-coalgébre en X, soit 0: X> D X, avec les no-

tations de 2.2.7. On introduit alors le composé :

7] . d
o: X DX .8 DX X . Cas

et les foncteurs
2.5.1. V:X—=Ko et S:Ko—X

définis, pour m: x> y ¢ X, par
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Vim)=(vy,,m,a,), S(z,f,u)=p,(z).(hg),.
On peut vérifier que 6 est une fD‘-coalgébre ssion a:
Io S.V=1Idy,
20 o(S(z,f,u))=0(f),
30 V(S(z,f,u))=(z,5(z,f,u),u),
4° S(z',S(z,f,u),v)=S8(z",f,v).

Si I'on pose 0; =0. k; on obtient un morphisme

5 =K<ky,Idy >:Ko;-Ko,
1
et grace aux conditions 1 4 4, on peut montrer :

2.5.2. Le diagramme

Ko, —2 Ko - X
\_]/
(1)1
9]
o
Cat

est une catégorie interne & CAT/ oy, ssi € est une D -coalgebre.
On peut encore interpréter 2.5.2 en utilisant la comonade -x¢ dans
CAT/ (qs et la définition ci-aprés.
2.5.3. Soit C une catégorie, T=(T,u,m) une monade sur C et ’i' la co-
monade sur C1 associée a 1'adj onction FT—{ vT , et soit FactT = (CT)I‘-
(voir le début de la construction d'Applegate - Tierney de la tour ). Un ob-
jet de Fact T sera appelé une T-factorisation et identifié & un triplet
(X,K,D), ou (X,K) est une T-algébre, ou D vérifie:
K.D=Idy, D.K=my.T(D) et T(D).D=T(uy).D.

Si C est A noyaux, le foncteur de comparaison V: C » (CT)'i' est adj oint

4 gauche au foncteur associant & (X,K, D) le noyau ker(uy,D), etle
triple T, sur C associé a cette adj onction est le premier pas dans la cons-

truction de 1'approximation idempotente de T.
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Si G =(G,e, ) estune comonade sur 4 , une GP-factorisation sur
un objet X de A%’ est appelée une G-cofactorisation, notée (V,S), avec
V:X->GX, S: GX» X, Xe|A| (comme en 2.5.1).

2.5.4. THEOREME. Si G =(G, ¢, ) est un cotriple sur A tel que ¢ soit
cartésienne, alors un couple (V,S), 04 V:X»> GX et S: GX > X, est une

G-cofactorisation de X ssi le diagramme

/S_\
G(fx) CX vV
\t;x__/

est une catégorie interne a A pour les produits fibrés résultant du carac-

G2 X

X

tére cartésien de G. De plus les morphismes de cofactorisation coincident

avec les foncteurs internes entre les catégories internes associées.

En particulier si A = CAT/,, et G=-x¢, une G-coalgebre en
o: X~ Cat est la donnée d'un T: X > Cat tel que ¢.T =¢ (ou encore
d'une section S: X»> Ko de k, ); d'autre part un foncteur F: Ko » Y est

d'aprés 1'adjonction K - D de 1.19, déterminé par un foncteur
G:X-»>9DY tel que dy.G=o0.
Et puisque 1'on a le produit fibré 2.2.2, on voit que la donnée d'un(V, F)

avec V coalgébrique équivaut 4 la donnée d'un foncteur X > D X . Alors,

2.5.2 et 2.5.4 conduisent & (compte tenu de 2.1):

2.5.5. Si X est dans CAT la donnée d'une ¢p-décomposition de X équivaut

a la donnée d'un foncteur g : X > Cat et d'une -x¢-cofactorisation de o .

On constate que la théorie des m-décompositions (2.1) est contenue
dans la théorie des -xm-cofactorisations dans C/M , de sorte que la Défi-
nition 2.5.3 englobe les différentes théories de décomposition. La descrip-
tion des cofactorisations de 2.5.3, et 2.5.5, conduisent au complément sui-

vant de 2.2.13 :

2.5.6. THEOREME. La théorie des catégories munies d'une ¢-décomposi-
tion est algébrique sur CAT/ Cat *
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3. CONSTRUCTION DE K- D DANS Fib(CAT).

Si I'on examine la construction de K~ D du n° 1, on observe qu'el-

le est basée sur la considération de CAT comme objet et comme sous-ca-
tégorie d'une catégorie suffisamment vaste, & savoir (suivant entre autres
les idées de [1,3 ou 17]) de la catégorie Fib(CAT ) des fibrations sur
CAT . On observe également qu'un ingrédient primordial est la structure sur
CAT de catégorie interne & Fib(CAT) (désignée en 2.4.8 sous le nom
de quint ) déterminant sur tout X de CAT la notion de transformation qua-
si-naturelle entre foncteurs vers CAT . L'adjonction K -{ D est alors une
question de stabilité et de densité, comme ceci est expliqué dans le con-
texte général ci-aprés. Une application aux 3-catégories est donnée, ainsi

qu'une application aux cosmos.

3.1. Considérons une catégorie C et une sous-catégorie A de C. Soit C
un obj et de C muni d'une structure de catégorie A-interne, c'est-a-dire d'un

foncteur C: A%’ Cat tel que, pour tout A¢ |A|, on ait
A(A4,C)=]|C[4]],
et ceci naturellement en A . Cette structure est fixée dans ce qui suit.
Si A,Be|A| etsip:A>C et q: B> C sont des morphismes, on

peut définir p éq comme en 2.4.1 et parler d'extensions de Kan au-dessus

de C.

3.2. DEFINITION. Soit j: A > C un morphisme de C ou 4¢|A|.On dira
que A est j-stable si pour tout Be |A | et tout f: B> C 1'objet jt:fexiste
et appartient a A.

3.3. DEFINITION. On dira que j est A-dense si, pour tout Be| A| et tout

f: B> C, I'objet comma ]i:f existe et est tel que le diagramme

. d]

i éf

do\ ¢,
A ; /c

détermine le diagramme
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. d]
ii:f B

5
iN\f
C

comme une extension de Kan au-dessus de C.

REMARQUE. Bien qu'elle ne soit pas explicite dans la notation, la struc-
ture C de catégorie interne & A sur C intervient dans la définition de la

densité ci-dessus, comme on peut le voir dans les exemples ci-aprés.

3.4. THEOREME. Soit A une sous-catégorie pleine de C et C un objet
de C muni d'une structure C de catégorie A-interne a C; soit j: A > C et
y: M- C deux morphismes de C o A et M appartiennent a A. On suppo-
se que:

3.4.1. Aest j-stable et est y-stable,

3.4.2. j est A-dense.

Alors, en désignant pour tout x,ye| A | par Spany(x,y) la sous-catégorie
pleine de Span(x,y ) dont les sommets se trouvent dans A, on obtient pour

tout x de A une adjonction partielle :

Span 5 (%, M )—K Span 4(%, 4 )
Cl«]
[K(-).8; ()1 = [-,8,( )1,
ou les foncteurs K, Sy et 5; sont définis par
8 (u)=jku, 8,(u)=yku,
K(xPz 4.M)= 4.9 7 P«

zZ,p et q s'insérant dans le diagramme  _ x
%19
z

¢?£ YaRZ

7 C
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La preuve se schématise par:

M— /C
z P x
vs (fl /lu

A

]
De 3.4 on déduit, avec x = I, y =id,, que:

3.5. THEOREME ( Forme abstraite de l'adjonction K- D ). Soit A une
sous-catégorie pleine de C ayant un obj et final 1 et soit j: A> C un mor-
phisme de C, o Ae|A| et ou C est muni d'une structure de catégorie A-
interne C. On suppose de plus que:

I A est j-stable et est ld-stable,

20 j est A-dense,

3 Tout objet x de A est de la forme ]éy

x—1]

.

A Cc

Alors le foncteur K: A{C > A}A défini par
K(z—P.C)=2z_P .4
(avec p s'insérant dans le diagramme d'obj et comma

z
d
A

—_—

O~ —n

il
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admet un adj oint a droite.
NOTA. Le foncteur K sera noté jé- et son adj oint & droite D]. c(-):

it- D: ~(-)
(AVC—C AA)4 (ad S~ ac).

3.6. Exemples.

3.6.1. Si
C=CAT, A=CAT, j =11 Fns

et si Ens est considérée comme catégorie interne & CAT avecla structure

naturelle
d
Ens~—2 Ens? — . Ens,

alors j est A-dense, et c'est essentiellement le lemme de Yoneda ou I-lem-

me de Yoneda.

3.6.2. Soit E un topos élémentaire et (} 1'objet classant les sous-objets,
muni de sa structure d'ordre interne 4 E. Soit s: 4 Q% et f: A> B des
morphismes de E ; en transposant, dans l'adjonction (-)X-I ()xX, le

diagramme 4 _f.B , on obtient

s 1y X
X XxA___X__f_.

RN

Q

X XB

eton a 1 x f(S‘ ) =1 pour un certain t: B - QX . 1l s'ensuit un diagramme

ot

QX

d'extension de Kan

L'existence des g dans un topos est donc équivalente 2 celle des exten-
sions de Kan au-dessus des obj ets X .

Ceci dit, si I'on prend

{-1y

C=A=E e j=X oX,

~

on peut vérifier que j est dense (pour la structure ordonnée sur X dédui-
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te de celle de Q).
3.6.3. Soit

C=CAT, A=Cat, j=1-L"Ca
et équipons Cat de sa structure quasi-naturelle

9;

Cat <ﬁ— quint Cat

(voir 2.4.8). Alors les Propositions 1.3 et 1.16 du n°® 1 permettent précisé-
ment de dire que j est A-dense, et de la griace 4 3.5 on retrouve 1.19. La
densité de j peut étre appelée, vu 3.6.1, le lemme de Yoneda quasi-naturel,

ou 2-lemme de Yoneda.

3.6.4. Soit, avec les notations de 2.4.8, D une 2-catégorie dont la catégo-
rie des I-morphismes est notée D. Soit Cat une catégorie de catégories
associée a un univers U tel que UeU et UC‘U, en désignant par U un
univers auquel appartient D. On note FibD la catégorie des pseudo-fonc-
teurs de la duale de D vers Cat et on regarde D comme plongée dans FibD
en associant 4 tout Xe | D| le foncteur D(X,-). Alors la structure de

2-catégorie de D permet de considérer la catégorie

p-20gp)-2L.p

qui induit, dans FibD , une structure de catégorie interne sur l'objet D as-
sociant a tout X la catégorie D} X. L'étude de 1'éventuelle D-densité d'un
morphisme £: [~ D pour la structure indiquée sur D conduit & la théorie
des cosmos et des ditopos. En particulier, si p: Q> Q¢ D, le foncteur
p: DI - D? est défini par produit fibré le long de p et siu:1->QeD ,
on définit u: D » D{Q par composition avec u . On peut alors dans FibD
prendre pour ¢ le composé p . u: 1~ D ; onretombe ainsi dans les préoc-

cupations et résultats de Ross Street. Plus particuliérement, si 1'on prend:

D =CAT, p=¢:Cat> Cat et u: 1—1A>Cat,
on retombe sur 3.6.3.

3.6.5. Le cas des 2-catégories et transformations 3-quasi-naturelles.

Soit U, U et ‘U trois univers et soit 2-cat, 2-cat et 2-cat les ca-
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tégories pleines de 2-foncteurs ayant pour objets les 2-catégories X tel-

les que
| X| e U (resp. {l, resp. U)
et que, pour tout x, y¢ | X|, on ait
X(x,y)e Cat (resp. C;t, resp. Cét)
avec les notations de [9], n° 1. On désigne par 2-CAT (resp. par 2-CAT )
la sous-catégorie pleine de 2-cat (resp. de 2-cat ) formée des 2-catégories
X telles que, pour tout x, ye | X| on ait X(x,y)eCat (resp. Cat ). On

peut alors introduire (voir aussi [2]) la notion de transformation 3-quasi-

naturelle :

3.6.5.1. Soit X une 2-catégorie, M une 3-catégorie et S, T: X » M deux 2-
foncteurs. Une transformation 3-quasi-naturelle de S vers T consiste en:
I° Pour tout x¢| X|, un 1-morphisme a, : Sx» Tx,

2° Pour tout 1-morphisme f: x> y ¢ X, un 2-morphisme ag:

Sx Zx Tx
S T
f' “f/ f
Sy @, Ty

3° Pour tout 2-morphisme 6: f = g: x > y, un trois-morphisme ag

Tfoa, i ayo Sf
T@ ax ae/ jaySG
a
Tgoa, f ——-a 08¢

et ceci de maniére que 1'on ait:
Ql- aidlf = ldl af 9

Q2 ap o) =azT(8)a, oa,S(0 )ag,

Q3. aid2x =id2ax’
Q4 a5,gy="(a;SeTEay TéTfax)o(azS;gS@aéSfoaf)

(avec des notations évidentes ).
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En particulier de Q1 & Q4 il résulte que

a

id :idlax et a(ff)=a}‘~5fo Tf-af.

lx
3.6.5.2. Soit a: S» T et B: T >V deux transformations 3-quasi-naturelles
avec S, T, V: X-»> M. On définit alors la transformation 3-quasi-naturelle

composée Ba: S~ V en posant

(Ba), =Byoa,, (Ba )f =Byaf°Bfax’

(Bay =ByagBpa, o Byaeﬁfax .
On vérifie que cette composition est associative et unitaire, si bien que
I'ensemble des 2-foncteurs X > M est l'ensemble des objets d'une catégo-

rie ayant pour morphismes les transformations 3-quasi-naturelles. De plus

tout 2-foncteur F: X > Y induit un foncteur
0F,MO:-0 Y, MO -0 X,M1

entre les catégories de transformations 3-quasi-naturelles ainsi définies,
et l'on obtient un foncteur [| - ,M | : (2-CAT )°P» Cat déterminant sur ¥

une structure de catégorie interne a la catégorie 2-CAT .

3.6.5.3. Si X et Y sont des 2-catégories, M une 3-catégorie et

x—S y—T _y

des 2-foncteurs, 1'obj et comma SU ¢M|] T dans 2-CAT existe et est la 3-

comma catégorie décrite par Gray dans [7] page 32.

3.6.5.4. En particulier prenons M = 2-CAT, la 3-catégorie des 2-catégo-
ries, 2-foncteurs, transformations 2-naturelles et modifications. On obtient

ainsi les résultats suivants:

3.6.5.4.1. Pour tout J: X » 2-CAT ¢ 2-CAT tel que Xe |2-CAT| et que J
se factorise A travers 2-Cat C_, 2-CAT , la catégorie 2-CAT est J-stable.

3.6.5.4.2. Si 2-CAT est équipé de la structure 3-quasi-naturelle de 3.6.5.3
et 4, dans C = Z-CZT, avec A = 2-CAT , le morphisme j: 1 17 2-CAT

est A-dense. Ce résultat peut étre appelé le 3-Lemme de Yoneda.
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4. COMPOSITION DES I'-MACHINES, DES I"-DIAGRAMMES.

Dans ce paragraphe on commence par montrer que 1.19 est en fait
une 2-adj onction, et par préciser quelques points de la démonstration Prop.
2, page 7, de [9]. Ceci nous permet ensuite de démontrer que, si I' est
K-stable (Définition 4.2.2), la composition des I'-machines est possible
et représentable «a la Kleisli» par la composition des ['-diagrammes (Défi-
nition 4.4.4). Le corollaire 4.5.5 sera utile pour le Théoréme 7.10 de lax-

cocomplétion. Voir aussi 7.12.

4.1. Soit A, C, X des objets de CAT, II, 3 et F des foncteurs, et une
transformation naturelle f: 7 > ¢ F situés comme sur le dessin ci-dessous;

on a alors une bij ection naturelle

4.1.1. A F C A F K<le> Ko

R/—\/E
CAT// X = 7

f
Py
dX

CAT CAT

entre les transformations naturelles B:T[» X F vérifiant dy.B =f, et
les transformations naturelles B: 1> ZK<F,f> ou Il et £ sont les cor-
respondants de [I et 2 dans I'adjonction K~ D de 1.19: si B est don-

né pour tout ae| A | par

n(a) o(F(a))

Pa /\ SF(a)
X
on définit B par B, ,) = (b,),-
En particulier, on en déduit, en prenant
A=C, F=1ldy e f=1

que l'adjonction K< D est une 2-adjonction et que I'on a donc une bijec-
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tion naturelle

4.1.2. A A Kn

_— 3

CAT//X = =« vs M| —
dy
CAT CAT X

Si I'on prend seulement F =/d,, on obtient en rapprochant 4.1.1 et 1.11,

et compte tenu de la Définition 2.4.10, une bij ection naturelle

4.1.3. A A

CAT//X

Cette bijection 4.1.1 permet de retrouver la Proposition 2 de [ 9] en défi-

nissant Ky : D?X-> DX par Kyx(B)= B et en énongant 4.11 sous la forme
4.1.4. Pour tout X de CAT le diagramme

D?x Didy) D( Cat )
Ky Ky
dx
Dx Cat

est un produit fibré.

En effet, on déduit de 4.1.4 que K: D%+ D est une transformation
naturelle cartésienne, on vérifie que U:/ld; - D définie en 1.6 est une
transformation naturelle cartésienne, on remarque que 9 est un 2-foncteur

préservant les produits fibrés, et on conclut que:

4.1.5. Le triplet (D,U,K) est sur CAT une 2-monade & «isomorphismes
prés» cartésienne.

On note que, vu les remarques ci-dessus, pour prouwer 4.1.5 il suf-
fit presque (& des isomorphismes prés) de vérifier les axiomes de triple
au seul point X =1,

Le second théoréme de [9] suivra alors de 4.1.5 et 4.1.3.
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4.2. Soit ' : M > Cat tel que l'on ait un carré commutatif

2.1, )
42 Dbt —L e D — D¢ Cat)
Q (D Ky
M T Cat

4.2.2. DEFINITION. Le foncteur [ est dit K-stable s'il existe un produit
fibré (1) de la forme 4.2.1.

Par exemple, si [' est l'insertion de Ens, de Gr ou de Ord dans
Cat, I est K-stable.

Considérons donc I' et @ tels que (1) commute. En considérant

le diagramme

4.2.3. ?FX Yx Dy
0y (4) Ky
ODx VX 9y _YDX oy
(3 l.(Dr/.LX Drdy Ddy (2)|dy
DM 2l Dp Car YEoE D Cat
ﬁ (1) Kl\

M Cat

on voit, puisque fDr préserve les produits fibrés, que y : .‘Dr > 9D est car-

tésienne et que (2) est cartésien (4.1.4), qu'il existe un unique QX , de

fD[-\fDFX vers fDl—-X tel que
nxQx=Q-Pppy et yx.Qp =Ky.ypx-Dpyy.

Le carré (3) est alors cartésien. De plus, si (1) est cartésien, il en est
de méme de (4).

4.3. Soit X et Y deux éléments de CAT . On appelle I'-machine d’entrée
X et de sortie Y la donnée d'un couple M= (n,S), ou

7: X->M et S:KCa-Y

369



38 GUITART - VAN DEN BRIL

sont deux foncteurs. Un foncteur isomorphe a un kr-” est appelé une ['-

cofibration.

La donnée d'un @ faisant commuter (1), 4.2.1, permet de définir

le composé de

comme étant la["-machine NaM X - (n%5") | 7 aéfinie par
43.1. (n",8") = (n',8")8(n,S) = (Q.Dp(n".S). 1L, "k 1 (5)).

On a Itan = kr*ﬂ.s*/tr”r et

4.3.2. T
s*kr/ kr’f”.(S)

KT'm produit fibré KI'#'
k S’
V N An, \
X Y Z

En effet, le seul point a vérifier est que les ['-cofibrations se composent,

ce qui résulte du

4.3.3. LEMME. Soit 7: X> M et p: K['m > M ; alors

krﬂ'krp =kro.®l—wp.lfl: .
Cette derniére formule, pour un I" arbitraire, résulte de ce que d'une part

elle est vraie pour I' =Id,, comme le dit le Lemme 2 de [9], page 13,

et de ce que d'autre part y est naturelle,
r - -
)/Kl"ﬂ.lﬂ _lr‘ﬂ et P.Q—Kl.yCat.EDr\r‘.

4.4. Soit X et Y deux éléments de CAT . On appelle I'-diagramme dans Y
indexé par X la donnée d'un foncteur p: X » @rY.

La donnée d'un Q faisant commuter (1) (4.2.1) détermine pour tout

X un Qy: fDI%X - fDFX (4.2.3) et permet de définir le composé de

y:X—»fDrY et V:Y-»fDl-vZ

par la formule
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4.4.1. v&y, =Q,.Dpv.u.

On désigne par F—macQ (resp. par F-diagQ ) le systéme multipli-
catif constitué par l'ensemble des [-machines(resp. des ['-diagrammes) et
la composition b (resp. la composition o ). Ce n'est pas en général une
catégorie, car la composition n'est pas en général associative.

D'aprés 1'adj onction KEF ~ I"*D (1.20), en associant a p:X—»@l—‘Y
laI"-machine

*
(dl . p.8), o s=8Y.al " (u)

apparait dans le produit fibré

r* r
4.2, .
44 %y ® Py By __y
produit fibré al;

Y
on détermine une bijection A:I'-diag > I"-mac de 1'ensemble des I'-dia-
grammes dans l'ensemble des ["-machines.

Enfin, si M=(7,S) et N=(#",S’) sont des ['-machines de X
vers Y, on appelle bimorphisme de la premiére vers la seconde la donnée
d'une transformation naturelle t: F> G, ou F, G: X —>@l—‘ Y sont A 1M
et A"IN respectivement. Compte tenu de ce que, dans CAT, le foncteur
(-)2 commute avec les produits fibrés et compte tenu de 4.1.1, on constate

que la donnée d'un bimorphisme équivaut a celle d'un couple (a,¢ ), ou
a:m>n' et ¢p:5-> 85" K<Ily,["a>
sont des transformations naturelles donnant lieu a un diagramme

4.4.3. KI'#n
"I‘n S
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(En effet, on prend a=pyt et ¢p = [Ta avec la notation de 4.1.1.)

Des machines M et N sont dites équivalentes s'il existe un foncteur
inversible h: KI'm » K"’ tel que
kr\ﬂr.h I.IL‘F" et S'".h=3S 5
on écrira alors M= N.
Des machines M et N sont dites isomorphes (resp. strictement iso-
morphes ) s'il existe des transformations inversibles a et ¢ (resp. et si de

plus ¢ = Idg ) donnant un diagramme 4.4.3.

4.4.4. DEFINITION. On dira que la composition des ['-machines est défi-

nie et représentable par Q si pour tout M: X--+Y et N: Y--~Z , on a

NQO MzA(A'INoQA’IM) =A(Q, . Dp(AIN). AT M),

Si I'' est K-stable, alors  est uniquement déterminé tel que (1)
(4.2.1) soit cartésien, et on convient de supprimer dans la définition et les
notations précédentes la lettre (. Ainsi les systémes multiplicatifs des ['-

diagrammes et des I'-machines seront alors désignés par

[-diag et I'-mac.

4.5. On vérifie d'abord en définissant pour tout Z les catégories A[; et

gl

7 comme étant les produits fibrés

4.5.1. Ty ty
. l—‘ .
AL Pz B, )/
qZ ag et SZ (Zl;
O Dz ) T Iz Iz Dz

Pz
que la composition des ['-machines est représentable par () ssi il existe
un isomorphisme hg: Ag > Bg tel que

r_r r ' _,r
sz-hy —apoZ'qZ et B, .t,.hy =By .74

. , . |
(mais pas nécessairement Ly hZ =r, )

Ceci est effectivement vérifié si I' = Id. ., et c'est en fait ce qui
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a été montré en [9] dans la Proposition 6, page 13. En notant 4, et B,

Id
pour 4,

r
4.5.2. 4] A

qz/

NPz DDz

Id
Cat o B ant on vérifie que 1'on a un produit fibré

r

a

Z Dz
Z——DDZ — DDZ
@F@F nyFZ SDF @yz

et que Bg s'insére dans un cube

[’
4.5.3. B, B,

\ (5)

@F{DFZ@L@F@Z _YDZ g9z
QZJ (4) K,
Dz T Dz

/ N
> Nz 9z

Si 1'on suppose que (1) (4.2.1) est cartésien, alors (4) et donc (5) sont

aussi cartésiens. On peut ainsi définir hg et (hl; yT a partir de h, et

de h'zl de maniére évidente. Il vient :

4.5.4. THEOREME. Si I': M > Cat est un préfaisceau K-stable, alors la

composition des I'-machines est définie et représentable (ausens 4.4.4).

Soit maintenant, avec des notations identiques & celles de [12],

T contenu dans Cat tel que:

4.5.4.1. La catégorie 1 appartienta T.
4.5.4.2. T est une sous-2-catégorie pleine et 2-pleine de Cat.
4.5.4.3. Pour tout 7: X Cat, KneT ssi XeT eta(X)CT.

Alors, sil' =T c__, Cat, @F est au sens de [ 12] le foncteur To-et I
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est K-stable. En utilisant la monade & isomorphismes prés 9 (pseudo-doc-
trine Cat,o- dans [12] page 227) et la transformation naturelle cartésienne

y:fDl-‘>-—->fD,onprouve le

4.5.5. COROLLAIRE. Soit T une sous-catégorie de Cat vérifiant 4.5.4.1,
2 et 3. Alors la composition des T-machines est définie et représentable,
est associative a isomorphismes prés et donne donc lieu a un triple a iso-

morphismes prés Dy, sous-triple de D.

5. EXTENSION DE KAN AU-DESSUS D'UNE CATEGORIE DX.

On sdit depuis [14] que la «cocomplétion» d'une catégorie X est un
quotient de DX, la catégorie DX n'étant pas en général cocompléte et le
foncteur Ky : D2X> DX n'étant pas un foncteur lim sur PDX. Ce dernier
point sera élucidé au paragraphe 7. Cependant un certain nombre de calculs
de limites ( ou d'extensions ) sont valables dans DX, grace & 1'adjonction
K- D (1.19) et au lemme 6.2.5 plus loin, et ceci conduit a préciser la
structure des catégories d'extensions Ext X en rapport avec Ky : DX - DX
et 4 poser le probléme de la «spécialisation» des machines par la spécifi-
cation d'un type de cylindres et de diagrammes. Comme déja décrit en [9],
ceci est lié a 1'esquisse des structures, au besoin par des esquisses «lo-

cales» comme dans [4]. Voir aussi les questions de cohérence de [12].

5.1.1. Soit 7: DP» CAT un foncteur. On désigne par K'rr la catégorie dont

les morphismes sont les triplets (v, f,¢), ou

feX, veln(B(f))|, ten(a(f)) avec n(f)(v)=PB(t);

autrement dit, K'z = K(n; )P avec

my =DP—"__ cAar — ()% car

On note £ : K'n > D le foncteur associant f a (v, f,¢).
Si de plus D est une 2-catégorie, notée D, et Il : DP»CAT un 2-
foncteur dont la restriction aux l1-morphismes est 7, alors K'n est munie

d'une structure de 2-catégorie, notée K'Il, en prenant, si

(v,f,t), (v, f's8'): (x,u)> (y,v),
K'T((f,t), (f',t'))=10eD(f,f')|M(O)(v).t =¢'}.
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Sa catégorie des 1-morphismes est K'n.
En particulier en prenant pour II le 2-foncteur X('): Cat?> CAT,

on obtient pour k le foncteur dy DX - Cat.

5.1.2. Si D a des coproduits et si 7 commute avec les produits (i.e. s'il
transforme coproduits dans D en produits dans CAT ), alors K'» a des co-

produits préservés par £/ .

5.1.3. Si D a des coproduits, si pour tout objet x de D la catégorie w( x)
a des coproduits, et si pour tout f: x>y de D le foncteur #(f ) a un ad-

joint a gauche, alors K'n a des coproduits.
NOTA. Des propositions analogues 4 5.1.2 et 3 se trouvent dans Horrent.

Pour la question des sommes fibrées, on démontre d'abord le point

suivant sur la colocalisation dans K’z : Soit
m:DPs CAT et (=, a)d K'n|

On définit un foncteur o: (x}D)P> CAT en associant & f: x>y la caté-

gorie (a{m(f)) eta h: f>g (tel que h.f=g) le foncteur
o(h): aln(g) > ala(f),
quia m:(c,u)>(c',u’) associe
o(k)(m): (a(h)(c),u)~> (n(h)(c’), u’).
Il vient:

5.1.4. On a un isomorphisme i:(x,a){K's » K'c rendant commutatif le -

diagramme
(x,a)|K'n L K'c
proj ke,
K'n k7; proj 4D

Alors 5.1.4 permet de donner des conditions pour que K'oc posséde des co-

_ produits. En particulier, on obtient

5.1.5. Si D a des sommes fibrées, si, pour tout x¢| D], #(x) a des som-
mes fibrées, et si pour tout f le foncteur 7(f) a un adj oint & gauche, alors

K'n a des sommes fibrées préservées par k.
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Appliquant cecia 7 = x(-) (cf. 5.11), on voit que
5.1.6. Si X est a petites limites inductives, DX 'est aussi.

En effet, ceci résulte de 5.1.5, puisque pour tout [ les extensions
de Kan le long de f existent par hypothése sur X, i.e. xf =n(f) aun

adj oint 4 gauche.
En fait, sans hypothése sur X, on vérifie :

5.1.7. Pour tout Xe| CAT|, DX est a coproduits, et ceux-ci sont préser-
vés par dy .
Mais si X n'est pas cocompléte, DX ne l'est pas non plus en gé-

néral ; plus précisément :

5.1.8. Si X a des conoyaux, DX n'en a pas nécessairement, comme on le
voit en prenant pour X une catégorie connexe sans objet faiblement final,
par exemple

X= e ..

Prenons X =1 dans 5.1.6; il vient que D1 = Cat est cocompléte.
On sait (voir Gray, Bourn, Street) que la colimite ordinaire d'un foncteur
m: A > Cat peut se calculer a 1'aide d'identificateurs; en fait on peut la
décrire par un calcul de fractions «strictes» (un calcul analogue setrouve

déja dans Ehresmann [Se]):

5.1.9. Soit Ce| CAT| et 3 une sous-catégorie de C telle que |Z| =|C].
Il existe une catégorie D et un foncteur p: C- D tel que, pour tout ueZ ,
p(u) soit une identité (et pas seulement un inversible) et soit universel
pour cette propriété. p sera noté py et D sera noté c32 ! ou C/% s'il
n'y a pas de risque de confusion avec les catégories commas ou les caté-
gories de fractions ordinaires.

En fait, C/% peut se calculer comme étant la catégorie quotient de
C par la congruence bicompatible engendrée sur C par les identifications

élémentaires :
f~g ssi f et g sont connectés dans I{] ,oul:2C_, C.

NOTA. Ce calcul serait & rapprocher de 1'usage que R. Street fait du fonc-

teur 7 : 2-Cat > Cat ou pour toute 2-catégorie A, la catégorie mx4 a les
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mémes objets que A4 et ot
mxA(X,Y)=a, (A(X,Y));
mp : Cat > Ens est le foncteur «composantes connexes».

Désignons comme dans [9] par Hr la sous-catégorie de K7 cons-

tituée des morphismes «plats», i.e. de la forme (7 (f )(u),f,u). On a
5.1.10. limm~(Kn)(Hr ).

Ceci décrit limm a l'aide de la lax-colimite K7 de 7. On verra au
paragraphe 7 que DX est lax-cocompléte. On peut donc espérer calculer
les colimites (et les extensions) & 1'aide des lax-colimites, autrement dit,

essentiellement & 1'aide de 1'adj onction K < D.

Pour achever ce n°® 5.1, on précise 5.1.6 en, montrant comment {'ad-
jonction K~ D de 1.19 permet, si X est cocompléte, de calculer les ex-
tensions de Kan au-dessus de DX.

Soit & calculer l'extension de G: M > DX le long de V: M > N. On

forme l'extension au-dessus de Cat (calculable gracea 5.19 point par point)

5.1.11. " 4 N
d.G ¢
X /—\ o
Cat

et on en déduit K<V,¢>: K(dy.G)> Ko . On consideére alors le trans-
posé G: K(dy.G)» X de G dans I'adjonction K~ D, et on forme 1'ex-

tension

5.1.12. K(dy.) K<V,é>

e

d'ot 1'on déduit (griace 4 4.1.1)
M 4 N
~
G\M
Dx
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et c'est I'extension cherchée.

5.1.14. On remarque que, inversement, si [3 est une extension, alors 3 est

une extension. On en déduit, avec les notations de 5.2 ci-aprés, que:
5.1.15. PROPOSITION. On a
PeExtDX <= (D(dy )(® )eExt(Cat)et Ky(P®)eExtX ).

REMARQUE. D'aprés [7] page 15 (et page 237), on peut préciser que 1'ex-

tension 1.12 se calcule comme suit: Soit & calculer une extension

N—\%
X

On associe d'abord & F (voir 2.4.2, 6 et 7) le foncteur Fi-: B> CAT , la
fibration qu--' K(Fl-)=F}|B> B et le foncteur Vi: FIB > E (noté
2

P, en 2.4.2). Le probléme se réduit a calculer une extension

5117 B kF*-

Or d'aprés K =/ D, on a un unique S: B> DX tel que S=H. V; on prend
R =1lim.S.

On peut faire cette opération 5.1.15-16 dés 5.1.11.

5.2. On désigne par Ext X la sous-catégorie de DX constituée des mor-

phismes qui sont dy-cartésiens, i.e. des diagrammes

y F B

N

X

présentant ¢ comme extension de Kan de p le long de F.

5.2.1. Pour tout

(A,p)e|ExtX] = |DX],
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la catégorie (A,p )} Ext X est une sous-catégorie pleine coréflexive de la
catégorie (A,p N DX.

Puisque (A,p )}DX » DX crée les limites proj ectives, il résulte
de 5.2.1 que (A, p )}Ext X est aussi compléte et cocomplete que (A, p }DX
et donc aussi compléte que D X.

En fait, si X est cocompléte, on a
5.2.2. Deux objets (A,p) et (B,q) de ExtX ont méme composante con-
nexe dans Ext X ssi limp =~ limq.

I1 en résulte:

5.2.3. Ext X n'a pas en général de coproduits.

5.2.4. Avec les notations de 5.1.9, si X est cocompléte, la catégorie X =
=(DX)(Ext X)'I est équivalente & X ; si X est quelconque, alors tout
foncteur vers X de source petite a une colimite dans X, et X est univer-

selle pour cette propriété.

5.3. Non seulement ExtX n'est pas a coproduits en général, mais de plus
I'insertion Ext X C_. DX ne préserve pas les coproduits qui existent dans

Ext X . En effet, soit 4 le groupoide

5.3.1. y A b

Ens

Le lemme de Yoneda pouvant s'énoncer sous la forme:

*5.3.2. Pour tout objet x de X le diagramme 1 x” X €st une
: 1
une extension, A x
1\/"* X(x,-)
Ens
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on peut prouver que 5.3.1 est un coproduit dans Ext( Ens ) non préservé par

Ext(Ens)C_, DEns.

5.3.3. En général 'inclusion Ext X, DX ne conserve pas les extensions,

i.e. ne donne pas lieu & un foncteur ExtZ X > ExtDX.

5.3.4. En général il n'existe pas de factorisation

Bat? X CMExt X | QR X +®°——G"—X—»®?X
| “x
Ext X d Dx
ni de factorisation
DEmy —D°TX___goy
| .
ExtX — 22X Dx

Par contre on déduit de 5.1.15 que :

5.3.5.8i dy: DX > Cat préserve les extensions ( par exemple si X a un ob-

jet final), alors on a une factorisation
can
ExtDX DX g2y
Kx

Dx

EJ X canx

4 F B
oA
X

est dite absolue si pour tout G: X » Y le diagramme

A - F B
N\A
Y
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est une extension.

On vérifie que (F,f):7 >0 est une extension absolue ssi c'est
une extension «pointwise» et si la limite que 1'on calcule pour obtenir o( b )
pour tout B e|B| est une limite absolue au sens de [16].

On peut montrer aussi que (F,f): 7> o est une extension absolue

ssi pour tout objet x de X le diagramme

il B
X(x5')f
X(x,-)n T X (x,-)o
Ens

est une extension de Kan au-dessus de Ens, ou encore ssi Yoneday.f est

une extension.

On désigne par Exa X la sous-catégorie de ExtX constituée des

extensions absolues.

5.4.1. PROPOSITION. Exa est un sous-foncteur de D tel que L'on ait une

factorisation

Exa®D oy P2

| -

Exa can )

et, a cause de 5.3.4, il n'existe pas de factorisation

D Exa fD(can) 92

| N

Exa > can )

5.5. Cas de Kr .

Soit m: X»> CAT et Kn la catégorie produit croisé. On a:

5.5.1. Kr a des coproduits dés que X a des coproduits, que pour tout ob-
jet x de X, n(x) a des coproduits et que, pour tout fe X, n(f) conserve

les coproduits.

5.5.2. Kn a des produits dés que X a des produits, que, pour tout objet x
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de X, m(x) a des produits et que, pour tout feX, n(f) a un adjoint a

droite.

Afin de localiser ces remarques, on prouve l'analogue de 5.1.4:

5.5.3. Considérons un diagramme

XN/\/Y

CAT

et un objet (y,b) de Ko, d'ol un diagramme

Kn

F Y y 1

X
et un foncteur induit A comme en 6.2 ci-aprés
A:K<F,f>\(y,b)—F}y.
D'autre part, associé a (F,f ): 7 > o, on détermine un foncteur
r: Fly — CAT
en associant 2 g: Fx > y la catégorie comma attachée a

b
T S oFx 78 oy 1

eta (x,g)> (%,8) le foncteur associé comme en 6.2 au diagramme :

nx__f.x_.oFx 78 ayﬁb
n% —% « gF% —C& oy b

Alors on a un isomorphisme
i: K<F,f>l(y,b)—Kr tel que k,.i=A.
Ce Lemme 5.5.3, joint 4 5.5.1 et 5.5.2, montre soit par une réflexion
directe, soit en utilisant le Théoréme 6.2.5 (et en réalité seulement dans

les cas particuliers envisagés par Leroux ) que:
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5.5.4. S(;it 7: X> CAT tel que pour tout f de X, nf admette un adjoint
a droite. Alors :
1o Si X a des limites inductives et si pour tout objet x de X la ca-
tégorie 7(x) a des limites inductives, alors K7 a des limites inductives.
20 Si X a des limites proj ectives et si pour tout objet x de X la ca-
tégorie m(x) a des limites projectives, alors K7 a des limites proj ec-

tives.
Pour DX ceci donne en particulier :

5.5.5. Si X est a petites limites inductives, alors DX aussi (voir déja
5.1.6); et si en plus X est & petites limites proj ectives,il en est de méme
de DX. Ainsi si X est compléte et cocompléte, alors DX est compléte

et cocompléte.

5.6. Probleme de la spécialisation des machines.

" On prolonge ici le paragraphe 4 de [9] & la lumiére de 4.5.4 et de

5.1 a2 5.4 particuliérement.

5.6.1. On dit que A est un type de cylindres (et diagrammes ) si A est la
donnée pour tout X ¢| CAT| d'une sous-catégorie AX de DX. On dit
aussi que A est une spécialisation de la théorie des machines. Une ma-
chine X» DY a valeurs dans A Y est dite machine de type A ou A-ma-

chine.

5.6.2. Sip:l >+ DX est une famille de cénes et cylindres de X indexée
par la catégorie I, un foncteur F: X Y est appelé A-réalisation de p

dans Y ssi on a un diagramme ‘commutatif

I > I3 DX
DF
AYcC DY

En particulier, F sera dit A-continu, ou un A-faisceau, si c'est une A-

réalisation de p =A X c. DX dans Y.

On désigne par A-Faisc(X,Y) la sous-catégorie pleine de la ca-

tégorie CAT(X,Y ) constituée des A-faisceaux, et on appelle A-faisceau
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associé @ Fe¢CAT(X,Y ) une structure libre F engendrée par F relati-

vement au foncteur A-Faisc(X,Y ) CAT(X,Y).
5.6.3. On a deux problémes principaux ( qu'on ne résoudra pas ici):

5.6.3.1. Classer les A tels que tout F: X» Y admette un A-faisceau as-
socié.

5.6.3.2. Classer les A tels que les A-machines se composent.

5.6.4. Comme autre exemple de probléme, on peut reformuler la définition
des machines adjointes de [ 9], page 30, dans le contexte des A-machines.
L'existence de A-machines adjointes résultera de celle de certaines ex-
tensions de Kan au-dessus des catégories A X : on pourra chercher & énon-
cer précisément ces conditions. Ainsi un foncteur F: X»> Y vu comme une
Fam-machine (cf. 1.20.2) admet une adjointe ssi Fam(F ) admet une ad-
jointe compatible avec les produits croisés Ky, Ky (voir [9], page 30).
Pour que Fam(F) ait un adjoint, il faut et il suffit que F admette un se-
mi-adj cint au sens de [4], et ceci a lieu ssi pour tout y¢| Y| le foncteur
Fy =Y(y,-).F est semi-représentable, i.e. tel qu'il existe une petite

famille (x;), ; = ® d'objets de X telle que pour tout x¢! X!| on ait:

Fo(x)=H®(x)= U X(x,%).
ie [

el

5.7. Exemples de types de cylindres ou spécialisations.

5.7.1. Pour tout X on note CX la sous-catégorie de DX constituée des
cones

A 1

\A/,

P\ /%
X

5.7.2. Si § est une partie de Cat, on désigne (voir [9], page 26) par ng

la sous-catégorie de CX constituée des cones A: p » x~ qui sont des co-

limites et ol p: 4 » X avec Aed.
5.7.3. Pour tout X, la catégorie ExtX C DX est définie en 5.2 et
ExtXncX = 8Caty,
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5.7.4. Pour tout X la catégorie Exa X est définie en 5.4.

5.7.5. Pour tout T C Cat la sous-catégorie @TX de DX est introduite en
4.5.5.

5.7.6. Pour tout X on définit un foncteur 0:D(X)%> Cat en associant
3 tout p: A»> Xe|D(X)P| la catégorie des coénes A:p > x~ de base p ;
on définit les G-lentilles («colenses» dans [11]) comme les éléments de

DX inversés par O et on note EOX la catégorie de ces O-lentilles. On a :
SgXncx =gCery,

5.7.7. Si VCDEns, on introduit pour tout X la catégorie V-DX consti-

tuée des (F,f)e DX tels que, pour tout xe|X|, on ait
DeX(x,-))(F.f)eV.

5.7.8. Les constructions C, gg, Ext, Exa, '(DT’S‘@ , V-9, ci-dessus, sont

des exemples de spécialisations A ; on sait (5.4.1) que les Exa-machines

se composent et on a vu (en 4.5.5) une condition pour que les @T-machi-

n es se composent.

Comparer ces spécialisations, et plus généralement fournir une clas-
sification des spécialisations, voild un probléme trés lié au probléme de

cohérence et aux clubs de Kelly (voir [12]).

6. EXTENSION DE KAN DANS UNE 2-CATEGORIE DJX.

Les Théorémes 2 et 2bis de [9] d'existence d'extensions de Kan
dans les 2-catégories DX (extensions de Kan paramétrées) sont généra-
lisés ici grace & quelques aménagements des méthodes de localisation d'ad-
jonctions de la These de Leroux [15]. Les résultats des paragraphes 6.1
4 6.4 ont été annoncés en [20]. En 6.5 on en propose une généralisation
(utilisable par exemple pour les problémes de quasi-extensions de Kan pa-
ramétrées ). En 6.6 on en donne une variante et une application au reléve-
ment des monades qui sont dies & Rosicky [18]. Il semble qu'une appli-

cation aux situations des deux premiers articles de [22] soit possible.

6.1. Soit dans CAT quatre foncteurs G, S, T, K tels que GS=TK. On
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peut énoncer une propriété des foncteurs & quasi-quotients de [5b] rela-
tive 4 un probléme universel étendant celui de la colimite (qui se retrouve
ci-aprés avec K =T =1Idy ) et qui est un cas particulier de la notion de

limite conditionnée de Bourn.

G.1.1. Si la colimite de S existe et est conservée par G, si lacolimite de
T existe et si G est & quasi-quotients, alors, en notant X la source de

G, il existe
xe|X|, A:S>x" et u: T>G(x) avec GA =pK
et tels que, pour tout
x'e| X|, N':S>x" et p':T>G(x')" avec GA'=p'K,
il existe un unique ¢: x> x' e X vérifiant
tAA. =A' et Gt"l. =u'.
En particulier, on a:

€.1.2. Si G: X > A est & quasi-quotients et si 4 est 4 sommes fibrées, G
vérifie la condition:

(q) Pour tout
xe|X|, u:a>G(x) et v:a->beA,
il existe
J:x->yeX et i:b>G(y)eA telsque Gfj).u=i.v
et vérifiant la propriété universelle suivante : pour tout
Jlix->y"eX, et i':b->G(y')eA telsque G(j').u=i'".v,

il existe un unique t: y>y'eX tel que t.j =j' et G(t).i =i".

G
l/ = /:
a > b

6.1.3. DEFINITION. Un foncteur G: X > A vérifiant la condition (q) de
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6.1.2 sera appelé un g-foncteur.
On a alors :

6.1.4. Tout g-foncteur est & quasi-quotients et tout foncteur & quasi-quo-
tients de but une catégorie & sommes fibrées est un g-foncteur. De plus une

catégorie A est & sommes fibrées ssi Id, est un g-foncteur.

6.1.5. Un foncteur H = H3H,H; est un g-foncteur dés que H; est a quasi-

quotients, que H, est un g-foncteur et que H3 a un adjoint & gauche.

6.1.6. Si G: X > A est un g-foncteur (resp. est & quasi-quotients) et si B
est une catégorie, alors GB: X8 AB est un g-foncteur (resp. est & qua-

si-quotients ).

6.1.7. La notion de foncteur & quasi-quotients est due 2 Ehresmann [5b] et
a été introduite pour 1'étude des structures algébriques dans les catégories.
On notera qu'un foncteur de la forme /1:”: Km > X (i.e. foncteur cofibrant)
est nécessairement & quasi-quotients, et est donc un g-foncteur si X est
a sommes fibrées.

On notera aussi (cf. [9], page 19) qu'un foncteur G: X > 4 esta
quasi-quotients dés que G admet un adjoint & gauche et que X est & som-

mes fibrées.
6.2. Soit dans CAT le diagramme (d) ci-aprés:

Xx—C& 4. F

(d) L T

X' = A’ F Y’
Les données de (d) déterminent un foncteur
A:FiG~> TF{TG » F'RYG'L > F\G'L » F'|G’
(ot F{G désigne la catégorie comma de F et G pour la structure usuelle

9o

A ~ A2 A

de graphe sur 4, voir 2.4.1), défini par
Aly,m,x)=(R(y), ld,. T(m).Oy, L(x))
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etA(v,u)=(R(v), L(u)).
6.2.1. Soit G: X» A, Fet H: Y > A des foncteurs, et soit 0: F > H une
transformation naturelle, o G est un g-foncteur. Alors le foncteur

01G: H{G — FIG

déduit des données a un adjoint & gauche.

6.2.2. Soit G: X> A, F:Y> A et T: A> B des foncteurs, ot G est un
g-foncteur et ot T a un adjoint & gauche. Alors le foncteur induit de F{G
vers TF{TG a un adjoint & gauche.

En effet, si S- T (e,7n), ce foncteur induit est isomorphe a 5 F|G.
6.2.3. Soit G: X»> A, F:Y> A et R: Z> Y des foncteurs, ot G est un
g-foncteur et ot R admet un adjoint 4 gauche. Alors le foncteur induit de

FR{G vers F|G aun adjoint & gauche.
6.2.4.Soit G: X» A, F:Y> A et L: Z -+ X des foncteurs, ot L a un ad-

joint & gauche. Alors le foncteur induit de FIGL vers F|{G a un adjoint

a gauche.
En combinant les résultats 6.1.5 et 6.2.1 4 G.2.4, il vient:

6.2.5. THEOREME. Le foncteur A associé en 6.2 au diagramme (d) a un
adjoint a gauche dés que les trois foncteurs L, T et R ont des adjoints
a gauche et que G est un g-foncteur.

REMARQUE. Le Théoréme de Leroux dans [15] (page 165, 3.3) affirme
I'existence d'un adjoint & gauche pour le foncteur a4 » a'} A’ induit par
T:A-> A" et f:a’"> T(a) dans le cas o T a un adjoint & gauche et ol
A est 2 sommes fibrées. On retrouve cette situation & partir de 6.2.5 en y
faisant

G=ld,, G'=Ildy,, Y=Y'=1, 6=f.

6.2.6. RAPPEL. On a vu (de 5.5.3 & 5.5.5) une applicationde 6.2.5 aucal-

cul des colimites dans D X.

6.3. Soit K une 2-catégorie ayant des obj ets commas.

6.3.1. DEFINITION. On dira que le I-morphisme G: X+ A de K estun
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g-morphisme ssi, pour tout 2-morphisme @: F» H:Y » A le 1-morphisme
0{G: H{G — F{G

déterminé par la propriété universelle des objets commas admet un 1-mor-

phisme adj oint & gauche dans K.

6.3.2. Un foncteur G: X » A est un g-foncteur ssi c'est un g-morphisme de
la 2-catégorie CAT . On démontre alors de maniére analogue & 2.5 (ou par

le Lemme de Yoneda) que :

6.3.3. Soit dans K le diagramme (d) (cf. 6.2) et soit A: FiG » F'{G' le
1-morphisme associé & (d) grace 4 la propriété universelle des objets com-
mas. Alors A admet un adj oint & gauche dés que L, T, R ont des adjoints

a gauche et que G est un g-morphisme.

6.3.4. Réciproquement, si G est tel que, pour tout diagramme (d) o L, T,
R ont des adjoints & gauche le 1-morphisme A associé admette un adj oint,
alors G est un g-morphisme. Ceci montre que la notion de g-morphisme est

exactement la notion adaptée au transfert d'adj onction.

6.4. Comme indiqué en 5.1.1 et 5.1.5, pour toute catégorie X le 2-foncteur
X(-). Cat°P> CAT détermine une 2-catégorie K'x(-) que 'on notera DX,
dont la catégorie des l-morphismes est DX (voir 1.5) et ot un 2-morphis-
mede (F,f):(A,p)>(B,q) vers (G,g): {A,p)~» (B, q) est donné par

une transformation naturelle ¢: F » G telle que gt o f = g.

Le théoréme d'extension de Kan avec paramétres qui établit descon-
ditions d'existence pour les extensions de Kan dans la 2-catégorie DX des
transformations naturelles au-dessus de X peut se retrouver & partir de 6.
2.5 comme suit:

1o Avec les notauons de [9], si (F,f):(A,p)~ (A p) est un 1-
morphisme de DX et (A p) un objet de DX (donc 4, 4, A ¢Cat,

p:4-X, ﬁ:A-»X, ﬁ:A—rX, F:A-4

sont des foncteurs et f:p » pF est une transformation naturelle), les ex-
tensions de Kan le long de (F,f) au-dessus de (4,p) existent ssi le

foncteur « composition avec (F, f)»:
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U:DX((4,5),(4,6))+ DX((A,p),(4,5))
admet un adjoint & gauche. Mais la source: et le but de ce foncteur ne sont

autres que les catégories commas ﬂﬁA et p@ﬁA , et U est le foncteur A

associé au diagramme (*):

ia__p x4 P
* 4F f
ooy
A4 ~ x4 1
AA P
p

2° Plus généralement, avec les notations de 5.1.1 soit II: DP» CAT
un 2-foncteur. Si (f,¢):(x,a)>(y,b) est un 1-morphisme de K'II , alors
pour tout objet (z,c) de K'n le foncteur «composition avec (f,t)» de
K'II((y,b),(z,c)) vers K'Il((x,a),(z,c)) est du type A défini au
paragraphe G.2. On le voit en construisant le diagramme analogue pour II

de (*), obtenu en remplagant dans (*):

X4, A4, 4, etc.. par w(y), D(y,z), Ev,, .
Il vient donc le résultat:

6.4.1. Dans K'Il, les extensions de Kan le long de (f,t) au-dessusde
(z,c) existent si les conditions suivantes sont réalisées :

I Dans D les extensions de Kan le long de f au-dessus de z exis-
tent.

2 Le foncteur n(f) a un adjoint a gauche.

3 Le foncteur « évaluation en c» Ev,: D(y,z)->n(y) est un g-fonc-

teur.

En particulier, si 1'on prend I1 = X(~/ et si 1'on tient compte de

6.1.6, ce résultat 6.4.1 redonne le Théoréme 2 bis de [9].

6.5. Si 1'on remarque que la construction de la 2-catégorie K'Il est celle
d'une 2-catégorie quasi-comma de II et de 1*:1 » CAT, on peut chercher
adapter 6.4.1 au cas général comme suit:

Soit X,Y et C trois 2-catégories, F: X> C et G: Y- C deux

2-foncteurs. On forme alors (voir Gray [7]) la 2-catégorie quasi-comma
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FIG s'insérant dans un diagramme

6.5.1. FlG Y
I
X F_'.¢

en définissant :

-Un obj et ou O-morphisme de F| G est un triplet (x,u,y), o
u: Fx> GyeC, xe|X|, yelY]|.
-Un l-morphisrﬁe de (x,u,y) vers (X,4,Y ) estan triplet (t,a,s ), ol

t:x>xeX, s:y>yeY, a:Gs.u>u.FteC:

Ft %IGS
|
Fx = Gy

Un 2-morphisme de (¢,a,s) vers {f,a ,5 ) est un couple (6,A), ou

0:t>teX et A\: s> 3¢Y sont tels que

6.5.3. Gs.u a i.Ft
GA.u i.Fo
P
Gs.u g u.Fit
commute.

Ainsi, pour
X=Y=1, F="4A", G="B", C=CAT,

FJG estla 2-catégorie discréte 4B,

On observe que
(FIG)((x,u,y),(%,8,%))) = G(-). ulu.F(-)
et que pour un (%, d,7) arbitraire le foncteur composition avec (¢,a,s) de
(FIG)((%,u,¥),(%,i,7)) vers (FIG)((%,u,y),(%,i,5))

n'est autre que le foncteur A (cf. 6.2) associé au diagramme qui généra-
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lise (*):
654.  X(%, %) 2El) c(Fz,65)—CLLB y(§,5)

X(t,%) C(Ft,Gi)\.\Aa

X(%,2) 3 Fr) C(F%.6G3)gryu Y(%Y)

Y(s,¥)

ol, pour tout v: ¥ > ¥, (4,), = Gv.a.

Lorsque, dans 1'énoncé suivant on prend

F=1—1.CAT, D=Y% e N =(-)?0C,
on retrouve 6.4.1.

6.5.5. THEOREME (recollement d'extensions de Kan). Dans FyG les ex-
tensions de Kan le long de (t,a,s) au-dessus de (%,4,7) existent si les
conditions suivantes sont réalisées :

I Dans X les extensions de Kan le long de t au-dessus de % exis-
tent.

20 Dans Y les extensions de Kan le long de s au-dessus de ¥ exis-
tent.

3 Dans C, les extensions de Kan le long de Ft au-dessus de Gy
existent.

4 Le foncteur 4.F(-): X(%,%)>» C(Fx,G¥) est un g-foncteur (au
sens de 6.1.3 ).
REMARQUE. En appliquant 6.5.5 avec pour 6.5.1 la situation

1
-
Cat >BC . CAT

on retrouve directement ( sans passer par 6.4.1) le Théoréme 2bis de [9],

dit Théoréme d'extensions de Kan avec paramétres (puisque
DX =" 1) X P =( Cat >~ CAT 17X ).

6.5.6. En réalité, pour parler d'extension de Kan au-dessus d'un objet x

d'une catégorie B arbitraire, il suffit, comme on 1'a noté en 3, que le seul
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objet x soit enrichi (dans CAT ) par un foncteur X:B%»> CAT (c'est
dire que I'ona | |. X = B(-,x) ).

Soit C une catégorie, soit m un objet de C enrichi par M: C%P»CAT
soit (avec les notations de 5.1.1)

D<m> =K'M, (z,r)e|D<m>],
Z un enrichissement de z et R: Z > M un enrichissement du morphisme
r. Alors en définissant, pour tout (x,p)e| D<M>]|,
A(x,p)=p{Rx,
on détermine un foncteur A : D<m>%P> CAT qui est un enrichissement de
(z,7). On a ainsi la généralisation suivante de 1'extension paramétrée (ol

les extensions envisagées sont relatives aux enrichissements introduits ci-

dessus ):

6.5.7. THEOREME (Extensions de Kan paramétrées généralisées ). Soit,

avec les notations de 6.5.6, le diagramme

(%,p) (a,a) (v,9)
(6,8

(z,r)

dans la catégorie D<m>. L'extension de Kan de (b, ) le long de (a,a)
au-dessus de (z,r) (relativement a A ) existe si les conditions suivantes
sont réalisées :

Io ['extension de b le long de a au-dessus de z (relativement a Z )
existe.

2 L'extension de p le long de a au-dessus de m (relativement a M)
existe.

¥ Le foncteur Ry: Z(y)-» M(y) est un g-foncteur.

6.6. Application aux relévements de monades, d'aprés Rosicky [18].

En Janvier 1976 nous avons exposé & Jiri Rosicky les résultats ob-
tenus sur les extensions de Kan avec paramétres. En liaison avec les pro-

bléemes de relévements de monades auxquels il s'intéressait depuis long-
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temps, il a mis au point, dans le mois suivant, les illustrations 6.6.1, 2 et 3

ci-aprés.

On désigne par D'X la 2-catégorie dont les 1-morphismes de (4, p)
vers (B, q) sont les (F,f), ou F: A> B est un foncteur et f: gF > p
une transformation naturelle, dont les 2-morphismes de (F,f ) vers (G, g)

sont les a: F > G naturelles telles que g. qa = f.

N L -
C
£
PN_E 1

Dans D'X les objets commas de paires de la forme

(A, UuF) (Bld)c y) (C.8) (B u)

existent (de sorte en particulier que D'X est représentable), si bien que
la définition de Street des extensions ponctuelles s'adapte :

Etant donnés
(T,t): (M, W)>(A, V) e (K,k):(M,W)>(C,U)

dans D'X, on dira que l'extension de Kan ponctuelle de (T, t) le long de

(K, k) existe si, pour tout objet ¢ de C, le diagramme

® (K, k) % (1,¢c)
d, kcildUc)=®c
(M, W) K E) (C,U)
T=(T,t)

(4,V)

admet une extension de Kan avec paramétres.
Ceci revient & dire que, pour tout objet ¢ de C, on a un objet Rc¢

de A,unp :VRc » Uc et une transformation naturelle

B¢:C(c,K-)»A(Rc,T-)
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tels que, pour tout f: ¢ > Km ot meM , on ait

k,.Uf.p,=t,.-VBE(f),
et ceci de maniére universelle. Si de plus on suppose que B_fn est univer-
selle relativement aux Bfn qui ne sont pas nécessairement naturelles, on
dit que 1'extension de Kan fortement ponctuelle de (T,t) le long de (K. k)

existe (voir [ 18] ).

6.6.1. Pour que l'extension de Kan fortement ponctuelle de (T, ) le long
de (K, k) existe, il suffit que M soit petite, que 4 et X soient & produits

et que V% A% X°P soit un g-foncteur (au sens de 6.1.3) et que ¢ soit V-

M
T
/ /4
A ‘{
¢
N
X

6.6.2. Soit X une catégorie, soit P =(P,n,n) une monade sur X et soit

co-engendrant.

les diagrammes

N N
i

On pose V=(K,T,V,8,v), et on appelle relévement de P relativement

v

(=

X avec VK =8.Vv.

a V un couple (S,(0,04,0;)), ot S=(S,7,p) est une monade sur C,
onoc:VS-PV, 0g: SK-> T et 0;7: 8T~ T sont des transformations natu-
relles, et ot I'on a:

(0) 6.Voy=0K, 6.Vo; =pVK.Ps.0T.
(1)o.Vp=qV, o.V.p=pV.Po.aS.

(2) 0g. 7K =v, 045.uK =0;.50,.
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(3) a]-ﬁT:‘IT, O']-F.T:O'].SO'I.
Dans [18] J. Rosicky introduit cette notion de relévement «lax» et

prouve entre autres le résultat suivant :

6.6.3 (Monade de codensité généralisée ). Supposons avec les notationsde
6.6.2 que I'extension fortement ponctuelle (R,p) de ([T, T],[5,68]) le
long de ([K, T1,[1pyg, pVK.PS8]) existe et soit déterminée par

E =[p0yp1]-' [RK’RT] i [Ta T] ’

et que § soit V-co-engendrant.

M+M
[7,7) (K, T]
c [PVK,PVK] C
4 [8’3]/ Np7k Vi .p ]
D k#VK.PS

X

On détermine alors fj et i comme les uniques 7} et [ satisfaisant

(1), (2) et (3) ci-dessus pour
S=R, 0=p, 0g=pg. 07=p;-
Alors (R,(p,pg-p;))s ot R=(R,7,i), est un relévement de
P relativement 2 V qui est universel, i.e. tel que pour tout relévement

((S,7,k),(0,045,0;)) de P relativement & V, il existe un unique mor-

phisme de monades a: S> R tel que
c=p.Va, op=pg.aK et o;=p;.aT.
Si P est la monade identité sur X et si § = I, on appelle R
la monade a isomorphismes prés de V-codensité de K. On retrouve la no-
tion usuelle pour X = 1.

On notera que ce résultat 6.6.3 est valable, grace a 6.1.7 et & 6.6.1,

dans le cas ou

m—K ¢V . x
sont tels que: M est petite, C et X sont & produits, V est de la forme:

k2 (K P> BP= X.
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7. LAX-EXTENSIONS DE KAN AU-DESSUS D'UNE 2-CATEGORIE DX ET
PROPRIETE UNIVERSELLE DE DX.

DX n'est pas la cocomplétion de X (cf. n°® S). Mais on sait que
la «limit monad» A de Kock [14] dont les algébres sont les catégories a
limites s'obtient comme quotient de DX, 2 savoir AX = 7D X, c'est-a-
dire que les morphismes de A X sont les 2-composantes connexes dans DX .
Ceci suggere que DX - et non plus DX - pourrait &tre une sorte de 2-co-
complétion de X . De méme, pour tout ensemble E, l'ensemble PE n'est
pas une «complétion de E », mais l'ensemble ordonné PE = (PE,C) est
bien 1l'ensemble ordonné complet libre sur E. La propriété de «quasi-co-
complétion» de DX est expliquée par 7.10, puis on en déduit que les cal-
culs de «quasi-extensions» de Kan sont possibles au-dessus de DX.

Naturellement, en remplagant DX par D (X °P)°P on obtiendrait dans
tout ce qui suit des limites et quasi-limites & la place de colimites et qua-

si-colimites.

7.1. Définition,

Soit D une 2-catégorie et D la catégorie des l-morphismes de D.
On dira que D est quasi-cocompléte forte si, pour tout A ¢ Cat, tout fonc-
teur p: A D admet une quasi-colimite forte, ce qui signifie que 1'on a une

transformation quasi-naturelle (voir 1.1, 1.3,...)

A 1

A
N

D

définissant L comme quasi-colimite de p (i.e. telle que, pour tout objet
M de D et toute transformation quasi-naturelle 6: p -->M", il existe un
unique morphisme @: L - M tel que § =G\ ) et telle que, de plus, pour tout

objet M de D et toute modification
p:0=>0":p--->M",
il existe une unique cellule y: @ = §' telle que p =pA .

On rappelle (voir [7], page 82) qu'une transformation quasi-natu-
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relle 0:p --> M~ est la donnée, pour tout f: a > beA d'une cellule

\

0f= pf of]

/

dans D, ces données vérifiant, pour un couple composable (g, f) :

0(gf)=6(g)pfobf,

et qu'une modification p:6 = @' est la donnée, pour tout objet a de 4,

M

d*une cellule
po:b, = 0,:pa- M,

et ce, de sorte que, pour tout f: @~ b, on ait: pp-Pf =pg-

6a
%
0

7.2.1. Si D est quasi-cocompléte forte, ceci n'entraine pas que, pour
F:Y>Xe¢Cat et p:Y->D,

il existe une quasi-extension (néanmoins voir 7.7):

14 /‘—;/
D
7.2.2. Si D est quasi-cocompléte forte, D est & petites sommes (qui, de
plus, sont des sommes dans la catégorie D, ayant pour objets ceux de D

et pour morphismes les 2-morphismes de D). Mais D peut ne pas étre i

petites colimites quelconques (voir 5.1.8 et Théoréme 7.10 ci-aprés).

7.2.3. Pour ce qui est d'écrire, dans le cas ot D est représentable et co-
représentable, les quasi-colimites a 1'aide de (-)2, (-)3, et de colimites

ordinaires, voir [2a] ou [7].
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7.2.4. Si on désigne par Dp 1a catégorie des petits diagrammes et trans-
formations quasi-npaturelles au-dessus de D, on peut montrer que D est
quasi-cocompléte ssi ﬁD :D> DD admet un adjoint a4 gauche inverse a
gauche. Ceci élargit la remarque suivant laquelle X est a petites colimites

ssi Uy: X > DX aun adjoint & gauche.

7.3. Pour tout (A,p)e DX on a une quasi-colimite forte de la forme

autrement dit, Uy : X -» DX est fortement quasi-codense.

En effet, 7.3 résulte de ce que, si v est égala 17: 4 > Cat, alors
l,: 4> DKv =94
est égala Uy, de ce que U:ld;,p~ D est naturel, de sorte que
(A,p)=(K(dy.Uy.p), Ux.p),
et de 7.4.2 ci-aprés.

7.4.1. Soit X¢|Cat | et w: X» Cat; alors A définie en 1.12 permet de

définir un diagramme

Si G: X->9DY et si dy.G =n, on note G:Ka-Y le transposé
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de G dans l'adjonction K < D de 1.19 et on considére le diagramme

X- 1 X - 1
_ N3 Ak )
G A G-)" @Kﬂ
/"\(Kﬂ, ‘f‘)a
DY DY

(ce qui a un sens, puisque DG est un 2-foncteur).

7.4.2. A: G-->(Km,G)" est une quasi-colimite forte du foncteur G. On en
trouvera une preuve dans Gray [7], page 204 ; mais ici le résultat va suivre

de la remarque:

7.4.3. Pour tout G: X » DY et tout p: A=Y eDY, on a une bijection na-
turelle (avec dy. G=n):

X 1 X DA X—P4
(\/“* p- G\ Dp =
vSs .(DY = dA
g
Dy L,
Cat Cat

d'ol, compte tenu de 4.1.1 et vu que fﬁ;) =p.By (ot By D 4> Aest dé-

fini en 2.2.4), la bij ection

K<-, 1ﬂ>

X 1 Kn D4
vs

\m/ 2\”;% B

et comme 3 ,.K<F,I > est, d'aprés K~ D (1.19) la forme du morphis-

me général de K7 vers 4, il vient

X 1 K
G\% vs C\/\%
DY Y

d'oll 7.4.2. On vérifiera que cette derniére bijection naturelle est bien in-

A
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duite par la composition avec A . On vérifiera aussi que, si
p:60=>6':G-p"
est une modification définie par la donnée pour tout x €| X| d'une cellule

0

///,,__&__‘\\\‘

m(x) . 4,
\___’/

alors on a une unique cellule

— _
Kw Iy A

~N——

telle que p.A =y, od p est défini par Brxa)= (o -

7.5. Pour tout F: M > N ¢ CAT le foncteur DF: DM > DN préserve les qua-

si-colimites fortes. Ceci résulte immédiatement de la description 7.4.1de X.

7.6. Si D est une 2-catégorie quasi-cocompléte forte (cf.7.1), alors en as-
sociant A tout foncteur p: A » D sa quasi-colimite forte L p on détermine
un foncteur L: DD+ D qui se prolonge en un 2-foncteur L: DD » D.

En effet, suivant 1'égalité

| L)
Mp | K ‘

on définit L(0)=p avec p = (Aq)e.f (grace a la propriété que )\p est

1l
=

f A
’/g —~I/Lq

une quasi-colimite forte (7.1)), et on vérifie que L est bien un 2-foncteur.
En comparant avec les calculs 5.1.11 & 5.1.16 d'extensions ordi-

naires sur une catégorie DX, on a:

7.7. Soit D une 2-catégorie quasi-cocompléte forte, [I: X > DD un fonc-
teur et Il : K7 > D son transposé dans 1'adjonction K~ D, ot 7 = dp. 11 .
On pose Il =(nw,p).

Pour tout objet x de X, on calcule la quasi-colimite forte
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Tx —1
a, )

PxN\r™ 7% L(P,)
D

e(x,8)=a,(a) et e(z,f,u)r-qy(z).pf(a)

7.7.1.

Alors en définissant

(on voit le role de Bp - DD>D de2.2.4 ),'on peut montrer que

k
Kn L X
- E"'\
o\ L.
D

est une quasi-extension de Kan forte.

7.7.2.

7.€. Soit D une 2-catégorie quasi-cocompléte forte. Alors le 2-foncteur L
de DD vers D préserve les quasi-colimites fortes.

Pour prouver 7.8 on considére une quasi-colimite forte

est une quasi-colimite forte.

7.9. DEFINITION. Soit TC Cat . Une 2-catégorie D sera dite T-quasi-co-
compléte forte si, pour tout A € T, tout foncteur p: A > D admet une quasi-

colimite forte (7.1).

En assemblant 7.1 &4 7.8 ci-dessus ainsi que 4.5.5, il vient le thé-
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oréme suivant, dont on redéduirait aussitot la construction du triple i iso-

morphismes prés de 4.5.5, et puis la «limit monad » [14] de Kock.

7.10. THEOREME. Soit TC Cat tel que 1¢T, que T soit une sous-2-ca-
tégorie pleine et 2-pleine de Cat, et que, pour toutn: X »Cat, Kn ¢ T ssi
XeT et n(X)CT. Soit DX la sous-2-catégorie pleine et 2—pleme de
DX ayant pour objets les p: A > X tels que AeT. Alors:

Pour tout X ¢CAT la 2-catégorie Dy X est la T-quasi-cocomplétion
forte de X, c'est-a-dire que:

Ir Dy X estune 2-catégorie T-quasi-cocompléte forte.

20 Pour toute 2-catégorie T-quasi-cocompléte forte D et tout foncteur

F: X D, il existe un foncteur F: DX > D (défini d'ailleurs par
F(p) = quasi-colimite(F.p) pour peDpX)

unique a un isomorphisme naturel prés tel que :

a) Le diagramme

est commutatif.
b) Il existe un 2-foncteur F:DyX » D préservant les T-quasi-colimites

fortes et dont le restriction aux I-morphismes est F.

7.11. On appelle quasi-extension de Kan au-dessus d'une 2-catégorie D un

diagramme

od J, F et R sont des foncteurs et ¢: F --> RJ une transformation quasi-

naturelle tels que, pour tout foncteur S: ¥ » D on ait:

Vve:F--23s5 31, r- 2N s g=(yi)e.

Si de plus les modifications se relévent, on dit que I'on a une quasi-exten-
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sion forte. Sion a

Ve: 2551 31 2L s g=(yi)e

A s pe . . I3
et en méme temps relévement des modifications, on dit que l'on a une quasi-

extension naturelle forte.

7.11.1. Par exemple, on peut montrer que J: Y > X est de la forme k_ ssi

on a une quasi-extension

7.11.2. Si D est quasi-cocompléte forte (cf. 7.1), alors pour tous
k,:Kn+>X e F:Kn-»D,

on a une quasi-extension forte

qui se calcule point par point par :

R(x) = quasi-colim (kf;l(x)c__. Kn __E_.D).
7.11.3. Si D est quasi-cocompléte forte, alors pour tout
J:Y>X e F:Y-D,

on a une quasi-extension naturelle forte

Y I X
N"\/
D

qui se calcule point par point par:

R(x) = quasi-colim( J{x — Y F.p ).

Ces résultats s*appliquent bien entendua DX.
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Comme corollaire de 7.11.2, si D est une 2-catégorie arbitraire, en

cherchant A calculer une quasi-colimite ¥ ———+1 sous la forme

N/

il vient:
7.12. Soit #: X+ Cat un foncteur, et D une 2-catégorie. Si D admet toutes
les quasi-colimites indexées par X et toutes les quasi-colimites fortes in-

dexées par les r(x), x| X|, alors D admet les quasi-colimites indexées

par Kn.

Ceci montre que la condition de K-stabilité imposée 3 la classe T
de types de diagrammes par rapport & laquelle on fait avec DTX la lax-co-

complétion de X est en fait indispensable.
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