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G-VARIETES TOPOLOGIQUES ET G-MICROFIBRES

par Jean-Yves LE DIMET

CAHIERS DE TOPOLOGIE

E T GEOME TRIE DIFFERENTIELLE

Vol. XVII-4 (1976)

INTRODUCTION

Si les actions différentiables des groupes de Lie compacts sur les

variétés ont été largement étudiées et continuent de l’être, on connaît moins

bien les actions continues et les problèmes que pose leur lissage.
A part quelques exceptions comme les actions transitives qui se

ramènent au cas différentiable, et les actions continues de SI sur R3 qui
sont isomorphes à des actions linéaires, on connaît des exemples d’actions

continues non-différentiables donnés par R. H. Bing (voir [ B]) - une ac-

tion de Z /2Z sur la sphère S3 dont l’ensemble des points fixes est la sphè-
re doublement cornue d’Alexander - et par D. Montgomery et L. Zippin [ M-Z

2] , et une théorie de lissage donnée par H. Ibisch (voir [1] ). Ce lissage
est obtenu à l’aide d’un foncteur kG topologique défini essentiellement sur

la catégorie des G-variétés libres.

Dans cette thèse nous montrons que la plupart des théorèmes uti-

lisés dans [I] restent valables dans une autre catégorie de G-variétés to-

pologiques qui s’obtient naturellement par abstraction à partir des G-varié-

tés différentiables : c’est la catégorie des G-variétés topologiques X qui,
autour de chaque point x appartenant à X , possèdent un voisinage ouvert

Gx-invariant et Gx-homéomorphe à un ouvert d’un Gx-module réel ayant même
dimension que X .

Pour ces objets, appelés simplement G-variétés topologiques dans

ce texte, nous prouvons dans le paragraphe 2 qu’ils sont des G-ANR (= G-

rétracts absolus de voisinages) - ce qui est connu pour les G-variétés dif-

férentiables - le paragraphe 1 étant consacré à la démonstration de quel-

ques propriétés des G-espaces paracompacts, utiles par la suite.
Comme le but est de construire le foncteur kG , nous donnons au pa-
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ragraphe 3 la définition des microfibrés associés aux G-variétés topologi-

ques définies plus haut, de telle façon que leurs microfibrés tangents ainsi

que les G-fibrés vectoriels en constituent des exemples.
Dans le paragraphe 4 nous prouvons le théorème d’homotopie pour

les G-microfibrés topologiques.
Comme H. Ibisch ( voir [12] ) a construit l’inverse stable d’un tel

G-microfibré topologique, on a réuni tous les éléments assurant l’existence

du foncteur kg pour les G-variétés de notre catégorie.
Enfin, dans le paragraphe 5, nous prouvons l’analogue équivariant

du théorème suivant dû à J. M. Kister et B. Mazur: Tout microfibré contient

un unique fibré topologique.

Tous mes remerciements vont à M. Ibisch qui a dirigé ce travail,

après m’avoir initié au sujet des G-microfibrés.

N. B.. Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe de Lie compact. En ce

qui concerne les G-espaces, la référence constante est le livre de Palais :
 The classification of G- spaces », noté [P] dans le texte. Les notations

utilisées sont donc celles de Palais. Ainsi H C G signifie que H est un

sous-groupe fermé de G , distinct de G ; les mots  invariant », «équivariant»
sans autre précision veulent dire «G-invariant », «G-équivariant ».
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1. G-espaces paracompacts et partitions invariantes de l’unité

Il nous sera utile de savoir dans quels cas on peut disposer de par-
titions de l’unité constantes sur les orbites d’un G-espace.

1. DEFINITIONS. 1.1. Un recouvrement {Ai} d’un G-espace est dit inva-

riant si les Ai sont G-invariants, i. e. G Ai = Ai .
1.2. Une famille {Ai} de parties d’un G-espace X est dite G-locale-

ment finie si tout point de X possède un voisinage invariant qui ne ren-

contre qu’un nombre fini de Ai E {Ai} .

2. LEMME. Soit X un G-espace. L’espace des orbites XIG est paracompact
si et seulement si, pour tout recouvrement ouvert invariant de X, il existe

un recouvrement ouvert invariant de X plus fin et Glocalement fini.

P REUV E. a) On suppose que X/ G est paracompact. Soit {Ai} un recouvre-
ment ouvert invariant de X ; alors {M( Ai) } est un recouvrement ouvert de

X/ G , car la proj ection canonique u: X - X/ G est ouverte ([C P] , 1.1.3). I

existe alors un recouvrement ouvert { Vj } de X/G plus fin que {M(Ai) } et

localement fini. Il est clair que les Vj= TT -1 (Vj) constituent un recouvre-
ment ouvert invariant de X , G-localement fini et plus fin que {Ai} .

b) La réciproque est facile grâce aux bonnes propriétés de

3. L EMME. Soit 1 Ui } un recouvrement ouvert d’un G-espace X . Alors {Ui}
est localement fini si et seulement si 1 U. } est G-localement fini.

PREUVE. Dans un sens, c’est évident. Réciproquement soit {Ui} un re-

couvrement localement fini de X , soit x E X et G x son orbite. Pour tout

gxE G x il existe un voisinage W(gx) qui ne rencontre qu’un nombre fini

de V.. Mais G x étant compact, il existe un nombre fini d’éléments de G ,

soient g1’ g2’ ,...gk, tels que G x soit contenu dans U W(gj x) qui cons-

titue un voisinage de Gjx. Alors ([Pl, 1.1-14) il existe un voisinage inva-

iiant de X, soit V(x), tel que

Mais comme chacun des W ( gj x) ne rencontre qu’un nombre fini de Ui , il
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est clair que le voisinage invariant V(x) de x ne rencontre qu’un nombre

fini de Ui . 

4. PROPOSITION. Si le G-espace X est paracompact, alors l’espace des
orbites X/G est paracompact.

PREUVE. Soit {Üi} un recouvrement ouvert invariant de X . En vertu des

Lemmes 2 et 3, il suffit d’exhiber un recouvrement invariant de X , locale-

ment fini et plus fin que 1 Ui 1 .
Il existe un recouvrement {Vj} localement fini plus fin que {Ui} . Alors

{ G Vj} est un recouvrement invariant de X , plus fin que 1 Ui 1, car

Reste à prouver que {G Vj} est localement fini. Soit U(x) un voisinage
de x qui ne rencontre qu’un nombre fini de Vi ; d’après le Lemme 3 on peut
supposer que U (x) est C-invariant; alors U(x) ne rencontre qu’un nom-

bre fini de G Vi , car U (x),nVj = SD implique U (x)nG V i= 0 .
5 . PROPOSITION, Soit 1 U un recouvrement ouvert invariant local ement

fini du G-espace normal X . Alors il existe une partition invariante ( et une

enveloppe invariante) de l’unité subordonnée à 1 U i
PREUVE. Remarquons d’abord que XIG est normal si X l’est: cela résulte

du fait que M;X-X/G est ouverte et fermée et que, d’autre part, tout voi-

sinage d’une partie invariante d’un G-espace contient un voisinage inva-

riant ([P] , 1.1.14) .

177(Ui)l constitue donc un recouvrement ouvert localement fini de l’es-

pace normal X/G ; par conséquent, il existe une partition 1 âi } et une en-

veloppe 1 -y de l’unité subordonnée à M ( Ui) . C’est-à-dire on a
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On pose alors

Il est clair que les ai , yi sont les applications G-invariantes (i.e. cons-

tantes sur les orbites) cherchées.

Un raisonnement classique ([BO] , n° 4.4) permet d’obtenir le

6. COROLLAIRE. Pour tout recouvrement ouvert invariant d’un G-espace

paracompact X, il existe une partition (et une enveloppe) invariante de

l’unité subordonnée à ce recouvrement.

Dans la suite, nous aurons besoin du résultat suivant:

7. LEMME. Soit X un G-espace paracompact et {Vj. } un recouvrement ou-

vert localement fini de X . Alors il existe un recouvrement fermé invariant

de X, soit {Fi}, G-localement fini, tel que chaque Fi ne rencontre qu’un
nombre fini de Vj.
PREUVE. Soit U (x) un voisinage invariant de x E X tel que U (x) ne ren-

contre qu’un nombre fini de V i . En utilisant la normalité de X/ G , on peut
trouver un voisinage fermé invariant de x , soit F(x) , et un voisinage ou-

vert invariant de x , soit W (x) , tels que

Les { W(x)} forment un recouvrement ouvert invariant de X ; donc il existe

un recouvrement ouvert invariant et localement fini plus fin que {W (x)}xEX,
soit 1 W i On pose Fi i = Wi. Alors :

- chaque F ne rencontre qu’un nombre fini de Vi, car pour tout F. ,
il exi ste x E X tel que Fi C U ( x ) .

- {Fi} 1 est localement fini, car si 
. 

un ouvert de X ne rencontre pas Wi,
il ne rencontre pas son adhérence Fi .

- Enfin les Fi sont G-invariants.

2. G-yoriétis topologiques et G-ANR.

ANR étant l’abréviation de «rétract absolu de voisinage », l’expres-
sion «G-ANR » a alors le sens naturel suivant :
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1. DEFINITION. On dit qu’un G-espace X (métrisable, à base dénombra-

ble) est un G-ANR si toute application équivariante f : A - X , où A est

un fermé G-invariant d’un G-espace normal Y , se prolonge (de manière équi-
variante) sur un voisinage de A dans Y .

Il est bien connu que toute variété topologique est un ANR ; de même

toute G-variété différentiable est un G-ANR (voir [P], 1.6.6 ) ; mais il n’est

pas clair que toute G-variété, au sens large, ait cette propriété : il semble

que l’action du groupe G puisse être parfois assez mauvaise pour qu’il n’en

soit pas ainsi. C’est une des raisons pour lesquelles nous adopterons la

définition suivante :

2. DEFINITION. X étant un G-espace, on note Gx le groupe d’isotropie de

x E X . Remarquons que, Gx étant un groupe de Lie compact, tout point x
de X admet une base de voisinages G-invariants. Ceci étant, on dit qu’un

G-espace X (à base dénombrable) est une G-vari été topologique de dimen-
sion n si pour tout point x E X , il existe un voisinage G-invariant de x ,
soit U (x) , et un plongement ouvert Gx-é quivariant h : U (x) - Rn (x) , où

Rn (x) est un G.-espade euclidien au sens de Palais ([P], 1.1.19); on

suppose de plus que h (x) = 0 E R n (x) .

3. EXEMPLES DE G-VARIETES.

3.1. Une G-variété différentiable est une G-variété topologique (voir [K] et

[M-Z] page 207, Theorem 1).

3.2. Toute variété topologique sur laquelle G agit librement est une G-va-

riété topologique, car dans ce cas les groupes d’isotropie en chaque point
sont réduits à l’identité.

Avant d’étudier quelques propriétés des G-ANR, nous allons prou-
ver le

4. LEMME. Soit A = U An un fermé invariant d’un G-espace normal Y ,
n&#x3E; 1 

où les An sont des fermés invariants, deux à deux disjoints. Alors il existe
un voisinage de A dans Y de la forme U = U Un) où Un est un voisi-

n&#x3E; 1 
n n

nage invariant de An , les Un étant deux à deux disjoints.
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PREUVE. On considère R muni de la structure de G-espace trivial et on

définit f : A - R par f l An = n . Alors ([P]1.4.3) f se prolonge en une

application équivariante f : V- R où V est un voisinage invariant de A

dans Y . On pose

Il est clair que les Un satisfont aux conditions données.

5. QUELQUES PROPRIETES DES G-ANR.

5.1. LEMME. Tout ouvert invariant d’un G-ANR est un G-ANR.

PREUVE. Soient V un ouvert invariant du G-ANR X , A un fermé invariant

du G-espace normal Y et f : A - h une application équivariante. La com-

position de f avec l’inclusion V -X se prolonge à f : U - X où U est

un voisinage invariant de A dans Y . Alors U1 = f -1 ( V) est un voisinage
invariant de A . On pose f1 = fl 1 U, ; f1 : U1 - V est un prolongement équi-
variant de f .

5.2. L EMME. Si un G-espace X est réunion de deux G-ANR ouverts, alors

X est un G-ANR.

PREUVE. Il n’y a rien à changer à la démonstration de Hanner ( [H], page
392 ) ; il suffit de remarquer que :

10 l’image réciproque par une application équivariante d’une partie G-

invariante d’un G-espace est G-invariante ;
20 le complémentaire d’une partie G-invariante d’un G-espace est éga-

lement G-invariante.

5.3. LEMME. Si le G-espace X est réunion dénombrable de G-ANR ouverts
deux à deux disjoints, alors X est un G-ANR.

PREUVE. Soit X = U On , où les On sont des G-ANR tels que
n&#x3E;1 

n n

On pose An - f-1 (On) , où f : A + X est une application équivariante, A

étant un fermé du G-espace normal Y ; On étant fermé dans X , il s’en-
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suit que chaque An est un fermé invariant de A , donc de Y ; l’application

se prolonge en une application équivariante fn : Un - On ; en vertu du Lem-
me 4 on peut supposer que

est un voisinage invariant de A sur lequel on définit un pro-

longement par

6. PROPOSITION. Si le G-espace X (métrisable, à base dénombrable) pos-
sède un recouvrement formé de G-ANR ouverts, alors X est un G-ANR.

PREUVE. (Comparer avec Hanner [H] , page 394). On peut supposer que:
10 X est recouvert par une famille dénombrable de G-ANR ouverts,

soit X = U 0 .n&#x3E; 1 

2° X est muni d’une métrique G-invariante :

On pose alors d’après le Lemme 5.2, chaque Un est un G-

ANR. On définit par

V n est ouvert et G-invariant, car la métrique est G-invariante ; de plus d’a-

près le Lemme 5. l, Vn est un G-ANR . Notons encore que Vn CVn + 1 . On
définit alors une famille d’ouverts invariants {Wn} n&#x3E;1 par

les Wn sont des G-ANR, toujours d’après le Lemme 5.1.
De l’inclusion on déduit que

Les sont disjoints ; par conséquent d’après le Lemme

5.3, est un G-ANR. Il suit alors du Lemme 5.2

et de ( 1 ) que X est un G-ANR.
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Le lemme suivant est une généralisation d’un résultat de Palais.

7. LEMME. Soit S une H-tranche ( H CG) dans un G-espace X, et soit

f: S-&#x3E; Y une application H-équivariante où Y est un G-espace. Alors f se

prolonge de façon unique en une application équivariante f : G S , Y.

PREUVE. Si f existe, on a

ce qui prouve l’unicité de f .
D’autre part, en raison des propriétés des tranches ([P], 1.7), il est

possible de définir une application f : G S - Y en posant f (gs) = g f (s) .
Reste à prouver la continuité de f ainsi définie.

Soit x : U - G une section locale dans G/H ( i. e. U est un voisinage
de H dans G/H et p X = id U , où p : G - G/H est la projection canonique).
Pour go E G , l’application F : go U X S - G S définie par

est un plongement ouvert dont l’image W = F(go U X S) est un voisinage
de go S dans G S homéomorphe à go U X S ([P], 1.7.9).

Soit alors H : go U X S - Y définie par

H est continue, et par conséquent f l W = H F -1 est continue.

On recouvre ainsi G S par des ouverts 1 W } tels que fl 1 W soit , continue,
et cela prouve la continuité de f .

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

8. THEOREME. Toute G-variété topologique est un G-ANR.

PREUVE. En vertu de la Proposition 6, il suffit d’exhiber un recouvrement

de la G-variété X formé de G-ANR ouverts.
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Cas 1. Soit x E X tel que Gx = G ; soit S une tranche en x ; alors

GS est un G-ANR :

G S, étant ouvert dans la variété X , est un ANR. Nous pouvons donc

supposer que G S est un Gx-ANR, grâce au «Metatheorem» ([p], 1.8.1).
Soit A un fermé invariant d’un G-espace normal Y et f : A -&#x3E; G S une ap-

plication équivariante. Posons S1 = f -1 (S) ; S1 est une Gx-tranche de
A telle que G SI = A . Il existe une Gx-tranche de Y , soit S2 , telle que

S1 = A n S2 ([P], 1.7.15); SI est donc un fermé du G.-espace normal S2 et

est Gx-équivariante. G S étant un Gx-ANR, fI se prolonge à fI: V- G S ,
où V est un voisinage G x -invariant de SI dans S2. 

On peut encore supposer que V est ouvert dans S 2.

Mais d’après le Lemme 7, f1 se prolonge de façon unique en une ap-

plication équivariante f : GV- G S , car, Tl étant ouvert Gx-invariant dans

la Cx-tranche S2 est encore une Gx-tranche. Or V étant un voisinage de

SI , GV est un voisinage de G SI = A ; de plus f ( ,4 = f . Ceci prouve que
G S est un G-ANR.

Cas 2: Soit x E X tel que Gx - G . Il existe donc un voisinage G-in-

variant de x , soit U , et un plongement ouvert équivariant h : U - R’ , où

RTl est muni d’une certaine structure de G-espace euclidien; h (U) est donc

un ouvert invariant de Rn qui est un G-ANR ; donc h (U) , et par consé-

quent V, sont des G-ANR.

3. La catégorie des G-microfibrés : Déf inition; exemples.

1. DEFINITION. Un G-mi cro fi bré est un diagramme
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où E et B sont des G-espaces, i et j des applications équivariantes tel-

les que j i = idq . On suppose de plus que X satisfait à la condition sui-

vante de «G-trivialité locale » : 

Pour tout b E B , il existe un voisinage ouvert Ü de b , Gb-invariant
(où Gb désigne le groupe d’isotropie en 66 B ), un voisinage ouvert h de

i ( b ) E E, Gb-invariant, tels que

et un Gb-isomorphisme fi : V - U X Rn (b), où Rn (b) est un C b -espace eu-

clidien, de sorte que le diagramme ci-dessous soit commutatif: 

N. B. : - Un Gb-isomorphisme est un homéomorphisme Gb-équivariant,
- U X Rn( b) est muni de la structure de Gb-espace produit, i. e.

- l’ entier n est la dimension du G-microfibré x , 
- Rn( b) est la « fibre au-dessus de b E B ».

2. DEFINITION. Un G-microfibré trivial de base B est de la forme

où 41 est un G-espace euclidien.

3. EXEMPLES DE G-MICROFIBRES.

3.1. Tout microfibré au sens de Milnor (voir [M] où G agit trivialement,
est un G-microfibré.

3.2. Un G-microfibré au sens de Ibisch (voir [I]), où G agit librement sur

B, est un G-microfibré au sens défini précédemment, car dans ce cas les

groupes d’isotropie en chaque point sont réduits à l’identité.
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3.3. Soit x un microfibré. On fait agir le groupe symétrique Sk sur la som-
me y OXO...OX (k fois) en posant:

pour ( e,, ... , ek) appartenant à l’espace total de x O ... OX ’
o . b = b pour b E base de XOX ... O X = base de X .
Alors, muni de cette Sk-structure, x OXO ...OX est un Sk-microfibré.

3.4. Tout G- fibré vectoriel au sens d’Atiyah-Segal (voir [S]) est un G-mi-

cro fibré :
Soit e: E-L-B un G-fibré vectoriel, b un point de B et Eb = p-1 (b)

la fibre au-dessus de B ( qui est un Gb-espace euclidien). Considérons

e en tant que Gb-fibré vectoriel ; les restrictions de 1 et du Gb-fibré trivial

au Gb-espace fermé 1 b } sont G b- isomorphes : E /1 b 1 z-- B X Ebll b 1 - P ar
conséquent (voir [S], proposition 1.2) il existe un voisinage Gb-invariant
de b , soit U , tel que E/U soit Gb-isomorphe à

On a donc le diagramme commutatif, où s désigne la section zéro (équi-

variante) de e et h un Gb-isomorphisme :

Ce qui prouve que

est un G-microfibré.
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3.5. G-microfibré tangent à une G-variété:
Soit X une G-variété topologique au sens du paragraphe précédent.

Alors le diagramme

où A est l’application diagonale, est un G-microfibré, dit G-micro fibré tan-

gent à X.

Il suffit naturellement de vérifier la condition de naturalité locale.

Soit x E X et (U, cp) une carte en x ( i. e. U est un voisinage Gx-invariant
de x et O : 1/ - Rn (x) est un plongement ouvert Gx-équivariant dans le

Gx-espace euclidien Rn (x) tel que O (x ) = 0 ). On peut supposer que q5
est un Gx-isomorphisme, car O (U) contient une boule ouverte centrée en

0 qui est Gx-isomorphe à Rn (x) (considérer l’appli cation équivariante:
t -t, /(1- llt ll)).

On définit alors un C-isomorphisme h : U X U - U X Rn(x) par

PourgEGx,ona

ce qui prouve que h est Gx-équivariante.
D’autre part le diagramme ci-dessous est clairement commutatif:

4. DEFINITION . MORPHISMES DE G-MICROFIBRES.

On désigne par G- Top 2 la catégorie dont les objets sont les cou-

ples ( X, A ) de G-espaces, où A est contenu dans X , et dont les morphis-
mes sont les germes d’applications équivariantes définies sur des voisi-
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nages G-invariants de A dans X ,

On notera O: (X , A ) F ( Y, B ) les morphismes de G-Top2 .
Soit alors

des G-microfibrés. Un morphisme de X dans x’ est un couple «D, f) , où

est un morphisme de G-Top2 et f: B - B’ est une application équivariante
de sorte que, pour 0 E O, le diagramme suivant soit commutatif:

Nous allons maintenant vérifier que la catégorie des G-microfibrés

possède des images réciproques et des sommes de Whitney.

5. PROPOSITION. Soit

un G-micro fibré; soit f: B1 - B une application équivariante, où B1 est

un G-espace. Le micro fibré

défini comme il est d’usage, est un G-microfibré.

P REUVE. On a

Il est clair que E1 est un G-espace (pour la structure de G-espace produit
sur B 1 X E ) et que il et i1 sont équivariante s .

Il reste à voir que f *(X) est G-localement trivial; soit b1 E B1 et
U un ouvert trivialisant, Gb-invariant, autour de b = f (b1) . Le diagramme
ci- dessous est commutatif, où lt est un Gb-isomorphisme de la forme
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On pose alors

et l’ on définit

Il est facile de voir que Gb 1 est contenu dans Gb ; par conséquent U1 est

un voisinage Cb 1 -invariant de 67 , Rn (b) est un Gb 1 -espace euclidien et

hl est un Gb 1 -isomorphisme, de sorte que le diagramme ci-dessous commute

6. PROPOSITION.

étant deux G-microfibrés de même base B, le micro fibré X eX 1 est un G-

micro fibré.

PREUVE. Soit b E B et Ü un voisinage Gb-invariant de b trivialisant pour

X et XI ; alors X OX1/U est Gb-isomorphe à
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où n est la dimension de x et q celle de XI .

En plagiant Milnor ([M], Lemma 6.4 ) ou Ibisch (cours de 3e cycle

1971-72, Nantes), on obtient les résultats suivants :

7. PROPOSITION. Soit y et X’ deux G-micro fibrés de même base B et de

même dimension. Soit (O, 1 B) : X - X’ un morphisme de G-microfibrés tel

que O ait un représentant injectif; alors (O, 1 B ) est un isomorphisme.

8. COROLL AIRE. Soit y et x’ deux G-microfibrés de même dimension et

(O, f ): X - X’ un morphisme tel que O possède un représentant injectif
Alors y est isomorphe à f*(X’) .

9. NOTE. Les morphismes (O , f ) :X - X’ tels que O posséde un repré-
sentant injectif seront désormais appelés morphismes fibrés.

Le lemme suivant nous sera utile dans la suite :

10. L EMME. Soit

un G-microfibré où G agit trivialement sur la base B que l’on suppose con-

nexe. Alors il existe un G-espace euclidien M tel que X soit localement

isomorphe au G-microfibré trivial :

PREUVE. Pour tout b E B , il existe un voisinage U(b) de b et un G-es-

pace euclidien Rn ( b ) tel que X / V ( b ) soit isomorphe à

Ainsi à chaque b E B on associe un G-espace euclidien, donc une repré-
sentation O( b ) E Hom ( G , O (n)) . L’application

ainsi définie est localement constante, donc constante car B est connexe ;

et O (B) définit M .
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11. LEMME. Soit

un G-micro fibré de base paracompacte isomorphe à un microfibré trivial

Alors il existe un G-isomorphisme h: E1 - B X M, où El est un voisinage
de i (B ) dans E tel que le diagramme ci-dessous soit commutatif:

PREUVE. (Comparer avec [M] , Lemme 2.3)
On peut d’abord supposer que E est un voisinage ouvert de B X 0 dans

B X M . En utilisant une partition de l’unité, on construit une application
h : B - ] 0 , 1] telle que

Pour b E B, posons alors

k applique B dans ]0, 1] , car G est compact;

k est clairement G-invariante ;
k est continue, grâce à la compacité de G . (Il suffit de prouver que

k est semi-continue inférieurement ; donc soit t E ] 0, 1] et b E B tel que

tk(b);on a

pour tout g .

Par conséquent il existe un voisinage Wg de g et un voisinage Vg de b

tels que t  h (WgVg). Mais il existe

on pose alors et l’on obtient th (GV) ; en utilisant une
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nouvelle fois la compacité de G , il vient t  k (V) .
On définit alors

et un G-isomorphisme h : E1 - B X M par

La norme sur M étant G-invariante, il est clair que E1 est G-invariant et

que h est équivariant.

Pour terminer ce paragraphe, donnons le résultat suivant:

12. PROPOSITION. Tout G-micro fibré ayant pour base un espace homogène
de G est isomorphe ( au sens des G-microfibrés) à un G- fibré vectoriel.

PREUVE. a) Soit M un H-espace euclidien, où H est un sous-groupe fermé

de G . On fait de G X M un H-espace en posant

et l’on note G XH M l’espace des orbites ainsi obtenu. On fait de C XH M un

G-espace en posant: g[g’, m] = [g g’, m] , où [ g’, m] désigne la classe

de ( g’, m ) E G X M dans G XH M. Soit p : G XH M - G/ H l’application équi-
variante définie par

alors CXHM p- G/H est un G-fibré vectoriel (voir [S] , no 1.6 ) .

b) Un G-microfibré ayant pour base un espace homogène de G se pré-
sente sous la forme

Soit U un ouvert H-invariant trivialisant autour de H E G/H et M la fibre

au-dessus de H E G/H ; il existe un isomorphisme H-équivariant

où V est un voisinage H-invariant de i (U) , tel que le diagramme suivant

soit commutatif :
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Soit alors a : G X M - E définie par a ( g, m ) = g f (H , m). Elle induit une

application â : G XH M - E qui est clairement équivariante. D’autre part fi

est injective : si et [ g, m] = à [g’, m‘], alors g f (H, m) = g’ f (H , m’) ; en
utilisant le fait que jf= pr, , il vient

Par conséquent

ce qui prouve que [ g, m ] = [ g’, m’] .
Enfin le diagramme ci-dessous, où s désigne la section zéro de

e st commutatif .

4. Le théorème d’homotopie pour les G-microfibrés.

Le lemme suivant est la version équivariante du Lemme 6.6 de Mil-

nor [M]. Il n’y a pratiquement rien à changer à la démonstration originale.

1. L EMME. Soit x un G-microfibré de base B et soit 1 B 1 une collection
localement finie de fermés invariants recouvrant B. Supposons que, pour
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tout a , il existe un morphisme fibré «D,,,, f a) : y / B a - q, où Tl est un G

mi cro fi bré, tel que coincident sur Alors

il existe un morphisme fibré (O , f ) : X - n qui prolonge les (O a, fa).

PREUVE. B’ étant la base de 77 , on définit f : B - B’ par f / Ba = fa ; la
continuité de f résulte du fait qu’une réunion localement finie de fermés

est fermée.

Choisissons alors pour chaque O a un représentant injectif Oa: Ua - E’,
où Ua est un voisinage ouvert invariant de i (B a) dans E . Pour tout cou-

ple (a , B) tel que il existe un voisinage ouvert invariant U af3
de dans tel que . On définit a-

lors U C E comme étant l’ensemble des e E E tels que

(1) entraîne

(2) entraîne

U est un voisinage ouvert de i (B) . Il est clair que U est G-invariant, car

si e E U et j (g e) E Ba, on a

et les Oa définissent O : U - E’ de telle sorte que (O, f) soit un morphis-
me fibré.

NOTE. Dans la suite 1 est l’intervalle [ 0, 1] . Si B est un G-espace, l’ac-

tion de G sur B X I est définie par g ( b , t) = ( g b , t).

2. L EMM E. Soit X un G-micro fibré de base B X I et soit bo E B un point

fixe. Alors il existe un voisinage invariant V de bo tel que xl V X I soit
trivial.

PREUVE. G agit trivialement sur bo X I ; on applique alors le Lemme 11,

n° 3, à X / bo xl: il existe un G-espace euclidien M tel que X / boX I soit
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localement isomorphe à

Pour tEl, il existe un voisinage invariant vt de bo et un voisinage
de t tel que ; soit isomorphe à

En utilisant la compacité de I , on construit un voisinage invariant V de

bo et une subdivision

tels que soit isomorphe ï

En recollant ces isomorphismes à l’aide du lemme précédent, on obtient le

résultat voulu (voir [ M] , Lemme 6.7).

NOTATION. Si x : B - E - B est un G-microfibré, on note X X I le G-mi-
crofibré

3. PROPOSITION. Soit X un G-micro fibré de base B X I , où B est para-

compact. On suppose qu’il existe un recouvrement ouvert invariant {Va} 
de B tel que x / VaX I soit isomorphe à (X / Va X {1}) X 1 par un isomor-

phisme induisant l’identité sur la base ( B X 7 X I étant identi fi é à B XI ).
Alors X est isomorphe à (X/BX{I} )X1).
PREUVE. Pour tout a , il existe un voisinage Ua de i ( Va XI) isomorphe
( en tant que C-espace) à un voisinage U’a X I de i ( Va X I) X I de telle sor-
te que le diagramme ci-dessous soit commutatif :
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Fn vertu de la Proposition 4, n° 1, on peut supposer que le recouvrement

1 Va } est G-localement fini; il existe donc une enveloppe invariante de l’u-

nité, soit 1 À al, subordonnée à 1 Va J 
On désigne alors par

l’application équivariante définie par

et l’on regarde B x[0,1] comme la réunion des deux fermés invariants

Soit ’JI a est définie par

Ya est clairement équivariante et (’l’a,ra) est l’identité sur

d’ autre part

(voir diagramme ( D ) ), ce qui fait que le diagramme ci-dessous commute :

Donc l’inclusion X /A’ C X coïncide avec (’1’ , r a) sur

A l’aide du Lemme 1 on peut construire un morphisme fibré

Nous allons maintenant « composer les ( Ra’ ra) de façon à obtenir un mor-
phisme fibré (R, r) : X-X, où r: B X I - B X I désigne la rétraction

Pour cela on munit l’ensemble des {a} d’une relation de bon ordre et l’on

considère un recouvrement fermé invariant G-localement fini, soit 1 B,BI, de
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B tel que chaque B f3 ne rencontre qu’un nombre fini de V a ( voir paragra-

phe 1.7). Pour B f3 donné, soient

les V que rencontre BB. On définit (RB, rB) par

(les autres ra étant l’identité autour de BB).
On recolle alors les (RB, rIB,8) à l’aide du Lemme 1 et on obtient le

morphisme fibré (R, r) : X - X -
Il s’ensuit que X est isomorphe à r*X , qui est lui-même isomorphe à

(X /B XI). C.Q.F.D.

4. PROPOSITION. Tout C-microfibré X de base B X I , où B est paracom-

pact, est isomorphe à (X / B X l ) xl.

PREUVE. Il suffit, en vertu de la proposition précédente, d’exhiber un re-

couvrement ouvert invariant 1 Val de B tel que X /Va X I soit isomorphe à

(x/VaxI))XI.
Cas 1. Soit b un point fixe de B ; alors en raison du Lemme 2, il existe

un voisinage V de B tel que x / V X I soit trivial; donc x / V X I est iso-

morphe à (X/VXI)XI.
Cas 2. Soit b E B avec un groupe d’isotropie Cb 1 G et soit S une

tranche en b . Alors S X I est une Gb -tranche de S X I . Mais S X I est para-

compact, par conséquent X / S X I est isomorphe (en tant que microfibré, en

oubliant la G-structure) à (X / S X{1})X1 . Il existe donc un voisinage U

de i ( S X 1) dans j -1 ( S X 1) (on peut supposer que U est G b-invariant ),
un voisinage U’ X I de i ( S &#x3E;C 1 ) X 1 et un isomorphisme f : U- U’ X I , tels

que le diagramme ci-dessous soit commutatif:
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On peut supposer ( Metatheorem [P] , 1.8.1) que f est Gb -équivariante.
Or U est un ouvert de la Gb -tranche j -1 (S X I . Par conséquent, en utili-
sant le Lemme 7, n° 2, f admet un prolongement unique en une application
équivariante

f est clairement injective (utiliser le fait que f a un inverse et que l’iden-
tité de Ü se prolonge de manière unique à G U , donc en l’identité de G U).

Par conséquent X / G S X I est isomorphe à (X/GSX1)XI; or G S est un

voisinage de b . C.Q.F.D.

5. THEOREME. Soit X un G-micro fibré de base B, soit C un G-espace
paracompact et fo, fl : C - B deux applications équivariantes G-homotopes.
Alors f*0 (X ) et f*1 (X ) sont des G-microfibrés isomorphes.
PREUVE. Soit F : C X l - B une G-homotopie reliant fo à f, .

Alors F*(X) est un G-microfibré de base C X I ; donc en vertu de la

proposition précédente :

Par conséquent f *1 (X) est isomorphe à f*0 (X) .

5. Le théorème de K i ster - Maz ur équivariant.

Le but du paragraphe est de prouver la version équivariante du ré-

sultat suivant : Tout microfibré contient un unique fibré (voir [KI] et [HO] ).

1. DEFINITION. Un G-fibré topologique est un diagramme

où E et B sont des G-espaces, s et p des applications équivariantes tel-

les que p s = idB . On suppose de plus que e vérifie la condition suivante
de trivialité locale:

Pour tout b E B , il existe un voisinage Gb-invariant de B , soit U , un
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Gb-module Rn(b) et un homéomorphisme Gb-équivariant

tel que le diagramme ci-dessous soit commutatif :

étant deux G-fibrés, un morphisme (f, h ): E - E’ est un couple d’applica-
tions équivariantes tel que le diagramme

soit commutatif.

Il est facile de voir que, si ( f , 1 B ) est un morphisme entre G-fibrés

de même base B tel que f soit une bijection sur chaque fibre, alors ( f, 1B)
est un isomorphisme (cf. n° 3 ).

On a aussi le :

3. THEOREME ( d’homotupie r,our les G- fibrés). Soit E un G- fibré de base
B paracompacte et f0, f 1: B’ - B deux applications équivariantes G-ho-

motopes. Alors f*0 (E ) et f*1 (E) sont deux G-fibrés isomorphes.

4. DEFINITION. Soit e un G-fibré et g un G-microfibré de même base B

et de même dimension. On dit que li contient E s’il existe un plongement
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équivariant h : E(E) C E(u ) compatible avec les projections et les sec-
tions :

Si Il contient 1 , il est clair que fi et e sont isomorphes en tant

que G-microfibrés.

5. PROPOSITION. Soit Il un G-micro fibré de base B = G S, où S est une

11-tranche ( H C G, H = G ); alors Il contient un unique G-fibré.

PREUVE. D’après le théorème de Kister - Mazur, u / S contient un unique

fibré topologique. Nous pouvons donc supposer (Metatheorem) que u / S con-
tient un unique 11-fibré.

Ceci étant, remarquons qu’il existe une bijection entre les H-fibrés de

bas e S et les G-fibrés de base G S - G S (voir [5], page 132) : Tout

11-fibré de base S de la forme S - E - S se prolonge en un G-fibré

le seul point à vérifier est la trivialité locale de ce dernier fibré : elle pro-

vient de la trivialité locale de G GIH (voir [ST], pages 30 - 32). Ré-

ciproquement, un G-fibré de base GS se restreint à un H-fibré de base S .

Et ceci prouve que Il contient un unique G-fibré.

6. NOTATIONS. 1° M et N étant deux G-espaces euclidiens de même di-

mension, on note 9’ (M, N ) l’espace des plongements de M dans N pré-

servant l’ origine ; P (M , N) est muni de la topologie CO ; H ( M , N) dési-

gne le sous-espace de P (M , fV) constitué des homéomorphismes.
On fait de P ( M, N ) un G-espace en définis sant g . f, pour g E G et

f EP (M, N ), par



423

Il est clair que H( M , N ) est alors une partie invariante de P (M,N) .
Remarquons que f est un plongement équivariant de M dans N si et

seulement si f est un point fixe du G-espace P (M, N ). On note f G (.11, N )
l’ensemble des points fixes de est dé-

signé par On écrit au lieu de

2° Dans la suite EM (B) désigne le G-fibré trivial

De plus un morphisme injectif entre G-fibrés de même dimension sera ap-

pelé un plongement.

Le théorème suivant est la version équivariante ( légprement modi-

fiée) d’un résultat de Kister ( [KI], Theorem 1); la démonstration est re-

portée à la fin de ce paragraphe.

7. THEOREME. Il existe une G-homotopie tel-

le qu e :

(1) F ( f , 0) = f pour tout f dans "P(M, N ) ;

(3) F(h, t) E R(M, N) pour tout h E H(M, N) et tout t E I;

(4) Il existe une application invariante r: P (M,N) - ] 0, 1 ] telle que :

(5) Enfin F applique P G (M,N)X1 dans PG (M,N) .
8. PROPOSITION. S’il existe un plongement O: (M( B) C- cN (B), alors
il existe un isomorphisme O : EM(B) = EN(B ) ayant même germe que O .
PREUVE. Un plongement 0 : EM (B) , fN(B) est de la forme

où x J-+- fx est une application continue f: B - P (M, N) ; 0 étant équi-

variante, on a fgx ( g v ) = g fx ( v ) , ce qui s’écrit encore

en utilisant la structure de G-espace de P ( M , N ) ; et ceci prouve que l’ap-
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plication f : B - P ( M , N ) est équivariante. F étant la déformation définie

au théorème précédent, on considère

et l’on définit l’isomorphisme par

Soit alors V le voisinage invariant de B X 0 dans B X M défini par

Pour ( x , v ) E V on a

ce qui prouve que O et 0 ont même germe.

9. COROLLAIRE. Soit E un G-fibré de base B et O: fM( B) C.E un plon-
gement.

10 Si e est trivial, il existe un isomorphisme O : EM( B )= ayant mê-

me germe que 0.
20 Si W est une partie invariante de B telle qu’il existe un isomor-

phisme Y : E W - eN ( W), alors il existe un isomorphisme

PREUVE. Le 1° est évident.

Pour le 2° : il existe un isomorphisme ayant même

germe que le plongement est l’isomor-

phisme cherché.

10. L EMME. Soit E un G- fibré de base B, où B est un G-espace normal,
et soit 0: (M ( B ) C E un plongement. On suppose de plus que l’on peut
recouvrir B par deux ouverts invariants W1 et W2 tels qu’il existe des iso-

morphismes

O1 ayant même germe que O leM (W1). Alors il existera un isomorphisme
O : f M ( B ) == ç ayant même germe que O et tel que
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PREUVE. (Comparer avec [HO], Lemma 3.1 .)
Comme il existe un plongement

on peut supposer que O2 a même germe que O ( cf. Corollaire 9). Soit alors

a. (i=1,2) une partition invariante de l’unité subordonnée à 1 w. }i=1,2
On pose a = a1 /W2 et

Soit définie par

Il est clair que la restriction de B à fM (a-1]0, 1]) est un isomorphisme.
On définit alors un isomorphisme ’ par

La continuité de T résulte du fait que a même germe que

l’identité.

Enfin, on définit par

Et l’on obtient bien le résultat voulu, car {W1 - Supp a2 , W2} forme un re-

couvrement ouvert invariant de

1 l. PROPOSITION. Soit O: EM ( B ) C E un plongement, où B est para-

compacte. Alors il existe un isomorphisme (D: EM (B) =E de germe O.
PREUVE.

a) Il existe un recouvrement ouvert invariant 1 W. }jEJ de B tel que

E/W; soit isomorplte à EM(Wj) :
- Si b est un point fixe de B , alors il existe un voisinage ouvert inva-

riant V( b ) de b tel que E/V ( b ) soit trivial.

- Si b E B est tel que Cb F G , on désigne par S une tranche en b . A-

lors, f M( G S) et il GS sont deux G-fibrés contenus dans le microfibré

EIGS. D’après la Proposition 5 ils sont isomorphes en tant que G-fibrés.
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- Enfin, en appliquant le Corollaire 9 précédent, on obtient le résul-

tat voulu.

b) Construction de O : EM( B) =E ( voir [HO] , Lemma 3.2).
Soit {aj J jE J une partition invariante de l’unité subordonnée au recou-

vrement {Wj}. On pose

et l’on considère la famille F des couples

est un isomorphisme de germe O/WK . En vertu du Corollaire 9, j= n’est

pas vide. On introduit dans 5: la relation d’ordre suivante :

Si ( Kr , fl )r E R est une partie totalement ordonnée de F, alors elle

possède une borne supérieure. Par conséquent, d’après l’axiome de Zorn,
F possède un élément maximal, soit (K, OK). Si K 1 i, soit j E J - K ;
posons

et considérons la partition invariante de l’unité subordonnée à  {W1 , W2} et

définie par

En appliquant le Lemme 10, on construit un couple
ce qui contredit la maximalité de (K, OK ).

12. COROLLAIRE. Tout G-microfibré trivial (de base paracompacte) con-
ti ent un uni que G- fibré. 

’

PREUVE. Soit fi un microfibré trivial de base B . D’après le Lemme 11,

n° 3, il existe un plongement O : EM (B) ~ 03BC. Supposons que li contienne
un autre G-fibré, soit 1 . Alors C et E M ( B ) sont isomorphes en tant que



427

G-microfibrés. On déduit du Lemme 11, n° 3, à nouveau qu’il existe un plon-

gement £ M ( B ) C- e ; la proposition précédente donne le résultat voulu.

13. L EMME. Soit Il un G-micro fibré. On suppose que :
10 la base B de Il est un G-espace métrisable,
20 il existe deux ouverts invariants V1, V 2 tels que B - V1 U V2 ’
30 v2 est soit un ouvert invariant trivialisant, soit de la forme

V2 = G S, où S est une H-tranche ( H C G, H "1 G),

40 03BC /V1 contient un G- fi bré ’1.
Alors Il contient un G- fibré.

PREUVE.

Cas 1: V 2 est un ouvert invariant trivialisant.

D’après le Corollaire précédent, 03BC / V2 contient un unique G-fibré, soit

e2 . De même Il / V1 rl V2 contient un unique G-fibré ; par conséquent, il ex-

iste un isomorphisme

On pose alors est un G-fibré qui se plonge dans Il .

Cas 2: V2 = G S , où S est une H-tranche.
D’après la Proposition 5, 03BC/V2 contient un unique G-fibré, soit e2 -

Posons V = VI n V2. Il existe

Alors S1=g n V est une gHg-1-tranche telle que G SI = V. Toujours
d’après la Proposition 5, 03BC/V contient un unique G-fibré ; par conséquent,
il existe un isomorphisme
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On termine alors comme dans le Cas 1.

14. COROLLAIRE. Soit IL un G-microfibré de base B métrisable et com-

pacte. On suppose qu’il existe un G- fibré C de base V, où V est un ouvert

invariant de B, tel que e soit contenu dans g / V. Alors si F est un fer-
mé invariant de V, il existe un voisinage invariant V’ de F dans V et

un G-fibré n contenu dans f£ tel que C/V’= n/V’.

PREUVE. En utilisant la compacité de B , on peut trouver une famille fi-

nie Pr, V2’ ..., Vn d’ouverts invariants de B tels que :

b) chaque vi est soit de la forme G Si , où Si est une H -tranche ( avec
Hi C G), soit tel que 03BC/Vi soit trivial.

On applique alors le Lemme précédent un nombre fini de fois.

15. PROPOSITION. Tout G-micro fibré de base compacte contient un unique

G- fibré.

PREUVE. L’existence d’un G-fibré contenu dans Il résulte directement du

corollaire précédent avec V = 0. Il nous reste à prouver l’unicité.

Soit Ça et e, deux G-fibrés contenus dans fi ; soit t0 et t, deux nom-
bres réels 0  t0  t 1  1 . On pose

alors e est un G-fibré de base V contenu dans (03BC X [0,1]) / V. En appli-
quant le corollaire précédent, on construit un G-fibré e prolongeant C/ V’,
où V’ est un voisinage invariant de B X {0,1} dans h ( i. e. C/V’=C/V’). 
Mais en raison du théorème d’homotopie pour les G-fibrés, on a

16. THEOREME. Soit il un G-micro fibré dont la base B est localement com-

pacte à base dénombrable. Alors IL contient un unique G- fibré.

PREUVE. Si B est localement compacte à base dénombrable, alors B/G

possède la même propriété. Et puisque rr : B ~ B / G est une application pro-
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pre ([P], 1.1.9), on peut trouver une famille {Bn}n&#x3E;0 de compacts inva-

riants tels que

les Bn étant également G-invariants.

D’ après ce qui précède, on sait que IL/ Bn contient un unique G-fibré

Il existe donc des isomorphismes an:Cn = Cn+1/Bn. On définit alors un
G-fibré

Le seul point à vérifier est la trivialité locale de e ainsi défini : pour tout
o

x E B il existe un voisinage Gx -invariant, soit U , contenu dans Bn pour

un certain n ; alors ç 1 U et g ni U sont isomorphes en tant que Gx-fibrés.
Il nous reste, encore à prouver l’unicité de e.
Soit e’ et e" deux G-fibrés contenus dans li . On pose

Soit n &#x3E; 1 ; d’après la construction faite en 14, il existe deux nombres

tels que C/Bn X ([0, tn[U] sn, 1]) se prolonge en un G-fibré ç n de base

B n XI. On considère alors le G-fibrén

de base

Alors il existe un G-fibré 1 de base Bn+1 X I qui prolonge

où § est un voisinage invariant de Bn-1 et tn+1’ Sn+1 deux réels tels

que
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On obtient ainsi un diagramme commutatif de la forme

d’où l’on déduit par récurrence une f amille d’inclusions

Ceci permet de construire un G-fibré q = lim (Cn /Vn X I ) de base B X l.
contenant el B X ( 0 , 1/4[U] 3/4, 7] . En utilisant à nouveau le théorème

d’homotopie, on en déduit que :

17. DEMONSTRATION DU THEOREME 7.

Nous la ferons par une succession de lemmes.

17.1. NOTATIONS. 1° Pour a&#x3E;0, DM(a) désigne la boule fermée cen-
trée en 0 de rayon a de M . On écrira parfois simplement D (a) dans les

cas non ambigûs.
2° Si K est un compact de M contenant l’origine, le rayon de K est

le sup {r 1 DM(r)CK}. 
17.2. Construction d’une homotopie : Soit
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On désigne par l’application déf inie par

17. 3. LEMME. R4 étant muni de la structure de G-espace trivial, on con-

sidère le G-espace

av e c

Il existe une GhomotopLe telle que

PREUVE. Soit a’ le rayon de

car

Soit a" le rayon de On définit a E H( N)
par
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On pose alors c:P t = o-1Yto.
Compte tenu du f ait que Ot(-) E H G (M), il e st facile de voir que O

est équivariante.

17.4. L EMME. Il existe une application équivariante
tell e que

10 pour tout entier i &#x3E; 0 on ait où ri est

le rayon de f (DM(i)) ;
20 il existe une application invariante r’: P (M, N) ~ ] 0, 1] ayant la

propriété k( f )(x) = x pour x E DN(r’( f J J.
P REUVE. Posons r’(f) =-- ( 1/2) inf( r l’ 1); la continuité de r’ provient
de [ KI], Proposition 3. On définit alors k par :

17.5. L EMME. Soit une application équi-
variante tell e que pour tout entier n &#x3E; 1 on ait

pour Alors F peut être prolongée de façon
équivariante sur P (M, N) xl.

PREUVE. On définit

P our la continuité en ( f , 1 ) , voir [KI], Proposition 5.
Il reste à montrer que F(-, 1) est équivariante, mais cela est clair car

implique
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par conséquent

ce qui s’écrit encore

17.6. L EMME.

10 Il existe une G-homotopie a: P (M, N) X I ~ P (N) telle que :

20 Il existe une G-homotopie telle que

1 pour tout

PREUVE. 1° On pose ao - k . Puis on définit at pour

où 0 est la G-homotopie construite en 17.3.

Supposons avoir défini at pour t E [0, (1/2)n]. Alors pour

on pose

Finalement a 1 est défini comme étant lim a, , ce qui est possible car
t- 1

Remarquons encore que, si , alors

Par conséquent
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2° Pour na, on désigne par yt (n, a) EHG (N) l’homéomorphisme

qui laisse fixe D(n) et transforme D(a)-D(n) en

l’extérieur de D( a) subissant la dilatation correspondante :

Notons que y0(n, a) = id.
On construit alors B de la façon suivante :

17.7. Construction de est définie par

Désignons alors par r( f ) le rayon de f-1(D(r’(f ))); pour II x II  r(f), il

vient
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