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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XVII-4 (1976 )
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

COMPLETION MONADIQUE
par Yves DIERS

0. Introduction.

Soit A une catégorie a factorisation. On définit une factorisation
(1,P) sur la catégorie des monades réguliéres sur A et une factorisation
(1,P) sur une catégorie de catégories au-dessus de A, de telle fagon que
le foncteur contravariant sémantique y commute.

Si (M,]) (resp. (N,]) est une catégorie au-dessus de A, d'ima-
ge monadique (i.e. de «codensity triple») T (resp. S ), le morphisme ca-

nonique
I: (M, 1) (AT, Uy ) (resp. T2 (N,1)>(AS, U })
appartient 2 P. Un morphisme K:(M,/)» (N,J) définit un morphisme

t: S> T et, par suite, un morphisme

N (AT, Up) > (AS,Ug) tel que ALT=T.K.
On donne des conditions suffisantes pour que ¢ soit dans P ; alors A’ ap-
partient 2 |, si bien que A’ [ est la factorisation de J.K et que (AT, UT)
est l'image de J.K . On raméne ainsi I'étude de AT a celle de AS, qui
est triviale si / est monadique (i.e. triplable). En plus, on met ainsi en
évidence la catégorie des [-pro-objets (i. e. M-objets ).

Moyennant la démonstration préalable d'une monadicité, par exem-

ple celle de Ccamp.ro ou IM(T,) sur Ens, les résultats de complétion mo-
nadique (i.e. équationnelle) des théorémes 3.1, 3.2, 3.3 de ]J.F. Kennison
et D. Gildenhuys dans [ 3] peuvent étre retrouvés.

On donne de nombreux exemples, choisis pour une bonne part dans
[ 3], ott la méthode ci-dessus permet une description topologique de A T et

de la catégorie des pro-objets.
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2 Y. DIERS

1. Catégorie a factorisation.

On appelle catégorie a factorisation une «bicatégorie» de Kenni-
son [2]. On notera toujours | et P les deux classes de morphismes. Si A
et B sont a factorisation, un foncteur U: A - B

commute a P (resp. | ) sion a:

x€P (resp. 1) = UxeP (resp. |),
refléte P (resp. |) sion a:

UxeP (resp. 1) = x€eP (resp. |),

commute a (resp. refléte ) la factorisation s'il commute a (resp.refléte)

Poetl.

Notons qu'un foncteur qui commute & P (resp. | ) et qui refléte les
isomorphismes refléte | (resp. P ); en effet: si x = X,. % est la facto-
risation de x et si Uxel (par exemple),

Ux=Ux,.Ux; avec Ux, eP
et d'aprés [ 2], Proposition 1.1 (4), Ux; est un isomorphisme et x; aussi,
donc x appartient a |.

Notons encore que, si A est & factorisation, la catégorie duale A*
I'est aussi et que, si X est une catégorie, la catégorie AX est a factori-

sation, avec

aeP ssi VXeX, aX€P
et

acl ssi VX&X,axel.

On considére dans toute la suite une catégorie & factorisation A
que 'on supposera compléte & gauche.
2. Monade reguliere.

La cacégorie Mon(A) a pour objets les monades sur A et pour mor-
phismes de source T'=(T',p"',u’) etdebut T=(T,n,u) les transfor-

mations naturelles ¢: T'» T vérifiant
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COMPLETION MONADIQUE 3

tnp'=n et p(txt)=1¢ pu’.
Une monade T =(T,n,p) estréguliére si T commute & P.
PROPOSITION 2.1. Si T est réguliére, AT est munie d'une factorisation
telle que Uy: AT 5 A y commute et la refléte.
PREUVE.Si h:(X,x)>(Z,z) est dans AT on pose
heP ssi UheP et hel ssi Ukel.

Soit h = g.f la décomposition de A dans A avec f: X > Y. Le diagram-

TY
y&
TX Th TZ

me commutatif

X z
Y
/ \
X A V4
ot TfeP et gel, met en évidence un morphisme y: TY > Y ([2], Pro-

position 1.1 (6)) rendant commutatif le diagramme augmenté. Le diagramme :

TTX T/ TTY
T x
X f /%7 Y Tyu
N4 N2
} TX Tf TY
X ) ) )
X f Y

ot f, TTfe P sont des épimorphismes, montre que (Y, y )€ AT . En outre:

f:(X,x)>(Y,y)eP et g:(Y,y)>(Z,2z) €l.



4 Y. DIERS

PROPOSITION 2.2. Si T' est réguliére et si t: T'> T appartient a P,

alors T est réguliere.
PREUVE. Si f: X> Y estdans P, on a
ty. T'"f=Tf.ty avec ty.T'feP
et par suite
Tf.tyeP donc TfeP
( [2], Proposition 1.1 (2), dual).
La catégorie MonR(A) a mémes objets et mémes morphismes uni-

tés que Mon( A) et pour morphismes non unités ceux de Mon(A) dont la

source est une monade réguliére. Posons

teP (resp. | ) dans MonR(A) ssi t€P (resp. ) dans AA .

PROPOSITION 2.3. | et P munissent MonR(A) d'une factorisation.
PREUVE. Soit t: T' > T dans MonR(A) de factorisation
t=s.r avec r: T'> S et s:S> T dans AA.

Le diagramme commutatif

SSX _
T'T'X TTX

t*tX

bx kx
tx

ou syel et rSy, T'ry € P implique

X TX

rery=rSy.T'ryeP,
montre qu'il existe un morphisme et un seul vy: SSX > SX rendant commu-

tatif le diagramme augmenté, l'unicité prouvant que l'on définit ainsi une
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COMPLETION MONADIQUE 5

transformation naturelle v: SS> S. En posant § = rp’, on obtient une mo-
nade S =(S,0,v) sur A : en effet, la commutativité des diagrammes sui-

vants de gauche implique celle des diagrammes de droite.

T'x X SX "X X . sx
n'T} 'S n'T} 65,
T'T'X - T'SX SSX T'T'X SSX
T rX rSX r* rX

' X Tx
T'X SX T'X SX
T'n} Sn} T'n} S0,
T'T'X - ST'X SSX T'T'X SSX
rTX SrX r*rX
Le diagramme
T' X X SX
77'7} T'r/'X 6SX SGX
Ipy X SSX  Igy
px vy
T'X -~ SX

ol ry est épimorphique, montre que v(60S5) =v(560)= Ig. Les diagrammes

commutatifs suivants

rrerrx (r*0)Ty ssrrx __ SSrx | sSsx

W' T}, v Ty VS,
e rY}(' ST‘X

T'T' X ST'X SSX
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6 Y. DIERS

' SS
rrrrx TR pegsx 720X . §SSX
T'uy T'vy Svy
T'T'X T'SX SSX
T'ry rSx
montrent la commutativité de
rsrxr
T'T'T' X X SSSX
Tyl T'uy vyl ISvy
reT
T'T'X X - 5SX
i Vx
'
T'X - SX
X

ol rxr*ry est épimorphique. Ainsionav(Sv)=v(vS).

Fn outre r est un morphisme de monades T' > S et, d'aprés la Propo-
sition 2.2, S est réguliére puisque T' I'est et que r€P ; comme s€l,
{ = sr est une factorisation de ¢ dans Mon R(A). Il est alors immédiat

que MonR(A) est a factorisation.

3. Plongement de Birkhoff.

Soit (X, U )€ (Cat,A) et x un morphisme de X .
x est un l-monomorphisme (resp. P-épimorphisme) si Ux €l (resp.P).
VeX estun U-rétract de X € X s'il existe x: X»> Y et y tels que
(U x).y soit une unité de A .
Soit I: ¥ X,U)~»(X',U') un morphisme de (Cat,A). V est un plon-
gement de Birkhoff si I’ est un plongement plein dont l'image est fermée
pour les produits, les I-sous-objets et les U'-rétracts. V' est un quotient de

Birkhoff si tout objet de X' est un U’-rétract d'un l-sous-objet d'un pro-
) ] P
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COMPL ETION MONADIQUE 7

duit d'images d'objets de X par V.
Un foncteur U: X > A est injectif pour les sous-objets (resp. les ob-
jets quotients) si pour tout X € X et tout couple x;, x, de monomorphis-

mes de but X (resp. épimorphismes de source X ) on a
Ux; =Uxy=> x; = x.

On note C la sous-catégorie de (Cat, A) ayant mémes objets et
mémes morphismes unités et pour morphismes non unités ceux de but un
foncteur fidéle qui crée les limites projectives et est injectif pour les sous-

objets et les objets quotients.

PROPOSITION 3.1. Les plongements de Birkhoff et les quotients de Bir-
khoff munissent C d'une factorisation.

PREUVE. (a) Les quotients de Birkhoff sont stables par composition: Soit
(X,U)eC, ot U crée les ljl”, et Xe€X. Un l-sous-objet y- ¥V'> }V d'un
U-rétract x: X » Y de X est un U-rétract d'un |-sous-objet de Y ; en effet,

I'image par U du produit fibré

y” Y X
x’ x
Y X Y

est un produit fibré; les épimorphismes scindés étant universels, U x scin-

dé entraine U x' scindé; d'aprés la Proposition 11 ( 9) duale de [2],
Uyel = Uy'el;

ainsi Y’ est U-rétract du l-sous-objet Y” de X. En outre, soit (X )ics

une famille d'objets de X ; si Y. est un U-rétract de X, 'HI Y, est un U-
LE
rétract de .H[Xi ; si ¥; est un I-sous-objet de X, 'Hl Y, est unl-sous-
1€ 1€
objet de 'HIXi ([ 2] Proposition 11 ( 8)). Soit
ie

VX, U)s> (X", U") et V':(X',U')>(X",U")

deux quotients de Birkhoff dans C. Un objet X” de X" est un U"-rétract

369



8 Y. DIERS
d'un l-sous-objet de iIeII V'X! ot X}eX' et, pour tout i€l, X} est U’-
rétract d'un l-sous-objet de

JI;IJiVX” ou X;;€X;
alors V' X! est un U"-rétract d'un l-sous-objet de ]1;11. V'V X, et il;IIV'X'i

i

est un U"-rétract d'un l-sous-objet de 'Hl ]H] V'V X;; ; unl-sous-objet
1€ €J.
13

I II V'V X;; ; fina-

de II V'X! est un U"-rétract d'un l-sous-objet de
iel ' i€l Jel;

lement X" est un U”-rétract d'un l-sous-objet de II II P’ VX
ie] Je ]L

(b) Les quotients de Birkhoff sont des épimorphismes de C : Soit un
quotient de Birkhoff V: (X, U ) (X", U') et W,, WJ: (X', U")>(X",U")
deux morphismes vérifiant W, .V =W, .V ; soit XeX'.Si X'=VX, alors

WIX'= WIVX=W,,AVX=W9 X',
Si (X',(p;)ief) = iI;IIVXi ,ona

(U X' (U'p;)ier)= iI;IIU'VXi =0 U

Or W, p; et W;p; satisfont 2

UW,p; =U'p; =U"W;p;;
U" créant les lim, on a W,,pi= W, p; et par suite W, X' =W, X' . Si un
I-sous-objet x’: X' > X; d'un objet X; € X" est tel que Wo X; =W, X; , la
relation

U'Wox'=U'x"=U"W, =",
_jointe A I'injectivite de U” pour les sous-objets, prouve que W, x' = W, x’

et par suite Wy X' =W, X'. Si X' est par x': Xj » X" un U’-rétract d'un
objet X; vérifiant W, X; =W, X; , la relation

UW,x'=U'x"=U"W, x",
jointe & l'injectivité de U" pour les objets-quotients, prouve que l'on a:

Wo x' =W, %" et par suite W, X' =W, X',
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COMPLETION MONADIQUE 9

La conclusion se déduit alors immédiatement de la définition d'un quo-
tient de Birkhoff et de la fidelité de U".

(c¢) Les plongements de Birkhoff sont stables par composition: Soit
Ve(X,U)> (X", U") et V':(X"',U")>(X",U")

deux plongements de Birkhoff; alors V.V est un plongement plein; si
(X;);e; est une famille d'objets de X, _HIV'VXi est de la forme V' X',
i€

puisque V'X' est fermée pour les produits. V' étant pleinement fidéle, on

a X'= .HIVXi . Comme VX est fermée pour les produits, X’ est de la for-
1€

me V X et par conséquent

IVvx,=vx=rvvx.

ie]

Si x": X"> V'V X est un l-sous-objet, x” est de la forme V'x’, car V'X'
est fermée pour les l-sous-objets; x': X'> VX, étant un l-sous-objet, est
de la forme V x, puisque VX est fermée pour les |-sous-objets; par suite
x" = V'Vx. D'une fagon analogue on montre que V'V X est fermée pour

les U"-rétracts.

(d) 1l est immédiat que les plongements de Birkhoff sont des mono-

morphismes.

(e) Tout morphisme W:(X,U)~ (X", U") se factorise en un quotient
de Birkhoff et un plongement de Birkhoff: Soit X' la sous-catégorie pleine
de X" ayant pour objets les U"-rétracts des l-sous-objets des produits d'i-
mages d'objets de X par W. On note:

V': X'»> X" le plongement, U'=U".V",

V: X > X' le foncteur induit par ¥ .

Comme V' est un plongement, U’ est fidéle et injectif pour les sous-ob-
jets et les objets-quotients. Si x: X » ¥ est un noyau dans X" avec Y e X',
de factorisation x = x,.x ;, alors x; est un noyau et appartient P, donc
% ; est un isomorphisme et par suite x appartient 2 | et X€ X' ; ainsi X'
est fermée pour les noyaux. En ajoutant le fait que X' est fermée pour les
produits, on conclut que X' est fermée pour les lim, et que U' crée les

lim . 11 est en outre immédiat que V: (X, U ) (X", U’) est un quotient de

3714



10 Y. DIERS

Birkhoff et que V':(X',U')»(X",U"”) est un plongement de Birkhoff,

d'aprés la démonstration de la Proposition 3.1 (a).
(£) La factorisation est unique a isomorphisme prés: Soit
W=L"L avec L:(X,U)>(Y,U;)ecL’:(Y, U )>(X",U")

une factorisation. L.'Y est une sous-catégorie de Birkhoff de X" qui con-
tient L'L X = WX et par suite X'. De plus tout Y €Y est U -rétract d'un
|-sous-objet de ‘HIL X;, de sorte que L'Y est U"-rétractd'un l-sous-ob-
123
jet de
_H L'LXL- = IIwXx. ;

iel ie] !

il appartient donc @ X', et ainsi L'Y = X' et Y = X',

DEFINITION 3.2. Si W =V'.V est la factorisation de W, on appelle V'
["image de Birkhoff de W.

4. Sémantique monadique.

La sémantique monadique sur A est le foncteur
S: Mon(A)° 5 (Cat,A)
défini par ST =(AT, UT) et St=A?, on
At(X,x)=(X,x.tX} et Alf=f.
Notons que la sémantique monadique est pleinement fidéle, que UT

crée les [im , est injectif pour les sous-objets et les objets-quotients et par

conséquent qu'elle induit un foncteur MonR(A)? > C noté de méme.

THEOREME 4.1. Un morphisme t: T'> T appartient a P (resp. 1) ssi
v’

A AT L AT estoun plongement de Birkhoff (resp. un quotient de Birkhoff ).

Fn d'autres termes, la sémantique monadique commute a la factorisation et

larefléte.
PREUVE. Soit t: T'> T dans MonR(A).

(a) Si t appartient a |, tout objet de AT' est Uqe-rétract d'unobjet
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de la forme (T'X,u}y ), et ty: T'X> TX €l implique que (T'Y, 'y ) est
un | -sous-objet de A’ (TX,py) ; ainsi Al est un quotient de Birkhoff.

(b) On suppose dans la suite que ¢ appartient 3 P . Montrons que A’
est un plongement plein: La relation UT' A= UT , jointe a la fidélité de
Uy, montre que Al est fidele; si

(X,%),(Y,y)e AT <érifient AY(X,x)=A(Y, y),
alors (X, x. ty)= (Y, y. ty) et par suite
X=Y et x.ty=y.ty,
d'ou l'on déduit x =y, puisque ¢y€ P est un épimorphisme ; ainsi on ob-
tient (X,x)=(Y,y) et A’ est un plongement. Si f est un morphisme:

AP(X,x)> AN(Y,y), le diagramme extérieur

TI
T'X f 'Y
tx ty
T
TX f TY
% y
X 7 Y

est commutatif et, puisque ¢y est épimorphique, le diagramme inférieur 'est

aussi; donc [ est un morphisme (X, x)>(Y,y) et A’ est plein.
(c) AP(AT) est fermée pour les I-sous-objets : Soit
(X,x)eAT, (Y,y')eAT et f:(Y,y')> (X x)

- . . .
un |-monomorphisme de AT ; le diagramme commutatif

T'Y '/ T'X
, ty ty
Yy
TY rf TX
|«
Y f X

373



12 Y. DIERS

ot ty€P et fel, met en évidence un morphisme y: T'Y > Y rendant com-

mutatif le diagramme augmenté; le diagramme

TTY Ty TTX
S
Tx
Nx
%TY// Tf \TX
1
Y ]X )
7 X

ol f est monomorphique, implique que (Y, y )€ AT ; alors
A(Y,y)=(Y,y.ty)=(Y,y")
et AP(AT) est fermée pour les I-sous-objets.
(d) AY( AT) est fermée pour les UT,-rétracts: si
(X,x)eAT, (Y, y')eAT", f: A(X,x)>(Y,y")ets: ¥ X

vérifient f.s = Iy, on pose y =f.x.Ts; alors y. Tf=f.x; en effet,

le diagramme commutatif

rx —L ey s rx —L Ly
tx ty tx ty
TY e TY — rx I .71y ¥
x
X 7 Y

montre que l'on a

Y (Tf)ty=fox(Ts)ty. T'f=fxty.(T's)T'f=
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COMPLETION MONADIQUE 13

=y' (T'f).(T's).T'f=y"T"f =f.x.ty
et par suite y. I'f=f.x ; alors
yiy . T'f=y (Tf)ty=fxty=y".Tf;
or [ étant un épimorphisme scindé, T'f en est un aussi et par suite on =

y.ty =y'; on voit que (Y, y )¢ AT par un raisonnement analogue 2 celut

de la Proposition 2.1, et A(Y y)=(Y,y').

(e) A (AT) est fermée pour les produits, puisque UT et Uyy créent

les produits.

(f) Ainsi la sémantique monadique commute a la factorisation et, étant

pleinement fidéle, elle refléte les isomorphismes donc aussi la factorisatior,

5. Stabilité des P-quotierts cofiltrés.

Soit X une catégorie et P une classe de morphismes de X. St A
est un objet de X, on sait que le foncteur but (X, X)> X crée les lim
Notons P X) la sous-catégorie pleine de { X, X) dont les objets sont les
P-quotients de X .

On dit que les P-quotients cofilirés sont stables si, pour tout X € X,
P(X) est fermée pour les lim cofiltrantes, c'est-a-dire si, pour tout petit

diagramme cofiltrant d: D> (X, X), en posant
d; ={X;,x;) pourtout ieD,
X, =lim X., x= (xi)ieD: X- X, ,

) 12

D

o~

on a
(Viel, xiEP) = x€eP.

On définit immédiatement la notion duale.

Un diagramme cofiltrant d: D> X est P-régulier si:

pour tout @ dans D, da € P.

LEMME 5.1. Soit X et Y deux catégories munies d'une classe P et soit
V:X>Y un foncteur qui commute a P, refléte P et commute aux lim co-

filtrantes P-réguliéres. Si on a

375



14 Y. DIERS

g.feP = geP

et si, dans Y, les P-quotients cofiltrés sont stables, ils le sont aussi

dans X.

PREUVE. Avec les notations ci-dessus, supposons x; € P pour tout i e D;

alors le diagramme d: D> X est P-régulier, donc UX, =lim U X, ; en outre
ieD

Ux; eP, dou UxeP, et par suite xe P.

PROPOSITION 5.2. Si T est une monade réguliére sur A et si dans A les

P-quotients cofiltrés sont stables, ils le sont aussi dans AT .

PREUVE. 1l suffit d'appliquer le lemme précédent et la Proposition 2.1, qui

précise, en outre, la factorisation sur AT .

6. Complétion monadique.

Soit /: M> A un foncteur.

1.'image monadique de [, quand elle existe, est la monade T =
=(T,n,u) sur A que Linton appelle «codensity triple» dans [4], la com-
plétion monadique de [ étant (AT, UT ).

Alors T est la coextension de Kan de / relativement & [ et, sion
désigne par ¢: T.[ > [ le morphisme associé, n et p sont définis par les

relations:
eful)=1; et e(pul)=1e(Te).
L'image monadique T du foncteur canonique 1: M> AT est I'ima-

ge monadique seconde de I, (AT) T étant la complétion monadique secon-
de de 1.

On définit 1'image monadique d'ordre n€ N* et méme 1l'image mo-
nadique d'ordre a, pour tout ordinal @ [O].

Notons que, si l'image monadique d'ordre a + I est isomorphe a 1'u-
nité, la complétion monadique d'ordre a est la catégorie des/-pro-objets

(i.e. M-objets dans [0] et [3]).

PROPOSITION 6.1. 8 l'image monadique d'ordre a est idempotente, l'ima-
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COMPLETION MONADIQUE 15

ge monadique d'ordre a +1 est isomorphe a l'unité et, par suite, la com-

l étion monadique d'ordre a est la catégorie des [-pro-objets.
p q g P ]

PREUVE. On peut supposer a = I. Puisque Uy crée les [im et est plei-
nement fidéle, la coextension de Kan de I:M> AT relacivement & [ exis-
te et, par suite, l'image monadique seconde T= (7:, 7, ) aussi; en outre
UT' T est la coextension de Kan de UT.Z relativement 4 | et T est enco-
re la coextension de Kan de Ur. T relativement a U, le morphisme as-
socié étant ¢;: T'.Up » Uq. T. Cette composition des extensions de Kan,

jointe aux définitions de y et [i , permet d'écrire
(UTII)(fj T)(Tfl,) :fI(IlUT ).

Or UT étant pleinement fidéle, ¢, est un isomorphisme; T étant idempo-
tente, (1 est un isomorphisme, de sorte que ¢, T, T¢,, pl; sont des iso-
morphismes. On en déduit que UT It est un isomorphisme ainsi que [i, car

UT est pleinement fidéle. Ainsi T est idempotente et
U'.I':(AT):I- > AT

est un plongement plein. Or tout (X, x)€ AT est isomorphe & un objet de

la forme (TX,uX), lui-méme de la forme ljln[Xi; le fait que U:.r crée
ieD
les ljﬂ montre que

(X,x)eUs (AT)T,

et par suite U. est un isomorphisme et T est isomorphe & 1'unité.
T

THEOREME 6.2. 5i [: M> A, J: N> A sont des foncteurs tels que:

1° [ se factorise par | en un foncteur pleinement fidele K dont ['ima-
ge est fermée pour les produits finis et les l-sous-objets.

20 N est compléte a gauche, P-colocalement petite et a factorisation,

30 ] est un adjoint a droite et commute a P,

4° dans A ou dans N les P-quotients cofiltrés sont stables.
Alors :

(1) L'image monadique*de [ existe et est un P-quotient de l'image mo-
nadique S de J.

(2) La complétion monadique de | est isomorphe a l'image de Birkhoff
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de J.K: (M,1)>(AS, Ug).
PREUVE. Identifions M 2 une sous-catégorie pleine de N et notons f - f
la bijection d'adjonction:

Homp( X, JN) » Homy(LX,N),

o L est un adjoint & gauche de J, la naturalité par rapport & n dans N
s'écrivant: pour tout n: N> N’ dans N et tout f: X> /N dans A, ona
(In).f=n.f.Soit XeA.

(a) Soit (X,l), la sous-catégorie pleine de (X,[) dont les objets
sont les morphismes (M, f) tels que ]76 P. (X,1), est préordonnée puis-

que, si

m,m': (M, f)> (M, f') dans (X,1), ,

on a
(Im).f=f"=(Im").f,
puis successivement
(Im).f=(Im").f, m.f=m'.f, m=m".

(b) (X,1), est petite, puisque N étant P-localement petite, L X a,

A isomorphisme prés, un ensemble de P-quotients; il y a donc,a isomorphis-
me prés, un ensemble de morphismes de la forme f: L X > M appartenant

a P, donc un ensemble de morphismes f: X » /M objets de (X, 1), .
(c) Montrons que { X,[), est cofiltrante. Soit
, (M, f), (W f7)e(X,1),.
Le produit (MXM'; p;,py) de M et M' existe dans N, est dans M d'a-

prés I'hypothése 1, eton a
J(MXM' )= TM XM,

puisque J est un adjoint & droite. N étant a factorisation, le morphisme

(f, f—')-' LX-> MXM' se factorise en
(ff7)=h.g ot g:LX>N et h: N> MxMH".
Or hel et MXM' €M implique N e M d'aprés I'hypothése 1 et, / commu-

tanta P, ona JgeP. Alors
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(N.(Jg).0x)e(X,1), ,
o 0:1-S=].L, puisque
(Tg).6y =geP,
P;-h estun morphisme (N,(Jg).0y)~>(M,f) car
(Ipg)-(Jh).(1g).0x =(Ip;).I(F.f')60x =(If)6x=f,
et p,.h estun morphisme (N,(Jg).0y)>(M', ') étant donné que
(Tpg)-(Th).(Tg)0x=(Ipy) I(f,f7)0x=f"
(d) Montrons que (X,/), est initiale dans ( X,]). Soit
(M,f)e(X,1) et f=h.g avec h: N> M
la factorisation de [ ; alors
NeM et (N,(lg).0y)e(X,1),,
puisque (Jg). 0, = g€ P. Alors h est un morphisme
h:(N,(Ig).0y)>(M,f)

(Th).(Jg).O0y=(]f).05 =f.

En outre, si
(Ml,fl)e(X,[)o et m.'(MI,fI)e(M,f) dans (X,1),

la commutativité du premier diagramme ci-dessous implique celle du second.
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Comme f;€P et hel, il existe un morphisme m; : M; > N rendant com-

mutatifs les diagrammes augmentés. Alors m; est un morphisme

mp:(My,f;)-(N,(Tg).0x).
(e)Si b:(X,1), >M estle foncteur but, RX = limKb existe d'aprés
I'hypothese 2 ; notons ry: L X > RX le morphisme défini par:
P Tx :f— pour tout (M, f)e(X, 1),
o p; désigne la projection d'indice (M, ). Comme / commute aux lim,
TX=1lim]Kb=JRX
existe pour tout X € A. On sait que T X définit la coextension de Kan T
de [ relativement a [, et par suite l'image monadique T =(T,n,u) de
/. et que 1'on a un morphisme
t:$-> T définipar ty=/ry.
Si dans N les P-quotients cofiltrés sont stables, ry appartient & P et, J
commutant 2 P, on a ty€ P, d'ou t€ P. Si dans A les P-quotients cofil-
trés sont stables,
ty: SX>TRX =Ulim/Kb
est défini par (/pf). ty= ff_', or /f—e P, donc ty€ P et te€P. On con-
clut que T estun P-quotient de S.
(f) AL /AT, UT) > (AS, US) est un plongement de Birkhoff d'aprés
Théoréme 4.1. Par ailleurs
L (M, 1) (AT, U_)

est un quotient de Birkhoff, puisque tout objet (X, x) de AT st Uq-ré-
tract de ( T\, p X) qui est lim d'objets images par /. Alors A’ est I'ima-
ge de Birkhoff de At.[ =] K.

COROLLAIRE 6.3. 8 [ =1, dans le théoréme précédent, alors l'image
monadique de [ est idempoter e et sa complétion monadique est isomorphe

ala catégorie des [-pro-objets.

PREUVE. La monade unité, notée A, est un objet initial de Mon(A), le

morphisme A>T =(T.p.u) étant . Puisqu'ici ¢: A> T, alors
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t:n et At—_‘UT’

qui est alors pleinement fidéle. Ainsi T est idempotent et la Proposition

6.1 permet de conclure.

Lorsque

To
N=A" et J=0Ug,,

ot To est une monade sur A, les résultats précédents se complétent en
le théoréme suivant, ot 4' désigne 1'hypothése 4 du Théoréme 6.2 dans

sa seconde éventualité.

THEOREME 6.4. Si

To
I:M> A et UTO.‘A > A

sont deux foncteurs satisfai’sant aux conditions 1, 2, 3, 4 du Théoréeme 6.2,
alors :

(1) L'image monadique de I est un P-quotient de To .

(2) La complétion monadique de I est isomorphe a l'image de Birkhoff

To
de IO-'(M9[)')(A :UTO)-

(3)L'image monadique seconde de | existe et est idempotente.
(4) La complétion monadique seconde de I, la catégorie des [-pro-ob-
jets, la complétion monadique de I, et la catégorie des l,-pro-objets sont

isomorphes. Elles sont des images de Birkhoff de

o

To
10'.(M510)-)(A ,]AT )’

dans 4'.
(5) En outre, si dans 4' tout UTo-rétract d'un [-pro-objet est un [-pro-

objet, la complétion monadique est isomorphe a toutes les catégories de (1 ).

PREUVE. (a) L'image monadique de UTO étant To, les conclusions (1)

et (2) découlent du Théoréme G.2.
(b) Plagons-nous dans 1'hypothése 4'. L'image monadique
To=(T, v 7o s flo ) de Iy

existe et est idempotente (Corollaire 6.3). Sa complétion monadique, & sa-
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(-] T
voir (A"°) ° est I'image de Birkhoff de
To
[0:(Ma10)-’(A ’]ATO)’

est isomorphe & la catégorie des [, -pro-objets et
To To T
Uz :(A°) A’

o
est un plongement plein. En factorisant [, en I, = A*. 1, ot ¢t: To » T, et
en composant les coextensions de Kan correspondantes, on montre comme

dans la démonstration de la Proposition 6.1 que l'image monadique T de
I existe et est idempotente. Alors (AT)T est isomorphe & la catégorie des

[-pro-objets et Uz : (AT)T 5> AT est un plongement plein ( Proposition 6.1).
Or les deux plongements pleins

o To To . To To
A‘.U.T.-(AT)T»A et Uz :(A7) ">A

T

ont pour image la sous-catégorie pleine de A ° ayant pour objets lesl,-
3 To T

pro-objets, donc (AT)T<(A"°) °. Dans I'hypothése 5, on voit immédia-

tement que 1'image de Birkhoff de
To
10-'(M710)"(A ’ IATo)
égale I'image de Birkhoff de
To
I: (M, 1)+ (A", U ).

(c) Dans I'hypothése 4, on peut encore démontrer que To existe, et

est idempotente. En effet, les foncteurs [, et IAT° vérifient les hypothé-

ses 1, 2, 3 du Théoréme 6.2, et par suite les parties (a), (b), (c), (d)

en totalité, et (e) partiellement, de la démonstration sont valables. Ainsi
. To hnd To . . To
on a un morphisme t, : A > To, ot A  désigne la monade unité de A ,

To
qui, pour tout (X, x, J)e A, est défini par:
Pfto (X%, )= fo» O fo: (X, 2% )51 . MeP.

Appliquant le foncteur UT,, qui commute aux l‘ilz ,ona
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(Ur,ps,)- (Ut tyx,x, ) = Ut fo-

Or Uy, commute a P, donc Uy fo € P ; puisque dans A les P-quotients

cofiltrés sont stables, Uy 1, (X% )€ P est un épimorphisme, et & x , ;

aussi, car UTo est fideéle ( partie (b) de la démonstration du Theoréme
4.1) et To est idempotente. La démonstration se poursuit alors comme en

(b) ci-dessus.

PROPOSITION 6.5. S5i /: M> A et J: N> A ont des images monadiques et

si | se factorise par | en un quotient de Birkhoff K: (M,1)>(N,J), l'i-

mage monadique S de ] est un l-sous-objet de l'image monadique T de

I et le morphisme (AT, Ur )~ (A3, Ug) est un quotient de Birkhoff.

PREUVE. Avec les notations de la démonstration 6.2, on a ].K = AL, 7 Or
T:(N,J)»(AS, Ug)

est un quotient de Birkhoff ((f) de la démonstration 6.2), donc
J.K=A']eP;

par suite A’ € P ([2] Proposition 1.1) et t€ | ( Théoréme 4.1).

7. Applications.

Dans Ens, soit T une monade, To une monade de rang fini (i.e.

une théorie algébrique suivant Lawvere), T, la monade des groupes, T,

1
une monade de rang fini au-dessus de T, . Si B est une catégorie a pro-

duits (resp. produits finis), on note BT (resp. BTe) la catégorie des T-
(resp. To)-algébres dans B .

T
Un noyau de X € Top-Sep 2 est un sous-ensemble H de X dela

forme

H={xeX|f(x)=1},

. . T _
ou f est un morphisme de Ens 2 ; alors le groupe X/H estmuni naturel-
lement d'une structure de T2 -algébre; une classe de X est une partie de
la forme xH , ot x€ X et ou H est un noyau. X est linéairement compact

si tout filtre de classes fermées de X a une intersection non vide.
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L(T,) est la sous-catégorie pleine de Top-Sep T2 ayant pour ob-
jets les T, -algébres topologiques séparées linéairement compactes ayant
une base de voisinages ouverts de 1'origine formée de noyaux. LM(T,) est
la sous-catégorie pleine de L(T,) ayant pour objets les T,-algébres to-
pologiques X séparées linéairement compactes «maximales», i.e. telles

que, si H est un noyau fermé de X et si la T,-algebre discrete X/H est
T
linéairement compacte, alors H est un ouvert de X . EnsL2 est la caté-

. T
gorie des T2-algébres discrétes linéairement compactes. EnsA2r est la ca-
tégorie des T,-algébres discrétes artiniennes, i.e. telles que toute suite

décroissante de noyaux est stationnaire [3].

PROPOSITION 7.1. Les P-quotients cofiltrés sont stables pour:

(1) A= Top-Sep et P =les morphismes denses.

(2) A=Top-SepT et P =les morphismes denses.

(3) A= CompT® ou L(T2) et P = les morphismes surjectifs.

(4) A = LM(T2) et P =les morphismes surjectifs, si A est monadi-
que sur Ens.
Les l-sous-objets filtrés sont stables pour:

(5) A =Top ou Top-Sep et | = les morphismes injectifs.

(6) A=EnsTo ot A est localement de présentation finie [8], et

| = les monomorphismes ou les noyaux.

PREUVE. (a) Soit P la classe des morphismes denses de TopTou de
Top-Sep T, i.e. des T-homomorphismes continus f: X~ ¥ dont l'image
[ \) est dense dans Y. Montrons que, dans Top, les P-quotients cofil-
trés sont stables. Avec les notations du 5, montrons que x (X ) est den-
se dans \, x; étant dense. X, étant muni de la topologie initiale défi-
nie par les projections p,: Xo » Xi , un ouvert de base non vide U de X,

est de la forme U = 'ﬁl piI(Ui} , ot [, est une partie finie de O0b(D) et
LE 0

. . ” - . .. .
Ui un ouvert de A\i; le diagramme étant cofiltrant, il existe i, €[ tel que
Pi = O, Py, avec ¢ Xy o Xp,

pour tout i €[, et par suite U; = N qi'l.l (U;) est un ouvert de X; vé-
0 i 0
[

€l 0
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rifiant

-1 = Tl v)= n pilru,)=U;
PRV, = 0y P (V) D i) = U

alors U; est non vide et on a
o
#10)=xtpilU, ) =xl(U ) A 0.
[ 0 0 0
Cela montre que x( X ) est dense dans X, .
(b)Les foncteurs
TopT ou Top-SepT > Top

commutant aux [im , 4 P et reflétant P, les P-quotients cofiltrés sont sta-
bles dans TopT et dans Top-SepT (Lemme 5.1). On sait, en outre, que

les morphismes denses de Top-Sep sont les épimorphismes et que les mor-

phismes denses de Comp To sont les morphismes surjectifs.
(c)Soit f: X »Y dans L(TZ)' Si

H={xeX|f(x)=1},
la T2-algébre X/H est isomorphe a la T2-algébre f({X); munie de la to-
pologie quotient de celle de X, elle devient un objet de L ( T2 ) (13, pa-
ragraphe 3, remarque (2)); munie de la topologie induite par celle de V,
f(X) devient aussi un objet de L (Tz) , qui est, par suite, complet (i3]
paragraphe 3, remarque (3)), et donc fermé dans Y.

Ainsi les morphismes denses de L(T,) ou LM(T,) sont les morphis-

mes surjectifs. Soit P la classe de ces morphismes. Le foncteur
Ty
L ( T2 ) > Top-Sep

commutant aux l‘il_n cofiltrantes P-réguliéres (| 3] paragraphe 3, Théoréme
(2)), 2 P et reflétant P, les P-quotients cofiltrés sont stables dans la

catégorie L ( T,).

(d) Reprenons les notations du 5 dans LM(T2) . Soit X, la lLim de
(X;);ep dans L(T,) ; puisque x,€P dans L(T,), on a

xI.' /Y* XIEP dans L(T-?)

d'aprés (c). Par ailleurs le foncteur L (T2 ) > Ens commute aux lim co-
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filtrantes P-réguliéres et le foncteur L M( T,)~ Ens commute aux lim,
puisqu'il est monadique (hypothése 4). Alors les ensembles X, et X; sont

isomorphes, ainsi que les applications
x.'X‘)Xo et xl.'X-’XI

et par suite x est surjective. Cela montre que les P-quotients cofiltrés sont

stables dans LM (T,).

(e) Si A est localement de présentation finie [8], les sous-objets
(resp. les sous-objets qui sont des noyaux ) filtrés sont stables, puisque
les lirg filtrantes commutent aux ll,_l_n finies [8]. Fn outre, To étant de

rang fini, EnsT° est localement de présentation finie [8].

(f) Soit | la classe des morphismes injectifs de Top ou Top-Sep. Le
foncteur Top > Ens commute aux lim, a2 | et reflete |. Puisque les I-sous-
objets filtrés sont stables dans Ens (e), dans Top aussi. Dans Top-Sep,
avec les notations duales de celles du 5, la lim de (X; )ieD dans Top est
séparée et c'est alors la l_i_rg dans Top-Sep. Ainsi les I-sous-objets fil-

trés sont stables dans Top-Sep.

On appelle foncteur monadique un foncteur triplable selon Beck.

Soit U: A> B et VV: B> C deux foncteurs.

LEMME 7.2.(a) S V est un adjoint a droite pleinement fidéle et si U a
une complétion monadique, V.U a une complétion monadique isomorphe
a cellede U ; en particulier si U est monadique, V.U aussi.

(b) Si A est aconoyaux et si V et V.U sont monadiques, U aussi.
PREUVE. (a) Si U est monadique, V.U est un adjoint 4 droite et est mo-
nadique d'aprés le critére de Beck. Si T =(T,7n,p) est l'image monadique
de U, T est la coextension de Kan de U relativement 2 U ; par suite,

si F est un adjoint & gauche de V', V. T.F est la coextension de Kan de

V.U relativementa V.U . Or

V.T.F=V.Us.Fy.F

est aussi la coextension de Kan de V. UT: BT 5 C relativement 2 V. Urs

ce foncteur étant monadique, (BT, V. Uy) est la complétion monadique
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de V.U.

(b) Si A a des conoyaux, U a un adjoint & gauche ([5| paragraphe
1, Corollaire 1) et la sémantique est pleinement fidéle. On applique alors

le critére de Beck.
LEMME 7.3. Les foncteurs

CompTe > Comp ou Top-Sep ou Top ou EnsTe
sont monadiques.

PREUVE. Comp'° » Ens étant monadique,

CompT° > Comp ou EnsTe

le sont (Lemme 7.2 (b)), de méme que

CompTe 5 Top-Sep ou Top
(Lemme 7.2 (a)).

Remarquons que pour A= Ens, un Uy -rétract de XeATe est
un quotient de X par une équivalence compatible avec les opérations de

To ; on dira un quotient de X.

EXEMPLE 7.4. EnsfinT° > Comp T° ou Top-Sep To ou TopT°.

Notons d'abord que les complétions monadiques de

EnsfinTe > Top-SepT° ou TopTe
sont isomorphes a celles de
I: EnsfinTe > Comp To

(lemme 7.2 (a)). Comp To est & factorisation avec pour P la classe des
morphismes surjectifs et pour | celle des morphismes injectifs; en outre
les P-quotients cofiltrés y sont stables ( Proposition 7.2). Le Corollaire
6.3 s'applique a [, et la complétion monadique de / est isomorphe 2 la ca-
tégorie des [-pro-objets, appelés To-algébres profinies, qui sont encore les
sous-To -algébres topologiques fermées des produits de To-algébres dis-

crétes.
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(a) Si To est la monade unité, c'est la catégorie des espaces topo-
logiques compacts de dimension 0 ([1] Chapitre 6, paragraphe 2, Théoréme
11).

(b)Si To = T;, c'est la catégorie des groupes profinis, i. e. des grou-
pes topologiques séparés ayant une base de voisinages ouverts de I formée

de sous-groupes distingués (7] Chapitre 1, paragraphe 1, Théoréme 2).

(c)Si To =T, , c'est la catégorie des T,-algebres topologiques tel-
les que le groupe topologique sous-jacent soit profini; en effet, le foncteur

T. T
Comp 2 - Comp !

T
crée les [im et, par suite, un objet de Comp 2 est un pro-objet ssi son

: T .
image dans Comp ‘est un pro-objet.

EXEMPLE 7.5. EnsfinT® > Ens ou EnsTe.

Le foncteur
I: EnsfinT° > Ens
se factorise par
I : EnsfinT® > CompT°
et le foncteur monadique CompT° > Ens. Le Théoréme 6.4 s'applique:

(a) Si To est la monade unité, [, est un quotient de Birkhoff, puis-
que tout compact est un sous-espace topologique fermé d'un espace topo-

1¥ et que [0, I] est quotient d'un espace topo-

logique de la forme [0, I
logique de la forme {0, ]}Y ot {0, 1} est discret; alors la complétion mo-
nadique de [ est Comp (Proposition 6.5 et Théoréme 6.4 (2)) et la com-
plétion monadique seconde, isomorphe 4 la catégorie des [-pro-objets, est

la catégorie des espaces topologiques compacts de dimension 0 (7.4 (a)).

(b) Si To = T,, la complétion monadique seconde est isomorphe a la
catégorie des groupes profinic {7.4 (b)) qui est fermée pour les quotients;

elle est isomorphe 4 la complétion monadique de / ( Théoréme 6.4 (5)).

(c¢) Si To =T,, la complétion monadique, isomorphe & la complétion

monadique seconde, est la catégorie des To-algébres profinies (idem (b) ).
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(d) Dans le cas général, la complétion monadique de / est la sous-
catégorie pleine de CompTo ayant pour objets les quotients des To-algé-

bres profinies.
(e) Le foncteur
EnsfinT° > EnsTo
se factorisant par I, et le foncteur monadique
CompT" > EnsTe

(Lemme 7.3), le Théoréme 6.4 s'applique et les complétions monadiques

sont isomorphes aux précédentes.

EXEMPLE 7.6. EnsfinTe & Comp ou Top-Sep ou Top.
Notons d'abord que les complétions monadiques de
EnsfinT° 5> Top-Sep ou Top
sont isomorphes a celles de
EnsfinT° > Comp
(Lemme 7.3(a)). Le foncteur
I: EnsfinT® > Comp
se factorisant par le foncteur
I, : Ensfin'® > Comp e
et le foncteur monadique
CompTe 5 Comp

(Lemme 7.3 (b)), le Théoréme 6.4 s'applique. La complétion monadique
seconde est isomorphe a4 la catégorie des To-algébres profinies et la com-
plétion monadique & la sous-catégorie pleine de CompTo dont les objets
sont les quotients ayant une section continue des To-algébres profinies,
et par suite est isomorphe 4 une sous-catégorie pleine de la complétion mo-

nadique de
EnsfinT° > Ens.

En particulier pour To = T ,, elles sont isomorphes.
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EXEMPLE 7.7. EnsT > Top-SepT ou TopT.
Les complétions monadiques de Ens T, TopT sont isomorphes 2

celles de

I: Ens T > Top-SepT
(Lemme 7.2 (a)). Top-SepT est A factorisation avec pour P la classe des
morphismes denses et pour | celle des morphismes injectifs fermés initiaux;
en outre les P-quotients cofiltrés y sont stables ( Proposition 7.1). Le Co-
rollaire 6.3 s'applique et la complétion monadique de / est isomorphe a
la catégorie des [-pro-objets, appelés T-algébres prodiscrétes; ce sont en-

core les sous-T-algébres fermées des produits de T-algebres discrétes.

EXEMPLE 7.8. EnsT > Top-Sep ou Top.
Le Lemme 7.2 (a) s'applique. Le foncteur /: EnsT > Top-Sep se

factorise par

I, : EnsT > Top-SepT
et par le foncteur monadique

Top-Sep T Top-Sep
(on applique le critére de Beck ). Le Théoréme 6.4 s'applique. La complé-
tion monadique seconde est la catégorie des T-algébres prodiscrétes et la
complétion monadique est isomorphe a la sous-catégorie pleine de Top-SepT
ayant pour objets les quotients, ayant une section continue, de T-algébres

discrétes.

T T T
EXEMPLE 7.9. Ensl_2 > Top-Sep ou Top ou Top-Sep 2 ou Top 2, avec

T, = monade des A-modules.

Le foncteur
I:Ens, > Top-Sep
se factorise par le foncteur monadique
Top-SepT‘?» Top-Sep

en

T T
I, : EnsL2—> Top-Sep 2
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dont l'image est fermée pour les produits finis et les sous-objets initiaux
fermés. Le Théoréme 6.4 s'applique. La complétion monadique seconde de
I, la complétion monadique de I, et la catégorie des [-pro-objets sont iso-
morphes 2 L(TZ ). Si Xe L(T2) a pour L. se de voisinages ouverts de

'origine (H; ), .p, ot les H; sont des noyaux, on définit un diagramme co-
T
filtrant: (X/Hi)ieD de Ens 2 dont la lim est

T
(X,,(p;)) dans Top-Sep ? |

et on note

x;: X X/H;, et x=(x);.p:X> X

les morphismes canoniques; x est surjective ( Proposition 7.1 (3)); pour

tout t€D, ona
Kerx CKerx;=H; , d'ou Kerx ={1},

X est ouverte, puisque x([-[‘ ) = pEI(I) est un ouvert de X, ; ainsi x est

T
un isomorphisme de Top-Sep 2 et X est un [-pro-objet. En outre L(T,)

T
est fermée pour les lim de Top-Sep 2, ce qui permet de conclure. Mais
L(T,) est aussi fermée pour les Uq -rétracts: en effet, si XeLl(T,) et

f: X»Y dans Top-SepT2 admet une section continue, f est finale et par
suite Y est un quotient de X; c'est donc un objet de L(T,) ([3] para-
graphe 3, Remarque (2)). L( T2) est alors isomorphe & la complétion mo-
nadique de /. Comme précédemment, les résultats restent valables en rem-

placant Top-Sep par Top.

REMARQUE 7.10. En général, L(T2) n'est pas monadique sur Ens. Né-
anmoins le foncteur U: L(T2 ) > Ens est un adjoint a droite, L(T2) est

i conoyaux U-absolus et U y commute. En effet, les foncteurs
L(T,) > Top-Sep et Top-Sep > Ens
étant des adjoints a droite, U aussi; soit f,g: X» Y dans L (TZ) tels

que, dans Ens, h: UY » Z soit un conoyau absolu de (f, g ) ; alors com-

T
me Ens 2 est monadique sur Ens, on a
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T
Ze EnsT2 et h = coker(f,g) dans Ens 2,

En munissant Z de la topologie quotient de celle de Y, on obtient

Ty T2
Z € Top et h = coker(f,g) dans Top “.

Or f-g est dans L(T,) et, par suite, (f-g)(X)eL(T,) est un sous-

objet fermé de Y ; donc
Z = coker(f,g) = coker(f-g)=Y/(f-g)(X)
dans TopT2 , Z est séparé et, par conséquent,
h = coker(f,g) dans Top-sepT2 )
Puisque YEL(T2), on en déduit Z € L(T2) et
h = coker(f,g) dans L(T,).

2 Ty

EXEMPLE 7.11. EnsIf—» Top-Sep ou Top ou Top-SepT ou Top “, ol
T, est la monade des A-modules sur un anneau artinien A.

Le Théoréme 6.4 s'applique de la méme fagon qu'en 7.9. On obtient
ici la sous-catégorie pleine L'(T,) de L(T,) ayant pour objets ceux qui
ont une base de voisinages ouverts de l'origine (H;); p telle que X/H,
appartienne a Enszgr.

EXEMPLE 7.12. EnsIf—» Ens ou Ens T2, ot T, est défini comme pré-
cédemment.

Le foncteur U’: L'(T2) » Ens est un adjoint a droite. L'(T2) est
4 conoyaux U'-absolus et U’ y commute: en effet, ces propriétés sont vraies
pour U (7.10) et L'(T,) est fermée pour les conoyaux de L(T,). Mon-
trons que U’ refléte les unités: si f: X » ¥ dans L'(T,) est tel que U'f
soit 1'application identique de U'X, les Ty-algébres X et Y sont identi-

ques et la topologie de X est plus fine que celle de Y ; si H est un noyau

T
ouvert de X tel que X/H ¢ EnsAf , alors H est fermé dans X, donc liné-
airement compact dans X et aussi dans Y, donc fermé dans Y ; et alors,

si p: X»> X/H est la projection,
{p(K)| HCK et K est un noyau ouvert de Y }

392



COMPLETION MONADIQUE 31

a un élément minimal p(K, ) et, par suite, K, est minimal dans
{ K| HCK et K est un noyau ouvert de Y} .

Or H = '(\DH +H; ({3] Lemme 1.4 (c)), ot H+H; estunnoyau ouvert
lLE

de Y contenant H, si '/Hi)ieD désigne une base de voisinages ouverts
de l'origine de Y ; donc H+H ;D> K, et H =K, est un ouvert de Y; il
s'ensuit X = Y . Le critére de Beck montre que U’ est monadique. Le fonc-
teur
I: Ens 2
: Ens 5, > Ens
se factorisant par U', le Théoréme 6.4 s'applique. Or le foncteur
T
Ens,? - L'(T,)
étant cogénérateur (7.11), c'est un quotient de Birkhoff, de sorte que la
complétion monadique de / est isomorphe @ L'(T,). C'est aussi la caté-
gorie des /-pro-objets. Le résultat est le méme pour le foncteur
T T
EnsA2 > Ens 2
r
T, T,
EXEMPLE 7.13. Ens “- Ens ou Ens <, ou T2 est la monade des A4-
modules.

L'étude nécessite quelques résultats préliminaires.

LEMME 7.13.1. Pour Xe L(T2 ), on a XELM(Tz) ssi pour tout Y dans
L (T, ) ayant la méme structure de T,-algébre que X et une topologie plus
fine,ona X =Y.

PREUVE. Soit
XGLM(Tz) et Y€L(T2)

vérifiant 1'hypothése ci-dessus. Si A est un noyau ouvert de YV, il est fer-
mé et par suite, si on le munit de la topologie induite, il est dans L (T2 ).

Si K est le méme noyau H muni de la topologie induite par celle de X, on

T .
a KeTop-Sep 2, et méme Kel (T2 ). puisque la topologie est moins fi-
ne que cellede H . Alors K est complet ({ 3) paragraphe 3, Remarque ( 3)),
donc fermé dans X . Puisque

T
X/K = Y/HeEnsL2 ,
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d'ou Ye L(Tz) ([9] Proposition 9). Comme Y a une topologie plus fine
que celle de X, on a Y =X et I'ensemble H est un ouvert de Y. Ceci

montre que X est dans L M(TZ ).
L EMME 7.13.2. LM(TZ ) » Ens refléte les unités.

PREUVE. Si X, Ye LM(T,) ont le méme ensemble sous-jacent et si 1'ap-
plication identique f: X > Y est dans LM(TZ), alors X et Y ont la méme
structure de T, -algébre, d'ot X =Y d'aprés le Lemme précédent.

LEMME 7.13.3. LM(T,) > Ens est un adjoint a droite.

PREUVE. Le foncteur L(T2)-> Top-Sep étant un adjoint & droite (7.10),

N

L (T;)~ Ens aussi. Si F est un de ses adjoints & gauche, montrons que:
FEeLM(Ty;) pour E€Ens.

Si XebL(T,) a méme structure de Ty-algébre que FE et une topologie
plus fine, 1'application identique f: X » FE est dans L(T5) ; en outre,

il existe

g: FE-> X dans L(Tz) tel que 8- Mg =M

alors f. 8-Mp=1y, et par suite f. g = IFE . Ainsi g est l'application i-
dentique et la topologie de F E est plus fine que cellede X, donc X = FE.
LEMME 7.13.4. LM(T;y )» Ens est monadique.

PREUVE. Si U: LM(T,)~> Ens, LM(Ty) a des conoyaux U-absolus et
U y commute, puisque cette propriété est vraie pour L (Ty ) et que LM(Ty)
est fermée pour les conoyaux de L (T2 ). 11 suffit alors d'appliquer le cri-

tére de Beck.

COMPLETIONS MONADIQUES DE [: EnsIz > Ens .

LM(T; ) est a factorisation avec pour P (resp. |) la classe des
morphismes surjectifs (resp. injectifs). Les P-quotients cofiltrés sont sta-
blesdans L M(T2 ) (Proposition 7.1 (4)). Le foncteur I se factorise par

Ty
I, : Ens “ > LM(T,),
dont 1'image est fermée pour les produits finis et les sous-objets. Le Thé-

T
oréme 6.4 s'applique. Or EnsL2 - L (T2)étant générateur (7.10), ilen
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est de méme de Ens:z > LM(T5), qui est ainsi un quotient de Birkhoff.
Alors la complétion monadique de / est isomorphe 2 LM(T5) (Proposi-
tion 6.5 et Théoréme 6.4 (2)) et & la catégorie des /-pro-objets. Par ail-
leurs, le résultat reste valable pour

I: EnsIz > EnsT2
EXEMPLE 7.14. Complétion comonadique de Comp > Top-Sep .

Top-Sep est a factorisation, P (resp. | ) étant la classe des mor-
phismes surjectifs finaux (resp. injectifs). Les l-sous-objets filtrés de
la catégorie Top-Sep sont stables ( Proposition 7.1 (5)). Comp est fermée
pour les sommes directes finies et les P-quotients. Le dual du Corollaire
6.3 s'applique alors. La complétion monadique est isomorphe & la catégo-
rie des ind-objets. On montre immédiatement qu'elle est isomorphe 4 la ca-

tégorie des espaces topologiques «compactly generated» ([ 6], VII-8).
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