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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XVII-3 (1976 )
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LE THEOREME DE COMPLETION DE BUCHWALTER-PUPIER
par Gérard BOURDAUD

On propose une nouvelle démonstration de ce théoréme, inspirée

du théoréme de complétion de Gillman- Jerison.

1. Propriétés des caractéres.

Dans tout le texte, on désigne par X un espace uniforme, par E(X)
I'ensemble des écarts uniformément continus bornés de XX X dans R et
par C,;(X) llalgébre des fonctions uniformément continues bornées de
X dans R ; on désignera par Car( X} 1'ensemble des caractéres de I'al-
gebre C, (X ), c'est-a-dire des homomorphismes unitaires de C,,( X) dans
R ; si x est un élément de X, on note % le caractére de Dirac [+ f(x) ;

j désigne la transformation de Dirac
x =% de X dans Car(X).
Il est clair que €, ,(X) est un treillis pour les opérations usuelles; de

plus (voir [1], 1.6):

PROPOSITION 1. Tout caractére de C,,(X) est un homomorphisme entre

treillis.

Soit @ un caractére de Cub(X) et f une fonction uniformément con-
tinue bornée sur X ; supposons un instant qu'il existe r> (0 tel que, pour

tout élément x de X, on ait:

la(f)-f(x)] >r;

ceci entraine que la fonction (f~a(f))'1 est uniformément continue et bor-
née sur X, donc que f-a(f) est inversible dans €, ;(X), ce que contre-
dit la relation a(f-a(f))=0; d'ou:

PROPOSITION 2. Pour tout aeCar(X) et tout fe Cub(X), ona:
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2 G. BOURDAUD

inf |a(f)-f(x)| =0.
xeX

2. Prolongement des écarts.

Si peE(X) et xeX, ona p(x,-)eC, 3 (X); on peut donc poser:
VaeCar(X), p(x,a)=alp(x,-)).
p «prolonge» p , en ce sens que, pour ye X, on a:

p(x,y)=pl(x,y).

Par ailleurs, on montre, a l'aide de la Proposition 1, que p est une fonc-

tion positive et bornée et que

(1) p(x,a)<ply,a)+tp(x,y).

La relation (1) montre en particulier que la fonction p(-, @) est uniformé-

ment continue ; pour be Car( X ), on peut donc poser ;
p(b,a)=b(p(-,a)).

(I est clair que p prolonge p ; en utilisant de nouveau la Proposition 1

on montre que p: est une fonction positive et que
(2 p(b,a)<plec,b)+p(c,a).

Désignons par X 1'ensemble des caractéres a tels que, pour tout pe E(X) |
on ait p:(a, a) =0 ; la relation (2) montre que p est un écart sur X; en

outre, il est clair que j applique X dans X.

PROPOSITION 3. X, muni de la structure uniforme déterminée par les écarts

p, ot p parcourt E(X), estle complété séparé de X, via l'application j.

ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION. La Proposition 2, appliquée A aeX
et 4 p(-,a), entraine l'existence, pour tout r> 0, d'un xe X tel que l'on

-

ait p(x,a)< r; ceci montre que j( X) est dense dans X.

La relation p(%,7)=p(x,y) montre que j est une application uni-
formément continue de X dans X et méme que X est l'espace uniforme
initial déterminé par j et X.

Si a et b sont deux caractéres distincts, soit feC ,(X) telle que
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a(f)#£b(f);sip désigne I'écart
p(x,y)=|f(x)-f(y)l,
on a (& l'aide de la Proposition 1):
p(a,b)=|a(f)-b(f)|,
ce qui montre que X est séparé.

Soit F un filtre de Cauchy sur X ; pour Aeﬁ', r>0 et peE(X), on

pose
T(A,p,r)={xeX|p(A,z2)<r};

les T(A,p,r) engendrent un filtre de Cauchy F sur X ; on peut poser,
pour feC, , (X) :

a(f)=limf(F).
On vérifie que aeX et que @ =lim F ; ainsi X est complet.
REMARQUE. Soit X un espace replet non compact. Munissons X de la
structure uniforme la moins fine rendant uniformément continues toutes les
applications continues de X dans R. Alors X est un espace uniforme com-

plet (voir [1], 15.14) et Car(X) est le compactifié de Stone-Cech de X ;

ceci montre qu'en général X est strictement inclus dans Car( X ).

3. Ecarts et bornés uniformément équicontinus.

Soit A une partie bornée uniformément équicontinue de C_,(X) .

on définit un écart borné uniformément continu sur X en posant:

PA(x,y)=f§t§)|f(x)-f(y)l-

Inversement, & tout pe E(X) est associé un borné uniformément équicon-

tinu de €, ;(X), a savoir
A(p)=lp(x,-)] xeX}.

On vérifie facilement que p = Pap)-

PROPOSITION 4. Soit A une partie bornée uniformément équicontinue de
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4 G. BOURDAUD

C,,(X). A admet une borne supérieure dans C,,(X); si on adjoint a A
les bornes supérieures de ses sous-ensembles, on obtient une partie bornée

uniformément équicontinue stable par bornes supérieures.

En effet, si B est contenudans 4 etsi g =supB,ona:
lglx)-g(y)l <pylxy).

PROPOSITION 5. Soit A une partie bornée uniformément équicontinue de
C,p(X) et a un caractére de C, (X ). Si [J-:A(a, a)=0, alors:

inf (sup | f(x)-a(f)])=0.

xeX fed
PREUVE. D'aprés la Proposition 2, si p:A (a,a) =0, c'est que, pour tout
r>0, il existe xe X tel que p,y(x,a)<r.Sifed,ona:

[f(x)-a(f)I <Pyl a),

ce qui achéve la preuve.

4. Interprétation du compléte.

PROPOSITION 6. Soit a un caractére de C,p(X); les énoncés suivants
sont équivalents :

(i) Pour tout peE(X), p(a,a)=0.

(ii) Pour toute famille (f;); ; bomée uniformément équicontinue de
C,p(X), ona:

a(supf;) = sup a(f;).
iel iel

(iii ) La restriction de a a tout borné uniformément équicontinu A de
C,»(X) est continue quand on munit A de la topologie de la convergence
simple.
ESQUISSE DE LA PREUVE. Soit @ un caractére vérifiant (ii) et pe E(X) ;
soit A = A(p); on obtient

p(x,-)=sup|f(x)-fl ,

. . fed
ce qui entraine

p(-,a)=sup|f-a(f)],
fed

330



THEOREME DE COMPLETION ...

d'ou .
pl(a,a)=sup|a(f)-a(f)] =0.
fe A

Soit @ un caractére vérifiant (i), 4 un borné uniformément équicon-

tinu de C,,(X), r>0 et feA. 1l existe (Proposition 5) xeX tel que
. lal(g)-g(x)| <r/3 pourtour ged ;
pour un élément g de A vérifiant | f(x)-g(x)| <r/3 on obtient

la(f)-alg) <r,
ce qui prouve (iii).
Soit a un caractére vérifiant (iii) et (f; )iel une famille bornée uni-
formément équicontinue de C,;(X).Si A est obtenu en saturant par bor-

nes supérieures 1l'ensemble des fi (Proposition 4), :Su;)fi est la limite
i€

simple, dans A4, des
f; =sup f;, ou/ estune partie finie de /.
ie]
D'aprés la Proposition 1, a(f]) = sup a( f;) ; il s'ensuit
ieJ
a(supf; )= sup a(f; ).
iel iel
Si A est un borné uniformément équicontinu de €, ,(X) et a, b deux

éléments de X, la Proposition 6 (ii) a pour conséquence

pzA(a,b)=sup|a(f)-b(f)] .
fed

Ceci montre que la structure uniforme de X est celle de la conver-
gence sur les bornés uniformément équicontinus de €, ,(X); c'est ainsi

que 1'on retrouve de théoréme de Buchwalter - Pupier [2].
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