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CAHIERS DE TOPQLOGIE Vol. XVII-3 (1976)
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LES QUASI-LIMITES
par Syméon BOZAPALIDES

Les quasi-limites sont apparues dans la littérature d'abord dans
[5] sous forme de quasi-produits. Dans le cas général, J.W.Gray les a
définies dans [4], et il les a utilisées pour résoudre certains problémes
d'existence de quasi-2-adjoints.

Dans cet article, on étudie plus en détail les quasi-limites. On mon-
tre que le plongement canonique d'une catégorie £ a limites dans la bi-
catégorie Spn(E) des spans de E transforme les limites de £ en quasi-
limites dans Spn(E). Les cdnes quasi-limites constituent une polyade
(n° 1, Proposition 1), et un choix de cdnes quasi-limites se prolonge en
un morphisme de Fun( 4, B) vers Bim( B) (n° 1, Proposition 2).

Au paragraphe 2 on étudie des pr:)blémes de compatibilité des quasi-
limites avec certains 2-foncteurs remarquables. Ainsi on montre que le 2-
foncteur A(4,-): A> Cat commute avec les quasi-limites projectives (n°
2, Théoréme 2), ainsi que tout 2-foncteur qui admet un Cat-adjoint a droite
(n° 2, Théoréme 2). On obtient comme corollaire le fait que les quasi-li-
mites commutent avec les limites cartésiennes.

Enfin au paragraphe 3 on construit les quasi-limites dans les bica-
tégorie 2_&_& et V-Dist, des distributeurs et des distributeurs relatifs a
la catégorie monoidale V respectivement, et on donne comme application

la catégorie des proalgébres sur un protriple.

1. Les quasi-limites.

Soit 4 et B deux bicatégories, F: A > B un morphisme de 4 vers
B, c'est-a-dire une loi qui & tout objet 4 de A associe un objet FA de
, & toute fleche f: 4 > B de A associe une fleche Ff:FA-> FB de B

et A toute 2-cellule A:f= g: A5 B de A associe une 2-cellule

oo
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F\: Ff= Fg: FA>FB de B;
on a de plus des 2-cellules )
ng:lpg = F(1,), V4c0b4,
b F(g)oF(f) = F(gof), ¥ ([, g)e4

S. BOZAP ALIDES

*

( é* désigne l'ensemble des couples de fléches composables de 4 ),

qui vérifient les conditions de cohérence bien connues.

DEFINITIONS. 1° Un quasi-céne projectif de sommet BeObB et de base

F: A5 B est une collection de fléches de B,
{(L)A.‘B—) FA}AEObA ,

et de 2-cellules de B,

{wf:(Ff)a)SOf:wslf}ff Fl/zl

(8,f, 8;f désignent respectivement la source et le but de f),

telles que:
QCP 1. Pour toute 2-cellule A: f = g: A > B dans 4

ng(Fr\)coA =wg.

Ceci s'exprime par la commutativité du diagramme suivant:

B
(1) oy
(03] \—/ WA
L —TFg ;T\
FA ‘FA FA'

,ona

QCP 2. Pour tout couple de fléches composables (f, g) dans 4, on a:

wgolFglog=w ob,
QCP 3. Pour tout objet 4 de 4, ona
IRy = can,,

ou can, est l'isomorphisme canonique I, w3 wy-
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SUR LES QUASI-LIMITES 3

Les conditions QCP 2 et 3 s'expriment par la commutativité des deux dia-

grammes suivants :

B
®y
e4 w4 D4
FA- _chf_) IFA
F \_/
f F(1,)

2° Une modification du quasi-céne projectif {w 4 ,wf} , de base F et
de sommet B, vers le quasi-cdne projectif {w/'i ,cofi} de mémes base et som-

met est une collection de 2-cellules

Ixgrog o)l 0p4
vérifiant la relation

wf'fo(Ff))\A =/\A.owf pour f: AeA'eFlé.

Ceci veut dire que le diagramme suivant commute :

FA

30 Un quasi-céne projectif { wy ,wf} de base F et de sommet B est
dit limite cartésienne projective si, pour tout quasi-céne projectif {o 4, Uf}
de base F et de sommet B', il existe une seule fleche m: B'> B telle

que w, g =0y, VAeObf=1, wem=0g, Vchl/=1

B m BI
- 74
w4 2y g>\‘
O'A:
© 43
FA 7T FA?
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4 S. BOZAP ALIDES

et si de plus, pour toute modification { A4} de oy, ,af} vers {0 ,b_f} , il
existe une seule 2-cellule p:m = m (m est l'unique fléche induite par
{oy ,af} ) telle que

(IJAH. = A’A , VAEObé.

FA
On écrit alors (avec un abus de notations évident) que B = cart-lim F .

4° Un quasi-cdne projectif {wA,a)f} de base F et de sommet B est
appelé quasi-limite projective si, pour tout quasi-cone projectif {aA,af} )
de base F et de sommet B’, il existe une fléeche m: B'> B et des 2-cel-

lules{mA:wAm =0y }AEObA telles que

afo(Ff)mA =mA.o(wfm)

FA Ff FA'

et si de plus, pour tout systéme {m’: B'> B, my: 0 m’'= 0, } tel que
afo(Ff)m;i ='-m;1.o(wfm'),

" il existe une seule 2-cellule p:m' = m qui vérifie la relation

(1)
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SUR LES QUASFLIMITES 5

REMARQUES-EXEMPLES.
a) Si {m, r?tA } est un autre systéme vérifiant la propriété universelle
ci-dessus, alors m et m sont des fléches isomorphes, i.e. il existe des

2-cellules p:m = m et p: m = m telles que

Bp=m, pp=m, mgE=myowyp,
c'est-a-dire le systéme {m, m 4 } est unique & isomorphisme prés.

b) Pour une base donnée F, sa quasi-limite n'est pas déterminée d'une
maniére unique. Il est clair que, parmi les cones quasi-limites projectives
de base donnée, il y a les limites cartésiennes projectives.

c) Soit {w, ,a)f}, foy ,af} et {5, ,Ef} trois quasi-cobnes de méme
base F et de sommets, le premier B et les deux autres B'. Supposons de
plus que {“’A""f} est une quasi-limite projective et que p ={p,} est
une modification de { (;A ’;f} vers {UA ,of} ; alors on a une fléche m de

B’ vers B et des 2-cellules {;”—A-'O)Aﬁ $EA}AeObA telles que
Donc pour les 2-cellules

{ugomy:wym= o0, }AeObé’

on a
0ol (Ff) g oig ) =00 ((F [igof F)mg) =
=pgro0po(Fflmy =pgiomgio(o,m)
et par conséquent il existe une unique 2-cellule p: m = m telle que
myow p = yomy, Vaeob 4.

Cette ﬁ dépend fonctoriellement de p = { #A} , car, si v = {VA} est une

modification de {O?A > c};f} vers | ‘;A ’;f} , des égalités

mgow(kov) =myow low v =p omyon v = (pov)gomy

on déduit pov =pov.
d) Soit A une bicatégorie. Un objet quasi-initial de 4 est un objet O

de A tel que la catégorie A(O X) admette un objet termmal quel que
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6 S. BOZAPALIDES

soit 1'objet X de 4.1l est évident qu'un tel objet est un cas particulier
de quasi-limite. Considérons la bicatégorie A/é des objets au-dessous de
A, i.e. la bicatégorie dont les objets sont les fleches de 4 de source 4,

dont les fléches sont les diagrammes

et dont les 2-'cellules sont celles de 4 rendant commutatifs les diagram-

mes de la forme

Alors un objet quasi-initial dans A/é est une fléche f: A > X dont les
extensions de Kan le long de n'importe_ quelle fléche k: A > B de 4 exis-
tent. Une telle fléche est appelée fléche de Kan. Dans Dist par ex—emple,
la bicatégorie des distributeurs, toute fléche est une fléche de Kan, tandis
que dans CAT, la 2-catégorie des catégories légitimes, tout foncteur F

de A vers X, oi A est petite et X cocompléte, est une fléche de Kan (thé-

oréme de Kan).

e) Par dualité on définit les quasi-limites inductives et, en inversant

les seules 2-cellules Wp, les quasi-limites coprojectives.

Soit E une catégorie a produits fibrés; la bicatégorie Spnf/E) des
spans de E est définie comme suit:
ObSpn(E) =O0bE ;
Une fléche de 4 vers B, appelée span, est un triplet (§,, R,5;), ot

8y » 8; sont des morphismes de E de méme source R, de buts 4 et B.

Une 2-cellule de (80 , R, 8; ) vers (50, R, 51 ) est un morphisme

%0



SUR LES QUASI-LIMITES

f: R>R tel que c§if=8i, i=0,1.

On a un plongement fidéle J/: E > Spn(E) donné par
' 4
AL.B — IA/ \ .
: A B
THEOREME 1.1. ] transforme les limites projectives de E en quasi-limites
projectives de Spn(E ).

PREUVE. Soit T: |- E un foncteur diagramme, et considérons un quasi-

cone projectif de base Jo T, c'est-a-dire une famille de spans

a;
X
et de 2-cellules de spans
%
X frinj
g

telles que Rg. Rf = Rgf pour tout couple de fléches composables

it &8 k.

Ceci donne un foncteur R: | » E | avec

R(i)=R;, VieObl, R(f)=R; VfeFll,

et deux transformations naturelles

a:R=T, a:R=>A,
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8 S. BOZAPALIDES

Ay est le foncteur constant de | vers E prenant la valeur X )
X
dont les composantes en 1'objet ¢ de | sont Ei et a; respectivement. On
considére alors limR dans E et on obtient un span de X vers lim T sui-

vant le diagramme

limT

-

(z =a;.pr; , VieObl et z est induite par a )
et une 2-cellule de (z,limR, pr;- z) vers (aj, R]-,E]-) qui est simplement

pr;. Ces données vérifient la relation qui exprime la commutativité du dia-

gramme (I). Si I'on a un autre span

et une autre 2-cellule

alors la commutation du diagramme (I) s'exprime par les égalités
- Rf'B;':Bj’ f:i-j, x=a;.B;, icObl,
d'ou l'existence d'un seul morphisme w: M - limR qui est un morphisme

de (x,M,y) vers (z,limR, z) faisant commuter le diagramme (II). Cette

construction donne en particulier les quasi-produits dans Spn(E ). m

%2



SUR LES QUASI-LIMITES 9

En ce qui concerne la structure de la classe des cdnes quasi-limi-

tes on a le théoréme suivant :

THEOREME 1.2. Les cénes quasi-limites projectives de base donnée F
forment une polyade, notée qlp(F ).

PREUVE. Notons Bi{‘"f«i ,w}.-} un tel cone dé sommet B;, et

. A
tll-. Bl—)B]’ t.

. i
z;"“”A‘ij"“’A

la fléche et la 2-cellule induites, de Bi{wy,w?i vers Bi{wlA,w’/}.Sion

a trois tels cones Bi’ B]. R Bk , alors il existe une seule 2-cellule

Pijk bkt = ti

rendant commutatif le diagramme

Ce sont respectivement les multiplications et les unités de qlp(F), car,
pour quatre cénes quasi-limites B, B}. » B, B; on trouve successivement

les égalités suivantes:

2%3



10 S. BOZAPALIDES

A (1 A ! _
tolog(pygo tutije)) = Gro@gppro@ gtk =

A A ! Ak A _
Lik 0L tig 0@ A L bijr T Lk 0@ 4Bk 0 Ytk bij =

_ A A 4 _ A A A _
= b0 G tijo by bty = Gijo (g o bty )b =

A A _ A4 ! -
= tijoltiowy bigy)ty = tjob o0ty =
ot j i oGt k]

= {1 piji 0@l by = o (@ (gjy o kb)) -
Par unicité, on obtient
(1 Miji o Wik ti; = Bikl © tribijk -
Il reste a établir les relations
(2) !”'iijOtijni: 1, V‘ii/’°njtij= 1.

Montrons par exemple la premiére :

YN _ A j -
Lol (pyotn) = tijoolp;o0lit;n; =

_ A A i _ A i A _ A _
=t oti].tiiow]Ati’.ni = tjjowyn;ot; = Iwilo b =
_ A i
= tii— %jowAltii ,
d'ou Biij oti]- n; = 1. (1) et (2) sont les axiomes de définition d'une po-

lyade, et la preuve est achevée. ®

THEOREME 1.3. Un choix de quasi-limites projectives définit un morphis-
me de Fun(A,B), la 2-catégorie des 2-foncteurs de A vers B dont les
fléches sont les transformations quasi-naturelles, vers la bicatégorie

Bim( B ) des bimodules de B (voir[4]); ce morphisme est noté QLP.

PREUVE. Pour tout 2-foncteur F: 4> B on choisit un cone quasi-limite

Breqlp(F); pour toute transformation quasi-naturelle m ={m,, mf} de

F vers G, soit
B, :Bp~ Bg, (B,)g:04B, = my0,

la fléche et les 2-cellules induites par le quasi-cone projectif

Ry



. SUR LES QUASI-LIMITES . 11

{mAwA,wfomfwA }.
D'abord B, est un distributeur de (Bp, tFF) vers (BG, tGG)’ outpp,
tcc sont les monades induites par les cénes {w ,mf} , {UA ,af} respec-
tivement, comme il résulte du Théoréme 1.2. On peut donc poser
QLP(F)=(BF,tFF), QLP(m)= B, -
Si { ={{ 4} est une modification de m = imA,mf§ vers m = {'.’-’A”?’f} ,

alors d'aprés la remarque c il existe une seule 2-cellule B;: B, = B~ qui

rend commutatif le diagramme

Bg est un morphisme de distributeurs, car
(B-), °‘7A(B§ opp) =(Bs )y OUABg oo R =
= wg0(B, )go0 np=Caw omythpolB, ) tpp=
= Gptipo(By)atpr =mythpolso tppolB ) tpy =
=mytppo ({404 0(B, )4 ltpp =

- A -

1}

(Bﬁ)A OOAEFOUABCLFF.:(BIE)A °0A(ITF°B§tFF)

et par conséquent, par unicité:
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12 S. BOZAPALIDES

(3) wpoBytpp = Browr

ol pp, ﬁF s LEF t’;;-p , etc..., ont la méme signification que les ik » Liio

tfi , etc..., dans le Théoréme 1.2. D'une fagon analogue, on montre que

ke
tce Bm Bm
toe B — B
GG"m ic m

commute. ( 3) et (4) sont les conditions pour que Bg soit un morphisme de
distributeurs, donc il est légitime de poser QLP(({) = By . D'apres la re-
marque ¢, QLP est un foncteur sur la catégorie Fun(A,B)(F,G). 1l res-

te & démontrer 'existence des 2-cellules, Y p: G = P,
bp,m: Bp®By = Byns b Ip, = Br = tges
ainsi que les conditions de cohérence qu'elles vérifient. Rappelons que,

dans Bim(g) , Bp @B, s'obtient par le conoyau suivant:

B
_Zpkg |
BptGGBm_VG_B-BPBm < B,®B,

m

Par un procédé déja utilisé on montre que la 2-cellule induite

B
B ¢ B
Kp’m/
B . B,

pm
égalise les Bp pg et vo B, d'ott l'existence d'une seule 2-cellule ¢

p>m
de Bp Q@ B, vers Bpm qui rend commutatif le triangle

BB, : B,@B,
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SUR LES QUASI-LIMITES 13
On laisse au lecteur le soin de prouver les autres assertions. ®

2. Compatibilité des quasi-limites.

On va étudier la compatibilité des quasi-limites avec certains 2-

foncteurs remarquables.

~

DEFINITION. On dit que le 2-foncteur F: A > B commute avec-les quasi-
limites projectives (resp. inductives) s'il transforme les cones quasi-limi-
tes projectives (resp. inductives) de A en cénes quasi-limites projectives

(resp. inductives) de B ou, formellement:

B{wA,cof}eqlp(G) entraine FB{FwA,waieqlp(FoG), G:l“’é‘

THEOREME 2.1. Pour tout objet B de la 2-catégorie B, le 2-foncteur
B(B.-):BoCat
commute avec les quasi-limites projective_s, c—'e—ast-d-dire
Blw, swpleqlp(F) entraine
B(B, B)t B(B,w,y), B(B,ws)leqlp(B(B, F(-))).
PREUVE. Soit E{wA,mf}eqlp(F) ; alors
B(B,B){ B(B,w,), B(B,oy)}

est un quasi-cdne projectif de sommet Bi(B, B) et de base Q(B, F(-)).

Supposons que X{ Qy» Qf} soit un autre quasi-céne projectif dans Cat de

sommet X et de base Q(B, F({-)) ; alors on a les relations suivantes ( axi-
omes QCP1 -QCP 3) :

(5) QgOE(B’Fg)szogf’ Qf‘OE(BaFA)QA-:Qf: QIA=]QA

pour

dans 4 . En évaluant les égalités (5) en xe ObX, on obtient

257



14 S. BOZAPALIDES

(Q)po(Fel( Q). = (Qpp),

)
(Qp)eo(FA)Qy(x) =(Qp),s (Q ), =1,

donc Bi QA(x),(Qf)x } est un quasi-céne projectif dans B de sommet B, de

base F, d'ou I'existence d'une fleche Q(x): B> B et de 2-cellules

(f)A,x-' o 4 Q(x) = QA (x)

qui rendent commutatif le diagramme

B Q(x) B

Qq:(x) TR

(UA'
¢’A',x

-

FA

(7) 0 0x) (Crh

Ff

FA

De plus, si m: x> x' est un morphisme de X, en traduisant le fait que les

Qf sont des transformations naturelles, on obtient
(Qp)gro(F1)Q4(m)=Qyqu(m)o(Qp),, VfeFld;
donc { Q4 (m )} est une modification, d'od I'unique 2-cellule
Qm): Q=) = Q")
qui vérifie la relation

(8) ¢A,x10wAQ(m)=QA(m)O¢A,x.

D'aprés la remarque ¢ du n°1, ¢ est un foncteur de X vers Q(B, B) et
les relations (7) et (8) nous disent que les ¢ 4 . sont les composantes des

transformations naturelles qui vérifient les relations
Q[°§(B’Ff)¢A =¢y 0 Z:?(B,wf)Q, feFlg.
D'autre part, si (' est un foncteur de X vers §(B, B) et
Uy B(B,00)Q" = Qql4cona
une famille de transformations naturelles vérifiant les relations

(9) OIOE(B’FI’)¢,,4=¢,'4'°§(B’wf)o"

248



SUR LES QUASI-LIMITES 15

alors on a
(10) (Qp)yo(F)by = $4r,00,Q(x),
(11) S g0 Q'(m)=Q (m)ody

ol les égalités (10) sont les égalités (9) évaluées en xeObX et ou les
€galités (11) expriment le fait que les ¢ sont des transformations natu-
relles. Par conséquent il existe une unique fléche (x): Q'(x)> Q(x)

telle que
(12) banowab(x)=dy ..

On doit prouver que ces y(x) constituent une transformation naturelle de

Q' vers Q. En effet, pour tout m: x > x’ dans X, on a
d)A’x:omA(Q(m)ot,//(x))=¢A,x-owAQ(m)omAl//(x)=
= QA(m)°¢A7x°@A‘/f(x): QA(m)°¢,:1,x = ¢>/'4’x.owA Q'(m)=
=hy 00 ¥(x)owyQ(m)=¢, o0, (Y(x')oQ'(m)),
d'ou
' Qlm)oy(x)=y(x')oQ'(m).

On a donc trouvé une transformation naturelle y: Q' = Q telle que

q_’)Aol:?(B,wA)'#:q.’);I
(en vertu de (12)).
Unicité : Soit /: Q' = Q telle que

(13) $aoB(B,w )y =) ;
alors (13) évalué en x donne
bayowal(x) =y,
qui, avec (12), donne /(x)= z,;(x). Le théoréme énoncé est donc prouvé.m
Soit G: g > @, D: §-> C deux 2-foncteurs.

DEFINITION. On dit que G est Cat-adjoint a gauche de D sion a un iso-

morphisme

%9



16 S. BOZAPALIDES
naturel en C et B. On écrit alors G CTt-t D.

Si f: C'>C, g: B> B’ sont deux fléches dans C et B respective-

ment, de la naturalité de ¢ résulte la commutativité du diagramme

¢c,B
§(GC,B) C(C,DB)
B(Gf,g) c(f,Dg)
E(GC',B') bcr g C(C',DB')

d'ou les formules

b 1(g. 0. Cf)=Dg. 7 1(N). [ GC//;\B :
S

(14)
7,
b(Dg.N.[)=g.d(N).Cf C //\' DB .
NS S

THEOREME 2.2. Dans la situation GCT' D, D commute avec les quasi-
limites projectives et G commute avec les quasi-limites inductives.

PREUVE. Soit Biwy , cof} un cone quasi-limite projective de base F: 4 - g
(on suppose ﬁ localement discréte) et DB {Dw 4, Da.)f} sa projection par
D sur C. Considérons de plus un quasi-cone projectif C {o ’af} , dans

C de base DoF ; alors GC gboA,anf} est un quasi-coéne projectif de

base F, comme il résulte des relations (14). Par conséquent on a une flé-
che x: GC > B et des 2-cellules

Xy o % = POy, VAcObé,
qui vérifient les équations:
(15) $opol Ff)ay = xg000x, Vfe FL4.
Les relations ¢ -1 (15) s'écrivent, en vertu de ( 14),

¢ 1gop0d (Ff)rg)=d xg006 (0x),

250



SUR LES QUASI-LIMITES 17

ou bien
opo( DFf)¢ 1 xy =g x4.0(Doy)p™ %,

Pour démontrer 'universalité du systéme { ¢ 'Ix,gb 'IxA }, soit {y, yA}
un systéme tel que

opo(DFf)yy =yqio0(Day)y;
alors la 2-cellule ¢ Ty y = ¢ "I, ot k est la solution unique del'équa- -

tion x4 ow 4k = h Yy, , est la seule 2-cellule vérifiant la relation
- -1 _
¢ 12 0(Dog)p 'k =y, =
COROLLAIRE 2.3. Les limites cartésiennes projectives commutent avec
les quasi-limites projectives.
PREUVE. On applique le théoréme a la Cat -adjonction suivante:

A

It~

Fun(l , 4)

cart-lim

3. Quasi-limites et distributeurs. L

Dans ce paragraphe on construit les quasi-limites coprojectives et
inductives dans les bicatégories Dist et V-Dist, des distributeurs et des

V-distributeurs respectivement, olt V est une catégorie monoidale; la caté-

gorie des proalgébres sur un protriple est un exemple de construction de

ce genre.

On définit la composition du distributeur ®: @ --~%B avec le distri-

buteur ¥ : B ---~ C par la formule

n ®(B,A)x¥(C,B)
@eV)(C, 4)=BeB . Ae0b@Q, CcOBC,
R

ot R est la plus petite relation d'équivalence contenant les couples

((6B.y): (6,By)),
avec ¢pe®(B’',4), ye¥(C,B), B: B> B'¢FIB, et ot on a posé - pour
simplifier 1'écriture - dB =P®(B,4)(p) et By =¢(C,B)(y)-

2514



18 S. BOZAP ALIDES

On désigne par ¢ ® y la classe d'équivalence du couple (¢, y ). Soit
(15) T=(T,{ny:1py :T(]A)}’{‘ﬁgf-' T(g)®T(f)=T(gf)})

un morphisme de la catégorie 4 vers la bicatégorie Dist, et considérons

la catégorie QT qui a pour objets les couples
(16) X=(txbacona-tmidreria)
ou
x,e0bT A4, VAeOb 4,
meeT(f) g, %4), Vf: 4> BeFlA,
¢’gf(mg®mf) = mgf’ nA(]xA) = mIA.
Un morphisme dans Q7T de (16) vers 1'objet
V==(1yabscona>tflperia)

sera une famille de morphismes ta : %4>y}, 0,4 telle que

T([)(xpgrag)me)=T([)ag,y,)(x ), f: A- B,

ou briévement a, mp =Kp.ag. Pour tout objet A de 4, on a un foncteur

projection canonique

prA:({xA},{me}—»xA de QT vers T4,

et pour tout morphisme f de 4 on a des transformations naturelles

(0] 4 NP

ou @ est le distributeur représentable associé a pry , i.e.
Pry

(I)PTA =Homq 4(-,pry =)
et ol py est donné, au point (y, X), yeObT B, XeObQT, par la fonction
By, X (bpfg(y"\’) =Hompp(y,xp)~ { T(/)Q(I)pr/1 My, X)=

= T(f)(y, %),
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“f,y,X(Z)=T(f)(z,xA)(m,f):z.mf’ z:y-ag.

On vérifie facilement que le diagramme

Lor_
(Dpr/’/ : \\\P:
/// pl" S~
- BI #g/‘( u\\\\
ra----Tell Y 5—(——-;Tc
\\\ | ¢ ’//
~ uf [ &f -
T(f)\\\/l /// T(g)
~ t //
“TB

commute, i.e. que
Pef Ppr, @ T(8) up@puy=pyr
donc {(DPTA sBf } est un quasi-cdne coprojectif de base T, de sommet QT.

Pour tout quasi-cone coprojectif {i 4 ,y}} de base T et de sommet H

H
//\

\
"bA 7 N \‘[!B
N\

le distributeur ¢ : H---~ QT défini par
X,k)= 1 h),
Y(X,h) ‘X Valg: k)

et les 2-cellules

H----- LA -~ QT

AN /

\ /

\\ //

w
'/’A \\A // (DPTA
\ /
\ /
N
TA

dont la(x, h )-composante
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I HO”LTA(x’xA)xxAHsX Yalxgsh)

x - XeOT
(®,, @0 )(xh) -

DY x,h

¢A(x, h)a
xe0ObT A, heObH , est définie par

0g (200 g3 geopa) = Valz by ) =254,
ot y ety 4(xy4,h), VYAeObA, sont tels que
”j"‘wB = T(f)@wA.;Lf@gZ/.

Pour démontrer 1'universalité des données { i Now }, soit {I/I,COA } un autre

systéme vérifiant la relation

l‘}";’g = T(f)@a_)A.prx/_l ;

alors la transformation naturelle § : ¢y = ¢, ot

Sy w0 (X,h)>y(X, k)= Uy (x,,h),
’ erX

XeObQT, heObH, est définie par

pA'SX,h(y) = (‘_)A,xA,h(IxA Qy)etry(xy4,h)

(p4 désigne la projection canonique du produit [y 4 (xA ,h) wvers
le facteur ¢, (x,,4)),

est la seule transformation naturelle rendant commutatif le diagramme

N
N\ Ax/
TA

Donc QT { (DprA ,uf§ est une quasi-limite coprojective de base T .
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Pour obtenir une quasi-limite inductive de T, on remplace les (DprA

pr
par les @ 4 = Hom 74(Prq->-) eton procéde de fagon duale.

Si T est un comorphisme (nA et ¢'gf dans (15) sont inversés),

alors dans (16) on exige cette fois

En résumé:

THEOREME 3.1. La bicatégorie Dist est a quasi-limites. ®

REMARQUE. Si T prend ses valeurs dans Cat C Dist, alors QT { (bprA’“f}

est aussi dans Cat et c'est la limite cartésienne coprojective de T'.

Soit V=(V,®,1,a,l,r) une catégorie monoidale.
La bicatégorie V-Dist des distributeurs relatifs & Y est définie com-
me suit : o
Ses objets sont les Y-catégories ], %8, ¢, ...
Une fleche de (@ vers B, appelée un V-distributeur, est une applica-
tion ®: 0bBXO0b{A - ObV et deux familles de morphismes de V :

(baari @B, A)QRAM) OB MDY o

Lggp: BB BJOO(BA)-O(BA)Y o,

telles que les diagrammes suivants commutent:

®(B,4)0QR(4,A")01r4",4")

®(B,A)@Q(4,4")

c

¢AA'®1 ¢AA"

®(B,A")@Q4",4") baa ®(B,A")

IQYIA
(B, 4)01

®(B,A)0Q(4,4)
X b a4

®(B,A)
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22 S. BOZAP ALIDES

On a deux diagrammes analogues pour I'action ¢ g.p et de plus
' n 1®buq
B(B',B)OD(B,A){A4,4") —="24"__R(B" B)®@D(B,A")

bpg @l ¢’B'B

®(B"4)0QR(4,4") VR ®(B"A")

(11 y a un abus de notations évident, pour simplifier.) On écrit ® : @ --~ B,
Une 2-cellule de ® vers ¥ : ( ----B est une collection de morphismes
de V,
{Ap - ®(B,A)>¥Y(B,A)}
pas @B, 40> H( BeObB, 4c0b@

faisant commuter les diagrammes suivants:

®(B,4)00r4,4") ‘6“'. ®(B,A4')
Aga @1 Apar
W (B,A)Q{A,4") TV Y(B,A')
B(B',B)@D(B,A) Pnn_ ®(B’, A)
18Ag ABra
B(B',B)®Y(B,A) T ¥(B', A)

Le composé de ® : @ -~ B avec ¥ : B ----C est donné par le conoyau:

‘V/C,B)@.(B(B,B')@(D(B',A)——SO—> U W%Y(C,B)Q®(B,A)
: BeOb B

8, ¢

(Yed)(CA4)

u
B,B'e0ObB

80":”(8,8'): I‘nB-,/IQQéBB'), 81'1:”(8,8’): iﬂB'.(yBBIQI).

Soit T': 4 > Y-Dist un morphisme d'une catégorie 4 vers Y-Dist et
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SUR LES QUASFLIMITES 23

QT la V-catégorie qui a pour objets les couples
(17) X=(xgtycopa-tmpdperia)

ol x, est un objet de la V-catégorie T4 et m¢ un morphisme de [ vers

T(f)(xB, %4 ), tels que les diagrammes suivants commutent

.. ObTB T(g)(xc: %)@ T([)(%%4) <5 T(&)(x:%p) @T (f)(x5,%y)

*B
mg@mf
¢ el
R
(T(g)®T(f))(xcr%4) [
Pef "ef
T(gf)(xC, xA)
I T(]A)(xA’xA)
1 /
x4 n 4

TA(xA,xA)
(bop:-T(g)®T(f) = T(gf), ny:TA(-,-) = T(1,)

proviennent du morphisme T et & est le conoyau qui définit

(T(g)®T(f))xc,%4)).
L'objet des morphismes de (17) vers l'objet ¥ = ({ Y4 i, {Kf}) est donné

par le noyau suivant:
80

(18) QT(X,Y)_g_.AEgb TA(x4,y,4) = T(f)(%g,y4)

5. e A(A B)

ot prf.SO et pry. d; sont les morphismes

TA(xA,yA) P4 TA(xA»yA):’]@TA(an}’A)—’

I
AeObA

mel L(fxp,xy )@ TA(x g5y 4) T T(f)(xp,54)
f *a¥4
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et

Ton, TB(x5. 75 )@ T()(yp.74) Ty, T(f)(xg>y4)

respectivement.
On démontre & 1'aide de grands diagrammes que Q7T est une V-ca-
tégorie.

On a les Y-foncteurs projections canoniques pr 4: QT > T4 tels que

ot £ est le noyau (18). Enfin les 2-cellules:

mye T(f)@q)prB = (I)prA, f: A> BeFl4,

sont définies par les diagrammes commutatifs suivants:

TB(y,xg) Pry.X T(F)(y,%,)
) T(f)ye,
TB(y,xp)@1 Tom, TB(y,xg)®T(f)(%p, % )

On prouve facilement que le quasi-cone {(DPTA ,p.f} est une quasi-limite

coprojective de base T, d'ou:

THEOREME 3.2. La bicatégorie V-Dist est a quasi-limites. m

APPLICATION. PROTRIPLES.

DEFINITION. On appelle protriple sur une catégorie A un triplet (T,n,p)
formé d'un endodistributeur T: 4°P XA > Ens de A et de transformations

naturelles
n: T = Hom,(-,-), u: T =T8T
telles que

(y@]).y=(1®u).p., (18n).p=can, (p®1).p = can,
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ou can désigne les isomorphismes canoniques
T®Hom(-,-)=T, Hom(-,-)®T=T.

En d'autres termes, les protriples sont les comorphismes de la catégorie

1 vers Dist.

EXEMPLES. 1° Les triples sur 4 : T est coreprésentable, T = Hom(f,-).
20 Les cotriples sur 4 : T est représentable, T = Hom(-, f—).
30 Les protriples sur la catégorie 1 sont les comonoides.

4° Hom 4(-,-) est le protriple identique.

La catégorie des proalgébres de (T, 7, p), notée Proalg( T ), a pour
objets les couples (x,mx), oll ¥ est un objet de 4 et m, € T(x,x), vé-
rifiant les équations:

(m,)=m,®m , n(m,)=1,.
Un morphisme de (x,m,) vers (y,my) est un morphisme f: x>y de 4

tel que

T(f,y)(my)=T(x,f)(m,).

Proalg( T) est le sommet de la quasi-limite de T: 1 Dist.

Dans les exemples 1 et 2, la catégorie Proalg(T) est la catégorie

des algébres et des coalgeébres respectivement de T .

Enfin, on peut transporter tous ces résultats dans le cas relatif.
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