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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XVII-2(1976)
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

FONCTEUR PLEINEMENT FIDELE DENSE CLASSANT LES ALGEBRES

par Yves DIERS

0. Introduction.

On définit une notion d'algébre généralisant 4 la fois la notion d'al-
gébre pour une monade et la notion de faisceau d'une petite catégorie mu-
nie d'une classe de limites inductives. On utilise la notion d‘adjonc‘tion
partielle [10]. On montre qu'une algébre & valeur dans une catégorie X
s'identifie é.un foncteur & valeur dans X°, adjoint & gauche partiel relati-
vement 2 un foncteur pleinement fidéle dense. Chaque foncteur pleinement
fideéle dense classe les algébres d'un type donné. On caractérise les caté-
gories d'algébres a valeur dans les ensembles, & 'aide de la notion de li-

mite inductive partiellement absolue [ 1] .

On considére un foncteur pleinement fidéle dense J: Ao —A.

1. ] -Théorie.

Suivant F. E. J.Linton [7], une J-théorie est un couple ( T, t)d'une
catégorie T ayant mémes objets que Ao et d'un foncteur ¢: As - T qui
induit l'identité sur les objets (on notera souvent T au lieu de (T, ¢)).

La catégorie J-Th des ]-théories est la sous-catégorie pleine de
(AS ,Cat) ayant pour objets les J-théories. La catégorie AT desT-algebres

est définie par le produit fibré

AT k1 [T,Ens]
Uy [ ¢, Ens]
A [AS,Ens]
]l

ou J' désigne le foncteur associé a | [2] .
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2 Y. DIERS

Notons que U &t fidele, puisque [z, Ens] 1'est et que ki est
un plongement plein, |’ en étant un.
LEMME 1.0. i A est un objet de A, si a: T —~Ens est un foncteur et
n:HomA(](-),A) - at

un isomorphisme, il existe un unique couple ((A,a’'), a) formé d'une T-

algébre (A, a') et d'un isomorphisme a: a' —a tels que at = 7.

PREUVE. Soit A), A, €Ao et w: A, —A, un morphisme de T. Si a’et

@ conviennent, on a

Ma,-@(w)=alw).m, et par suite aY&))Z'WXZ'“(w)~WAO;

de méme aAO :atAO = 77AO. On en déduit l'unicité de ((A,a') , o).
Définissons le foncteur @' : T —Ens par

a'(Ay) = Homy(] Ay, A) et @(w)=nil alw) g, .

a't(Ao) = a’(AO) = HomA(]AO,A)
et, pour un morphisme p: A; ~A, de Ao :
at(p)=nd catp).ng =7t . H ), A) =
P) =y, 0)-May = Ma, A, omy (J(p
= HomA(](p),A).
Ainsi (A, a') est une T-algebre. En outre, la relation
N4 a'(w) =alw).
la, 77A0
prouve que l'on définit une transformation naturelle
a:a'" —a en posant Q = .
P Ag 77,40
PROPOSITION 1.1. UT crée les ljZ’ et les li’f J-absolues [1].

PREUVE. Puisque ¢ induit 1'identité sur les objets, le foncteur [ ¢, Ens ]
crée les isomorphismes et, par suite, U aussi. Soit D 1-AT un dia-
gramme de AT tel que UgD:1—=A ait une lim J-absolue 7: UpD —A.
Notons /: kD —a la lim du diagramme kyD. Alors I't: kq D+t~ at est
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FONCTEUR PLEINEMENT FIDELE DENSE CLASSANT LES ALGEBRES 3

une lim ; or k.r D-t=]" Uy D, donc il existe un isomorphisme
m: J'A —at vérifiant m.J'T =1[t.
Du Lemme 1.0, on infére qu'il existe une T-algébre (A, a’) et un isomor-
phisme a: a' —a vérifiant at = 7. Alors a-ll: kgD —a' est une lim,
et, k T €tant pleinement fidéle, il existe un cdne inductif m: D =( A, a')
qui est une lim de D et tel que kq( m) = a L1, On a alors
J'Us(m) =kq(m)ot=(at )t =ca i)y =n"tre)='r
et par suite Up(m) = 7. Soit maintenant m;: D ~(A, a7) un céne induc-
tif tel que UT( m;) = T . Il existe un morphisme
h:(A,a") -*(A.a}) tel que h.m = my .
Alors
Ug(h). Ug(m) =Up(m;), c'est-a-dire Ug(h). 7 = 7;

par suite U4(h) est un morphisme unité. Puisque Uy crée les isomorphis-
mes, b est un morphisme unité et m = my . On en conclut que U.r crée
les lim J-absolues. Le raisonnement ci-dessus reste valable en substituant
ljl" a lim [-absolue.

COROLLAIRE 1.2. Si A esta lim, AT est a lim préservées par Uy .
- -

2. ]-théorie algébrique.

DEFINITION 2.0. Une J-théorie (T, 1) est algébrique si le foncteur t° :
Ao ~T° a un J-adjoint & droite [10]. La catégorie Th(]) des J-théories
algébriques est la sous-catégorie pleine de ]-Th ayant pour objets les

J-théories algébriques.

THEOREME 2.1. St T est une J-théorie algébrique, le foncteur Ug: AT = A

admet un [-adjoint a gauche.

PREUVE. Soit S: T® =A un J-adjoint & droite de ¢°. Si Ao € Ao, l'objet

SAo de A, le foncteur Homy (Ao, -): T ~Ens et I'isomorphisme

as - Homy(](+), SAo) = Homy( Ao, t(-))

définissent, d'aprés le Lemme 1.0, une T-algebre ( SA4,, a, ), qu'on notera
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4 Y. DIERS

Fy(Ao), et un isomorphisme B, : a4 —Homy(Ao,-). Si (A, a) est

une T-algébre, on a

HomAT(FTAo, (A, a)) 2Hom[-l-'Ens] (aAo, a)X
>~ Hom [T,Ens] (HomT(Aa,-), a) Za(A,) = HomA(]Ao,A)

de fagon naturelle par rapport & (A, a). Alors, on peut définir un foncteur

Fy : Ao ~AT J-adjoint & gauche de Ur -
COROLLAIRE 2.2. UT commute avec les lL"L"

DEFINITION 2.3. Une T-algébre a valeur dans une catégorie X est un fonc-
teur F: T—=X tel que F°¢° admette un J-adjoint & droite. La catégorie
Alg [ T,X] des T-algébres a valeur dans X est la sous-catégorie pleine

de [ T,X] ayant pour objets les T-algébres a valeur dans X .

DEFINITION 2.4. Une T-coalgébre & valeur dans une catégorie X est un
foncteur F: T°—X tel que Ft° admette un J-adjoint a droite. La catégorie
Coalg [ T,X] des T-coalgébres a valeur dans X est la sous-catégorie

pleine de [ T° X] ayant pour objets les T-coalgébres a valeur dans X .
On a immédiatement la proposition suivante:

PROPOSITION 2.5. Un foncteur F: T =X est une T-algébre & valeur dans
X si et seulement si le foncteur F°: T°—X° est une T-coalgébre a valeur

dans X °, en outre, on a les isomorphismes:

Coalg [T, X ] X Alg[T,X°]° e Alg[T,X] ZCoalg[T,X°]°.

3. Foncteur pleinement fidéle dense classant les T-coalgebres.

THEOREME 3.0. Il existe un foncteur ]T cTO —AT pleinement fidéle den-
se ayant la propriété suivante : Un foncteur F: T° =X est une T-coalgébre

a valeur dans X ssi il aun J1 -adjoint a droite.

On peut dire que le foncteur [ classe les T-coalgébres a valeur dans

une catégorie.

PREUVE. a) On reprend les notations de la démonstration du Théoréme 2.1

17%



FONCTEUR PLEINEMENT FIDELE DENSE CLASSANT LES ALGEBRES

etonnote h:T° = [ T,Ens] le plongement canonique. Puisque le foncteur
[t,Ens]: [T,Ens] — [AS, Ens ]
crée les isomorphismes, il en est de méme du foncteur
[T [+ Ens]]): [T [T,Ens]] ~[T° [AS,Ens]].
On en déduit que les foncteurs
J'S: T°—=[ A%, Ens] et h:T°~[T,Ens]
et I'isomorphisme
a . J'S(.)=Homp(]J(-),S(.)) »Hom ¢(.,t(-))= (TS [+, Ens)](h(.)
définissent de fagon unique un foncteur /: T°~= [T,Ens] et un isomor-
phisme S8: 1 —hb vérifiant
[t,Ens] I =J'S et [t,Ens] B =a,
Alors le foncteur [ est pleinement fidéle dense et il existe un unique fonc-

teur [ T%- AT vérifiant

kyJqp=1 e Up Jq=5;

Ao
¢° )
\T"\/ZN
/\\.
T AT . [T, Ens]
T E
0y
U.r [ ¢, Ens]
A T [AS, Ens]

le foncteur ]T est pleinement fidéle dense (Lemme 10 {2]). En outre,
le foncteur J4 £°: A, ~AT est J-adjoint a gauche de Uq, puisque pour
tout objet (A, a) de AT, ona:

HomAT(]TtO(Ao),(A,a)) ZHom[TI Ens)(kT]T(AO)’ a) =

= Hom[1 g 1(1 40, a) ZHomtT,Ens] (h(Av),a) =
Ea(Ao) = HOmA(](Aa),A)
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p Y. DIERS

de fagon naturelle par rapport a (A, @) . On en déduit que [ ¢ ®ZF1 (en

fait, on a méme 1'égalité).

b) Soit F: T° =X un foncteur.

Ao T°

] It

A AT‘_.____ -X
Us w

Si F est |, -adjoint & gauche de W: X —AT , alors Ft° est J-adjoint a
T "ad) g )
gauche de U W, puisque l'on a

HomX(FtOAa,X) 2HomA.r(].l.lO(Aa), WX) =
% Hom | (Fy(Ao), WX) X Homy (] Ao, Ur WX)

de fagon naturelle par rapport & Ao € Ao et X € X. Par suite F est une T-
coalgébre a valeur dans X. Réciproquement, si F est une T-coalgébre a

valeur dans X, soit V: X =A un J-adjoint & droite de Ft°. Le foncteur
(X, [t Ens]): [X,[T,Ens]] ~[X, [AS, Ens]]

créant les isomorphismes, le foncteur J'V: X — [ A%, Ens ], le foncteur

F':X-[T ,Ens] associéa F, et I'isomorphisme

v:J]'V=1[t Ens] F’
définissent un foncteur W: X » [ T,Ens ] et un isomorphisme &: W — F’
vérifiant

[,Ens]W =J'V e [t,Ens] & =1y.

F'
)
T,E
he [T,Ens]
[¢, Ens]
I’ [A%, Ens]
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FONCTEUR PLEINEMENT FIDELE DENSE CLASSANT LES ALGEBRES 7

On construit alors un foncteur U: X AT vérifiant

kTU:W et UTU =V.

HomAT(]TAo, UXx) 2Hom[-l-'Ens] (kT]T Ao,/eTUX) —=
2Hom[T,Ens] (1A, WX) = Hom [T,Ens] (hAos, F'XN) =

- F'(X)(Ao) = Homy(FAo,X)

de fagon naturelle par.rapport & Ao € T et X € X ; par suite, U est]p-ad-

joint & gauche de F.

COROLLAIRE 3.1. Les catégories Coalg [ T,X] et [T°,X]]T_d sont

équivalentes; il en est de méme des catégories

Alg [T, X] e [T°X° (’]T_d.

COROLLAIRE 3.2. Pour un foncteur U: X ~AT, les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) U aun ]T-adjoint a gauche.

ii) U est de la forme U = Homy(F,-), od F est une T-coalgébre a
valeur dans X.

iti) Ug U a un J-adjoint a gauche.
Par suite, les catégories [X'AT]]T-g et Coalg [T,X]° sont équiva-

lentes.

PREUVE. F est Jp-adjoint a gauche de U ssi F est une T-coalgebre, ssi

Ft° est un J-adjoint & gauche de U U. On a alors
Hom £(]g(-), U(=)) % Homy (F(.).-),
c'est-a-dire kp U(-) = Homy(F(.),-), que l'on a écrit U = Homy (F,-) .

COROLLAIRE 3.3. Un foncteur G: AT =X a un adjoint a droite si et seu-

lement si il est un extension de Kan par J¢ d'une T-coalgebre a wvaleur

dans X.

PREUVE. Un foncteur G: AT =X a un adjoint 2 droite ssi: il commute

avec les Zi'flz J1 -absolues et le foncteur F = G ] aun Jy-adjoint a droite
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8 Y. DIERS

(Proposition 3.1 [2] ), c'est-a-dire ssi il est une extension de Kan par

rapport 4 [ de la T-coalgébre F.

COROLLAIRE 3.4. Si la catégorie A est a puissances, les catégories AT

et Alg [ T,Ens ] sont équivalentes.

PREUVE. Si A est a puissances, la catégorie A est équivalente a la ca-
tégorie [Ao,Enso]})_d. En effet, a 'objet A de A, on associe le fonc-
teur Hom,(](-),A): Ao~ Ens® qui est J-adjoint & gauche du foncteur
A() . Ens® - A , puisque l'on a:

HomE O(HomA(]Ao,A),X)ﬁHomEns(X,HomA(]Ao,A)):\i

ns

> Hom (] Ao, 4% ).

Au foncteur F: Ao »Ens® qui est J-adjoint & gauche de U: Ens® A, on
associe l'objet U(1) de A. On montre que cela établit une équivalence

entre A et [Ao, Ens°];_d. On applique alors ce résultat au foncteur dense
J4:T° —AT ot AT esta puissances.
Un foncteur J-algébrique est un foncteur de la forme A7 : AT AT,

ot 7:(T',¢")=(T,t) est un morphisme de J-théories algébriques et ol

A7 est défini par:

AT(A,a)=(A,aT) et AT(f)=fT.

*
COROLLAIRE 3.5. Un foncteur J-algébrique A7 AT AT o5t une ex-

tension de Kan par |+ .

PREUVE. Les Iim J¢ -absolues de AT sont exactement les lim dont I'ima-
—_—

ge par Uq est J-absolue, puisque I'on a

HomAT(]TAo,-) ZHomAT(FTAo, -) = Homy (J Ao, Ugp(-))

pour tout objet Ao de T°. Un foncteur J-algébrique A7 : AT = AT érifie
U A7 = U

c'est une extension de Kan par [+ [2].
par Jr

1 - Il commute donc avec les li'Ln ] t-absolues et, par suite,

COROLLAIRE 3.6. Un foncteur J-algébrique AT : AT AT ¢ un adjoint a
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FONCTEUR PLEINEMENT FIDELE DENSE CLASSANT LES ALGEBRES 9

. . . ~ ’
droite si et seulement si A7 ] 1 est une coalgébre a valeur dans AT

PREUVE. C'est une conséquence des corollaires 3.3 et 3.5.

4. J-sémantique et [-structure.

4.0. Soit F: Ao~ X un foncteur J-adjoint & gauche de U: X ~A. Sil'on
note

F;:Ao=l et Fy:1-X
respectivement la cofmage pleine et I'image pleine de F [7], alors Fy
est [-adjoint & gauche de UF, . Si I'on pose Ty = 1° et tp = F;’ , le cou-
ple (Tp, tp) est une J-théorie algébrique. Elle est dite engendrée par F.

4.1. Notons Add(]) la sous-catégorie pleine de (Ao,Cat) ayant pour
objets les couples (X, F), ou F: Ao~ X a un J-adjoint a droite, et défi-
nissons le foncteur N: Th(]) ~Add(]) par

N(T,t)=(T°t°) et N(7)=7°
PROPOSITION 4.1. Le foncteur N: Th(]) = Add(]) est pleinement fidéle
et a un adjoint a gauche.

PREUVE. Il est immédiat que N est pleinement fidéle. En outre, avec les
notations ci-dessus, tout foncteur G: T° =X vérifiant Gt° = F est de la

forme G = F,H, ou H: T°~1 vérifie Ht® = F, . Par suite, on a:

Ao 4 T®

de fagon naturelle par rapport a (T,t)e Th(]J). Si on pose
R(F):(Tpv tF)’

R se prolonge en un foncteur Add(J) = Th( ) adjoint & gauche de N.
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10 Y. DIERS

4.2. Notons Adg(]) la sous-catégorie pleine de (Cat,A) ayant pour ob-
jets les couples (X, U), ot U: X A a un J-adjoint & gauche, et définis-

sons le foncteur J-sémantique M: Th®(J) ~Adg(]J) par
M(T,t)=(AT,U;) et M(T)=A".

THEOREME 4.2. Le foncteur J-sémantique M: Th®(]) —~Adg(]) est plei-

nement fidele et admet un adjoint a gauche.

PREUVE. Si (X, U) est un objet de Adg(]), choisissons un foncteur
F:Ao~X qui soit J-adjoint & gauche de U et posons S(U) =(Tp, ;).
On a
Hom_ ~ (S(U),(T,t)) = Hom (Tot) (Tritp))=
Th™(]) Th(J])
~ o .o
"HomAdd(])((T ,t°), (X, F))

de fagon naturelle par rapport 4 (T, t) € Th( ] ). Montrons que 1'on a

~ T .
HomAdd(])((To,t°).(X,F))-HomAdg(])((X,U),(A ,UT)).

Ao L

TO

Si G: T°=X vérifie Gt°= F, on a construit dans la démonstration du
Théoréme 3.0 un foncteur

W: X~ AT vérifiant Uq W =U.
Réciproquement, si W: X ~AT est un foncteur vérifiant U W=U, il a
un [ -adjoint & gauche G': T® =X et, par suite, il existe un isomorphisme
B:G't°—F, puisque G't° et F sont J-adjoints & gauche de U .Le fonc-
teur

(e%X]: [T°,X] = [Ao,X]

créant les isomorphismes, le foncteur G': T® =X, le foncteur F: Ao =X

et l'isomorphisme [B: G't°—F définissent un foncteur G: T° =X et un
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FONCTEUR PLEINEMENT FIDELE DENSE CLASSANT LES ALGEBRES 11

isomorphisme y: G' =G vérifiant
o
t°G=F et t°y =p.
On établit ainsi une correspondance biunivoque entre

ilomAdd(])((To’ to),(x, F)) et HOmAdg(])((xr U)'(ATn U-r)),

qui est naturelle par rapport 2 (T, ). Cela achéve de montrer que § se
prolonge en un foncteur adjoint 4 gauche de M. En outre SM(T, 1) =(T, 1)

et, par suite, M est un foncteur pleinement fidéle.

5. Caractérisation des catégories [-algébriques.

Soit U: X = A un foncteur admettant un [-adjoint & gauche F. No-
tons ( T,t) la J-théorie algébrique engendrée par F et V: X = AT le fonc-

teur morphisme d'adjonction de la J-sémantique ( Théoréme 4.2).

DEFINITION 5.0. Le couple (X, U) est J-algébrique si le foncteur V est

une équivalence.

THEOREME 5.1. Un couple (X, U) est J-algébrique si et seulement si:
U a un J-adjoint a gauche, il refléte les isomorphismes et reléve les limi-

tes inductives J-absolues.

PREUVE. Le foncteur F s'écrit F= G t°, ot G: T® =X est un foncteur
pleinement fidéle (4.0). Le Théoréme 3.0 montre que G est I+ -adjoint a
gauche de V. D'aprés le Théoréme 4.0 de [2], V est une équivalence ssi

V refléte les isomorphismes et reléve les lim ]T-absolues. Or U, refléte

T
les isomorphismes, et les lim ]T -absolues de AT sont exactement les lim
dont I'image par Uy est une lim ]-absolue. On en déduit que V est une

équivalence ssi U refléte les isomorphismes et reléve les lim ]-absolues.
—

REMARQUE 5.2. Le foncteur V est un isomorphisme si et seulement si,

en plus, U crée les isomorphismes.

COROLLAIRE 5.3 [3]. Une sous-catégorie J-réflexive fermée pour les

limites inductives J-absolues est [-réflexive véritable [3].

PREUVE. Soit M une sous-catégorie de A vérifiant les hypothéses. No-
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12 Y. DIERS

tons 7) le morphisme de J-adjonction. D'aprés le Théoréme 5.1, M est de
la forme AT | ot (T.¢) est une J-théorie algébrique. Le morphisme de -
adjonction de (T, ) est encore 1: ] »St°. Si A est un objet de A tel

que Hom (7, A) est un isomorphisme, le foncteur
Hom,(S$°(-), A): T ~Ens
et I'isomorphisme
Homp(m, A): HomA(S°t(-),A) =~ Hom,(](-),A)

définissent une T-algébre de la forme (A, @) (Lemme 1.0).

REMARQUE 5.4. Le Corollaire 5.3 est a la base de la caractérisation des
J-variétés dans [3]. Ainsi la caractérisation des J-variétés apparait-elle

comme une application de la caractérisation des catégories J-algébriques.

6. Exemples.

EXEMPLE 6.0. Notons Cardfin la sous-catégorie pleine de Ens ayant
pour objets les cardinaux finis et [: Cardfin = Ens le foncteur d'inclusion.
Un foncteur F: Cardfin ~X a un J-adjoint & droite ssi il commute avec
les sommes finies (Ex. 5.1 [2] ). Une J-théorie algébrique est alors une
théorie algébrique au sens de F.W. Lawvere [6] et, pour toute catégorie
X, Alg [T,X] est la catégorie des T-algébres & valeur dans X au sens
de F.W. Lawvere. On retrouve alors les résultats suivants:

Les catégories Alg [ T,Ens] et EnsT sont équivalentes [7].

Le foncteur U : EnsT = Ens crée les lim filtrantes et les conoy-
aux réflexifs.

a1 T D . ..

Un foncteur algébrique EnsT ~EnsT aun adjoint & droite ssi il com-

mute avec les sommes finies de 1'algébre libre a un générateur (9] .

Si X est compléte a droite, les catégories
Coalg [T,X], [EnsT,X1,, [X,EnsT]?

sont équivalentes (on utilise ici la Proposition 3.1 de [2] ).

EXEMPLE 6.1. Soit | un ensemble. On note Cardfin(/ 'la sous-catégorie

N

leine de Ens’ ayant pour objets les I-familles & su port fini de cardinaux
P yant p J p
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finis, i.e. les [-familles (X,),_, ok l'ensemble {i€el|X; # 0} est fini,

et on note

] : Cardfin ) ~Ens'

le foncteur d'inclusion. Un foncteur F: Cardfin/!) =X a un J-adjoint a droi-
te ssi il commute avec les sommes finies. Une J-théorie algébrique est alors
une théorie algébrique sur [-termes au sens de J.Bénabou [0] et, pour toute
catégorie X, Alg [T,X] est la catégorie des T-algébres a valeur dans
X au sens de J. Bénabou. On obtient alors des résultats analogues & ceux

des théories au sens de Lawvere.

EXEMPLE 6.2. On note Card la sous-catégorie pleine de Ens ayant pour
objets les cardinaux et on note J: Card ~Ens le foncteur d'inclusion. Un
foncteur F: Card »X a un J-adjoint & droite ssi il commute avec les som-
mes. Une J-théorie algébrique est alors une théorie variétale au sens de
F.E.J. Linton [8] et, pour toute catégorie X, Alg [T,X] est la caté-
gorie des T-algébres a valeur dans X au sens de F.E. J. Linton. On retrou-
ve dans ce cas les résultats suivants:

Les catégories Alg [T,Ens] et EnsT sont équivalentes [7] .

Le foncteur Uy crée les lim Uyp-absolues.

T — X a un adjoint 2 droite ssi il commute avec les Lim.

Un foncteur Ens
. T T . . . .
Un foncteur variétal Ens' —Ens' a un adjoint 4 droite ssi il commu-
te avec les sommes de 1'algébre libre & un générateur.
Si X est & conoyaux, un foncteur U: X “EnsT a un adjoint & gauche

ssi Up U: X ~Ens en a un et les catégories
Coalg [T,X], [EnsT,X],, [X,EnsT]?

sont équivalentes (on utilise ici la Proposition 3.1 de [2] ).

EXEMPLE 6.3. On note J: Card’ ~Ens’ le foncteur d'inclusion. Un fonc-
teur F: Card! =X a un J-adjoint a droite ssi il commute ‘avec les sommes.
Une J-théorie algébrique est alors une «théorie variétale sur I-termes». On

obtient des propriétés analogues a celles des théories variérales.

EXEMPLE 6.4. Soit (T, 7, i) une monade sur A. On note A, la catégo-

183
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rie de Kleisli de (T, 7, ) et Fp: A = A, le foncteur associé [5].Lve-
galité
Homy (X, Y) = Hom, (X, TY)

est naturelle par rapport 4 I'objet X de AT‘ En effet, en notant x la com-
position dans AT’ ona, pour w: Y =TZ et p: XY dans A, la relation
wx Fp(p)=wx(T(p). M) = pz. T(w). T(p). nx=
pz - T(Wp). M=y Ny @.p =w. P,

ce qui implique que le diagramme

HomA (FTY,Z)

HomA( Y, TZ)

Homy (X, TZ)

Homy (FrX.Z)

est commutatif. On en déduit que le couple (A;,, F;_) est une I, -théorie
algébrique, notée T. Le foncteur U AT —A admet alors un adjoint &
gauche et il crée les lim UT-absolues. La catégorie AT est isomorphe 2
la catégorie d'Eilenberg-Moore de (T, 7, ) [4] . On retrouve dans ce cas
les résultats suivants:

Les catégories AT et Alg [ T,Ens ] sont équivalentes [7] .

Si X est a conoyaux, un foncteur U’ X AT a un adjoint & gauche ssi

UT U en aun, et les catégories
Coalg [T,X1, [AT,X1,, [X,ATIS

(non localement petites en général) sont équivalentes.

EXEMPLE 6.5. Soit | une petite catégorie munie d'une classe C de petites
limites inductives. On note »: 1 = [1°,Ens ] le plongement canonique et
[C] la classe des li"l’ des diagrammes h ¢, ol ¢ est un diagramme de
I ayant une /im de classe C. On note [1] la sous-catégorie pleine de

[1°,Ens ] ayant pour objets les objets lim de [c],

E:0-[1] e J:[1]~=1[1°Ens]

18%
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les foncteurs d'inclusion. Le foncteur £ est dense par li",” de classe [ C]
[2] et le foncteur ] est isomorphe au foncteur k' associé a k. Par suite,
un foncteur F: [1] =X a un J-adjoint a droite ssi il commute avec les
li'rg de classe [C] (Proposition 3.1 [2] ). En particulier, il existe un
foncteur I: [1] =1 et un seul, 3 isomorphisme prés, qui commute avec
les lim de classe [C] et qui vérifie [k = 1. Le couple (1°/°) est
alors une [-théorie algébrique, notée T (le foncteur / étant surjectif sur
les objets, on peut identifier son image pleine avec |). Puisque les /im
de classe C de | sont les images par I des lim de classe [c] de [I],
un foncteur F: | =X commute avec les lim de classe C ssi le foncteur
Fl: [1] =X commute avec les lim de classe [C] . On en déduit qu'un
foncteur F: 1° =X est une T-algébre ssi il est un |-faisceau, et par suite
que la catégorie Alg [ T,Ens] est identique 2 la catégorie I~ des I-fais-
ceaux. On retrouve alors qu'un foncteur F: " =X aun adjoint a droite ssi
il commute avec les l_z_r»n et que, si X est une catégorie compléte a droite,

les catégories
Cofais [1,X], [, X],, (X,I"]]

sont équivalentes.
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