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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol XVI-1(1975)
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

MONADES INVOLUTIVES COMPLEMENTEES
par René GUITART

C'est le but essentiel de cet article que de définir un systéme al-
gébrique minimal et simple dont la présence sur une catégorie C' a priori
arbitraire permette le développement correct d'une théorie des relations
entre objets de C' . Le travail était commencé dans [1], dont le présent
article est la suite annoncée, et l'on en conserve les notations. Un pro-
bléme ici est de choisir les bons concepts entre les différents constitu-
ants algébriques de la théorie des catégories de relations dégagés dans
[1] . Rappelons que parmi ceux-ci figuraient les notions suivantes:
€-catégories ( [1],s1V); algebres de Boole; treillis complets, applica-
tions croiflsantes adjointes ( [1] 8§ 1), chaines dualisantes ( [35] p-60);

monades 11, et dualité de Stone; catégories 2 involution(cf. [5]).

Le principal outil utilisé est la notion de construction standard
contravariante (c.s.c.), une telle construction consistant en un foncteur

F :C*~C' «auto-adjoint» + une «bonne» décomposition
lx X 2
x —= F(x) — F*(x)

du morphisme d'adjonction.

Différents auteurs se sont intéressés a la situation ot un fonc-
teur F:C*~C' admet son dual F* pour adjoint. A. Kock [40], princi-
palement afin de définir les algébres «commutatives» d'une monade, s'est
intéressé A la monade A(A(.)) dite de «double dualisation» («double
négation » dans [42] ) dans une catégorie monoidale fermée. (Dans (1],
oli était soulignée I'importance du i)oint de vue de la théorie des rela-
tions des foncteurs «auto-adjoints», nous désignions par I une telle
monade.) En vue d'une présentation naturelle de la localisation, J. Lam-
bek et B. Rattray (voir [41] ) se sont aussi intéressés aux foncteurs
HomC.(A,-):C‘"-".mo (ot M° est la catégorie des applications entre
ensembles éléments d'un univers U donné) et & la monade associée sur

C* que nous notions I dans [1].
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2 R. GUITART

On sait que la monade 2(2(.)) sur M° (voir 1.4 et [1]) admet
pour algébres les algébres de Boole atomiques complétes; c'est 1a une
maniére d'exprimer la dualité de Stone.

Par ailleurs la catégorie des relations entre ensembles est auto-
duale gricge & la symétrie cartésienne.

Les rapports qu'entretiennent la dualité de Stone et la symétrie
cartésienne sont élucidés (et généralisés au cas d'une catégorie C' ar
bitraire) par notre premier résultat (Théoréme I.1) ol I'on voit que les
notions de c.s.c. et de monade involutive (i.e. monade + une involution
sur sa catégorie de Kleisli) sont équivalentes.

On examine ensuite quelles données sont nécessaires sur une ca-
tégorie 4 involution K' pour qu'elle soit catégorie de Kleisli d'une m.i.
sur une catégorie C°, laquelle sera alors une sous-catégorie pleine de
la catégorie des coalgébres d'une comonade sur K . On indique aussi
(I.2) comment le calcul des relations s'insére dans celui plus simple

des hyper-relations (i.e. relations de ﬁ).

C'est en tentant de reproduire dans le cadre d'une m.i. les mor
phismes «intersection», «complémentation», «saturation par induction»,
et 1'ordre entre relations que l'on est amené (§II.1) & introduire la no-
tion de complémentation sur une monade involutive, et & parler de mona-
de involutive complémentée (m.i.c.). On montre en II.2 que sur toute
catégorie C' la donnée d'une m.i.c. équivaut & la donnée d'une C'-chaine
dualisante (autrement dit le théoréme I.1 de [1] , étendu ici sous la
forme II.2.3 p. 58, est caractéristique d'une m.i.c.). On retrouve ainsi
le calcul des applications adjointes; pour la question de 1'ordre on remar-
que (Appendice II,6) que dans le cas ensembliste l'existence de I'ordre
canonique entre relations est une propriété de la monade des parties, et
‘non pas une donnée supplémentaire A ajouter éventuellement & cette mona-
de involutive.

Le résultat principal de cet article est donc le théoréme II.3.1
sur les principales présentations d'une m.i.c., qui enrichit le théoréme

I.1. Toutefois on notera aussi les résultats de 1.3 et II.2, ainsi que le

18



MONADES INVOLUTIVES COMPLEMENTEES 3

fait qu'en appendice on donne des contre-exemples et des équations sup-
plémentaires sur une m.i.c. qui montrent que la m.i. Ug canonique sur

un topos élémentaire n'est pas «libre».

Dans la troisiéme partie on dégage, grace au corollaire I.1.6 de
I.1, la notion d'objet cantorien (p.76), et on donne deux classes d'ex-
emples importants : d'une part les m.i. U@ sur M° associées aux monoi-
des abéliens complets O (ou gerbiers complets au sens de [44]), et
d'autre part les m.i. Uy sur un topos élémentaire H' associées aux
topologies de Grothendieck j sur H.

On termine (appendice III) par l'exemple des criblages dans la

catégorie F° des catégories et foncteurs (catégorie généralement notée

Cat ).

Les résultats, sauf ceux des §1.3, IIl.1, III.3 et ceux des ap-
pendices II et III, ont été annoncés en [2] .

On ne développe pas ici d'application directe de la théorie; né-
anmoins nous avons indiqué dans deux exposés [43] et dans les notes
[2,i et j] la possibilité de recherches dans la direction de la «traduc-
tion équationnelle». Il nous semble que les travaux récents sur les mo-
déles «non-standard» de diverses théories du 1°" ordre dans les topos
élémentaires pourraient &tre repris dans le contexte strictement équa-

tionnel des monades involutives.
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4 R. GUITART
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MONADES INVOLUTIVES COMPLEMENTEES 5
I. MONADES INVOLUTIVES.

1.1. Construction standard contravariante et monade involutive.

Dans [1], rejetant a priori le point de vue consistant a4 voir les
relations comme morphismes d'une catégorie a involution particuliére
(0.2.4), on a mis l'accent sur la monade IT et sur le morphisme \,lle (voir
dans [1] le § IV, et ici le paragraphe 1.3). Ceci a conduit 4 la notion de
construction standard contravariante (introduite dans [2,f]). La rela-
tive complexité des axiomes d'une c.s.c. peut surprendre si l'on oublie
que c'est le «cas ensembliste» qui a servi de support & leur élaboration.
Le théoréme principal I.11 démontré ici a été annoncé, pour la partie di-
recte, dans [2,f], et, pour la réciproque, dans [Z,g]. Ce théoréme
permet de constater que la donnée de T et Y (i.e. de (F,i,y)) véri-
fiant les «bons» axiomes sur une catégorie C' quelconque est équivalen-
te 4 la donnée d'une monade involutive P (non complémentée pour l'ins-
tant (cf. §II)) sur C'. On englobe donc ainsi le point de vue des caté-

gories a involution initialement négligé, sans toutefois récupérer encore
un ordre sur KI(P).

Si C' est une catégorie, on appelle triple, ou construction stan-
dard, ou monade, sur C' la donnée d'un triplet (T, ), 1), ot T est un
foncteur de C* vers C°,

N7 Meleec, e L1, ec,
deux familles de morphismes de C' telles que a(7,)=e et B(m, )=
T(e) et que OL(,ue)=T2(e) et S(p,)=T(e), ces données devant
de plus satisfaire aux axiomes
T1. (YfeC )(T(f). Naf) = Ma(s)" f) (n:1,~T estnaturelle).
T2. (V7€C ) (T([)- b ypy=th sy T2(1)) (:T?=T est naturelle).
T3. (VeeCo) (p,.Mpeey=T(e)) (unitarité & gauche).
T4. (YeeCo) (fy- T(T]e):T(e)) (unitarité & droite ).
T5.(VeeCo) (u,- Krie)=Heo T(,)) (associativité).
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6 R. GUITART

Si ’F=(T.77,,U.) est une monade sur C', on note KI(T)° la
catégorie de Kleisli de 'F, dont les objets sont ceux de C' et ol un mot-
phisme ¢ de e vers e’ est un couple (¢, e’'), ot ¢ est un morphisme

dans C' de e vers T(e'). La composition, notée «©», est définie par

J o$=#ﬁ(¢).T(¢).¢.

On conviendra désormais de noter encore a et [ les applications source

et but dans KI(T)°. De plus, si 7 est un morphisme dans C' de e vers
T(e'), on note comme ci-dessus 7 le morphisme de KI(T)° de source
e et but e’ défini par r. Inversement, si 0 est un morphisme dans KI(T)®
de e vers e', l'unique r de C tel que 7=,0 est noté Q. Dans certains
cas r sera noté a(r) et p_sera noté a'(p). Ces conventions sont utili-

sées dans les démonstrations de cet article.

La catégorie de Kleisli KI(T)® de T est isomorphe a la caté-
gorie K7 dont les objets sont ceux de C°, od un morphisme de x vers
y est un triplet $=(y,®,x), ot ® est un morphisme dans C* de T(x)
vers T(y) tel que ,uy.T((I))=(I).px, la composition dans Kz étant

définie par

(y',®,x" My, ®, x)=(y",®".D,x) si et seulement si x'=y.

Un isomorphisme | de Kl('IT)" sur K5 est défini par
J(R)=(y, p,. T(R),x),

pour R morphisme de KI(F) de x vers y, l'isomorphisme inverse ]'1

est défini par
J7 Ny, ®,%))=B.n_.

Enfin, rappelons que 1'application qui & R associe Koy T(R) détermine
un foncteur de KI(T)° vers C', noté O% et que ce foncteur admet pour
adjoint a gauche le foncteur L5 qui & tout f/ associe %). f. Sinéces-

saire (voir plus loin au § II) on pose
0T=07~—°]—1 et Iz=]oLg,

si bien que
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MONADES INVOLUTIVES COMPLEMENTEES 7

oF(y, ®,x)=® et La(f)=(B(f).T(f).a(f)).

DEFINITION 1.1.1. On appelle involution sur une catégorie K' la donnée
d'un foncteur I de K vers K* tel que

1o 12 =1dy. .

20 (YaeKs)(I(a)=a).
DEFINITION 1.1.2. On appelle monade involutive sur une catégorie C°
la donnée d'un couple (T.1), ot T est une monade sur C' et I une in-
volution sur la catégorie KI(T) °.

Rappelons la définition donnée en [2,f] (particulidrement en

relation avec la notion d'idempotent dans un triple):

DEFINITION I.1.3. On appelle construction standard contravariante (c.
s.c.) sur une catégorie C' la donnée d'un triplet (F,7,\{ ), ot F estun

foncteur de C° vers C'¥,

i=(i,),ec; et ¢=(t[1e)eece-
deux familles de morphismes de C' telles que a (i, )=e et B(i,)=F(e)
et que a(y, )=F(e) et ,B(we)ze(e), ces données devant de plus
satisfaire aux axiomes :
Cl. (V/ec)(z:2(f).¢a(/). iy =V ap tap 1)
Cc2.(Vfe C)(Fz(f).‘,ba(f):\pﬁ(/).F(iﬁ(/)).FZ(f).¢a(/)).
C3. (YeeCo)(F( i) -bpg) ipre)=Fle))
Ch. (VeeCo)(F(y ) Ypoy=wp- F(W, i) Y ,)-
THEOREME I[.1.1. Pour toute catégorie C' ['ensemble des monades in-
volutives sur C' est en bijection avec l'ensemble des constructions
standards contravariantes sur C° .

Le théoréme va résulter des propositions 2,3 et 4 qui suivent:

PROPOSITION 1.1.2. Soit U=(F,i,y ) une c.s.c. sur C'. Pour tout

e € Cy, posons

te:l,[le -ie, Ve =F(te)'¢F(e)'

et pour tout € C,
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8 R. GUITART

P(/):F(iﬁ(/)).Fz(/)-\/Ja(/) :
Alors les triplets
(Fz,t,F.tF):ﬁ et (P,i,V)=P

sont des monades sur C', et \J détermine une transformation naturelle
de P vers F?, définissant P comme sous-monade de Il. La catégorie
de Kleisli KI(P)° de P (resp. KI(I1) de 1) est alors appelée caté-
gorie des U-relations (resp. catégorie des U-byper-relations). L'appli-
cation 1 de KI(P) dans elle-méme qui @ un morphisme r de e vers e’
associe I(;-)=W—) définit une involution sur KI(P)°, de sorte

que (P, 1) est une monade involutive sur C' .

PROPOSITION 1.1.3. Soit FT=(P,z',V) une monade sur C' et | une
involution sur Kl(F)”. Pour tout e € Co on note P(e) le morphisme
de Kl(?)" de P(e) vers P2(e) déterminé par l'identité sur P(e) ,

et on pose

De plus pour tout e C on pose

F([)=V gy (1T T)).
Alors le triplet U=(F, i, ) est une c.s.c. sur C'.

DEMONSTRATION DE I.1.2. Dans toute la démonstration f désigne un
morphisme de C' de source x et de but y, g un morphisme de C* de
source y et but z, r et v deux morphismes de C', le premier de x vers
F(y) et le second de y vers F(z); enfin e est un objet arbitraire de
C'. On remarquera d'abord que, avec les notations et axiomes de la dé-

finition I.1.3, on a
CS. F(yy ). F2({)=F(y,).F3({). F?(i ). F(y, ).
C6. F(i ). =F(e).

C7. F(Y,) tge,) =¥, -
C8. Fltp,) F2(Ye)=F(y,).

En effet:

- en appliquant le foncteur contravariant F aux deux membres de C2,

2%



MONADES INVOLUTIVES COMPLEMENTEES 9

on obtient C5.
- D'aprés C3 on a
Y=y, . F(t,). 5Z’F(e) “iR(e)
et donc, d'aprés C4, on obtient C7.
- En appliquant F aux deux membres de C7, il vient CR8.
- D'aprés C7 on a
F(z‘e).k/:ezF(ie). F(y, )etpie)

soit F(z'e).\/Je =F(te). IR(e)s €t C6 d'aprés C3.
On peut aussi remarquer que C3 se déduit de C1,C2,C4,C6 et C7.

a) Pour prouver I.1.2 commengons donc par montrer que Il est une
monade :
Il est clair que F2:C = C est un foncteur et que t:ld.. ~F? est une
transformation naturelle (C1).
L'axiome Cl pour tE(e) s'écrit
2 —
Fo(tpe))- tpe) =43, tFee)
soit, en appliquant F aux deux membres,

3 —
F(tp(e))-F (tF(e))_F(tF(e))'F(tFj(e))'

ce qui est T5 pour 1.
Pour T2 il faue F(tge, ). F4(f)=F?({).F(tg,)) ou

F(F3(f). tF(y)):Fz(/). Fltp,)
et pour cela il suffit que
F2 (1) tpey) =tpegy- F (1),

ce qui est la naturalité de ¢ pour F(f).
Enfin T3 et T4 pour I s'écrivent

_ 2 2 _ g2
F(tF(e)).tFZ(e)—F (e) et F(tF(e)).F (t,)=F<(e).

La premiére résulte de C3 au point F( e) et la seconde résulte de l'ap-

plication de F aux deux membres de C3 au point e.
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10 R. GUITART

bl) Montrons maintenant que P est un foncteur:
Que P soit compatible avec les identités s'écrit exactement sous la for-
me de C6.

Que P soit compatible avec la composition s'écrit:
: 2 2 — . 2 . 2
F(i,).F(g).F*({).y =F(i ). F (g).npy.F(zy).F (1),
et pour cela il suffit d'avoir C2.
b2) La naturalité de 7, soit P (f). z'x=z'y.f, s'écrit
) 2 .
F(zy).F (f).k/Jx.zx—zy.f,
ou, d'apres Cl1,
F(zy).¢y.1y./=zy.f,
ce qui est vrai d'aprés C6.
b3) V est unitaire: V_ .ip ,=P(e) s'écrit
F(te).L/JF(e). iF(e): F(e), c'est-a-dire C3.
Pour V,.P(i,)=P(e) il vient
2
(F(te).LJJF(e)).(F(iF(e)). F (i,).y,)=F(e),
soit F(t,) (Yppoy Flipe,) F2 (i ).y, )=F(e)
ou, avec C2 pour 7,
F(t,).F2(i ).\, =F(e),
F(i ). F(\, ). F2(i ).\, =F(e),
F(i, ). F(F(i, ).\, ).y =F(e)
et cela est vrai d'aprés CG.

b4) V est naturelle: soit a vérifier que P(f)-Vx =Vy . PZ(,’)-
Or on a
2 _ . 3,. 4 2
P2([)=F(ip) F3(i, ). F4(1). F2(Y, ) g

On a donc 4 montrer A =B avec
A=F(i, ). F2(f). b - F(t ) g

B=F(t,) -V, Flig,). F3(z'y). F4(f). F2(¢x).¢F(x).
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MONADES INVOLUTIVES COMPLEMENTEES

D'aprés C4, on a
— : 2
A=F(i)). F2([).F(J ) Y,
et alors on obtient, avec C8:
A=F(i). F2(f). Fltpi)) F2($y ) Ypy)
=F(iy). Ftp) F([))-F2({, ). g
=F(i,).F(F(f).tp,) F2(y ) Yp, .
d'aprés Cl pour F(f). On développe alors
— ; 2
A=F(i ). Fltp ). F(1). F2 () Yy,
=F(i ). F(tp. ). FP(F2(f). ). dp,,
En appliquant C2 pour [ il vient
. 2 . 2
A=F( i) F(tp) F2 (Y, F(i).FA[),) Yp,,)
ps 2 - 4 2
=F(i,). F(tg.,). F2(y ).F3(zy).F (f)-F2(, ) gy
et, en appliquant C8:
g 3, 4 2
A=F(i,). F(p). F3(i ). F4[). F(p ) g
— . 2
_F(ty).Fz(F(zy).F (1)) )
En tenant compte de C2 pour F(z'y)- F2(/)-¢lx il vient
_ . 2 . 2
A=F(t) g Flip ) -F2(F(i). FA([)h ) Vg,
et, en développant, I'expression B cherchée.
b5) V est associative; soit Ve. P(Ve)=Ve. VP(e): on a
—( : 3 2
Ve - POVIS(F(t, ) Ypg))- (Flipg))- F(2 ). F (pee) ¥ 5 )
SE(t)- (bpegy  Flipgo))- F2(F () Vg )t )
et donc, d'aprés C2 pour F(te).\['F(e),
— 2
V, P(V,)=F(t,). F2(F (1) \bp ) dg2 o)
:F(te)'Fj(te)'Fz(wF(e))'l'bFﬂe
— 2
=F(F (te).te).F2(¢F(e)).¢F2(e)

— 2 '
_F(th(e).ze).F (lpF(e))‘l’bFZ(e) d'aprés C1 pour ¢,

)

7
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12 R. GUITART

- 2 /
V,.P(V,)=F(t,). F(tFZ(e)). F (\/JF(e)). \sz(e)

et donc, d'aprés C8 puis C4 en F(e), on a

Ve PVI=F(t ) Fdpe)- b 5

=F(t,) Ypre) Fltpe)- ¢F2(e =Ve-Vpre)

)

c¢) On va voir que Y détermine P comme sous-monade de 1I:
Rappelons que si T=(T, n 1) et T =(T", 7', ') sont deux monades
sur C', un morphisme de T vers T’ est un wiplet (T, m, T)=m, od
m est une transformation naturelle de T vers T' telle que pour tout

e € Co on ait

N'e=mg-T, et me'/“‘Le:/‘L'e'T,(me)'mT(e)'
Ceci dit on voit que | est naturelle de P vers F? car Fz(f).\px:
l/Jy~ P(f) est exactement C2.{ est un morphisme de monades: en effet,

par définition de t ona ¢, =y _.i_, et d'autre part

e
— 2
YooV, =Ftpe) F2 (Yo) )
se vérifie en appliquant C4 au premier membre et C8 au second.
Enfin \/ est un monomorphisme, car on a CG.
d) Il reste 2 démontrer que I est une involution sur KI(P)e:
dl) I préserve les identités: on a
I(ie):F(ie).Lﬂe i,
soit, d'aprés C6, I(Te)=—z:; .
d2) I est un foncteur contravariant:

Rappelons que l'on note «.» la composition dans C* et «©°» la composi-

tion dans KI(P)° . On a donc & comparer

I(r)el(v)=alV, . P(I(r)).1(v)] =A

et I(vor)=alF(vor).y, .i 1=B.

En développant grice aux définitions de P, I et «°», on obrient les

expressions

A=F(t, ) Ypy - Flipg,)- F3(r). F2(¢y ). F2(iy).m/:y. F(v)p_ i,

28



MONADES INVOLUTIVES COMPLEMENTEES 13

B=F(r).F(y, ). F2(v). F2(1,).y .i_.
On a alors

— . 2 . .
A=F(t )y Flip))- FAOF(r) i ) ). Fv)oy i,
soit, grice a C2,
A-_—F(tx).F2(F(r).5[;y.iy).1/;y.F(u).n/;z.iz

- 3 2 2, . ,

=F(1,). F(r). F2 (Y ). F2(i )., F(v).y, i,
Mais

3 — 2 — —
F( tx).F (r)=F(F (r).tx)—F(tp(y).r)—F(r).F(tF(y)),

et donc

— 2 .
A—F(r).F(tF(y) ).F (ty).L//y.F(v).Lﬁz.zz

=F(7). F(F(t,) tpe ), F(v)., i,
et, d'aprés C3 en y,
A=F(r)., F(v).1,.
Par ailleurs on a F2(tz).tz=tp2(z).tz d'aprés Cl pour ¢, , et

F3(v)-tF2(z):tF(y)-F(v) d'aprés Cl pour F(v).
On en déduit
B:F(r).F(L[/y).tF(y).F(v).tz

et enfin, avec C7, la conclusion 4 =B.

d3) Enfin 12: IdKl(f))o h
On a

I(r)=F(r).t,=alF(r).t ]
et puis
1(1(r))=a [F(I(7)).t,] P(r)=a[F(F(r).t).1,].
On veut vérifier 12(7)=r, soit
r=F(F(r).1,).t, ou r=F(1,).F2(r).1,

soit, avec Cl pour 7, 2 montrer r=F(ty).tF(y).r, ce qui résulte de C3.

Ceci achéve la preuve de la proposition 1.1.2.
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DEMONSTRATION DE I.1.3.

a) Tout d'abord l'application F de 1'énoncé 1.1.3 définit bien un
foncteur de C' vers C*, puisque cette application n'est autre que
O% oloLy.
b) Pour tout f€C on a F(—7)=1(ty./).-
En effet, L. /‘t °(z .f), d'ot
f)—l(z f)ol(t )
= I(z .f)oP (y)

soit

/) v, P(al(z .f)).P(y)
d'aprés la définition de la loi «o».
Et cette derniére expression est la définition de F(f).

c) Pourtout 7€KI(P)ona I(7)=F(r). .

En effet, d'aprés b) on a F( r):I(tF(y). r), et il nous faut donc montrer

que
I(r)=ala [1(tg 1)1 2]

ou encore

I(r)=1I(tg,_,. ' .t,)
(r)=1tpey)r)elipa oty

ou, en appliquant I aux deux membres,

=105, 1) o (Tpgy)7)

ou

r=a' [I(i 1 )ot ],
Fz(y) y F(y) T

Pour cela il suffit que

P(y)=1(i t,)ot .
y Fy) ¥ E)
soit, en appliquant [ aux deux membres,
to=1(tg, ) o(i t)
y E(y) F2(y

=P(y)o(i .t.),
Y Z1"2(3')
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ce qui découle de T3 pour P en P(y).

d) Pour tout e ona t, =y .i,:
Il s'agit de voir que ¢, :VP(e) .P(t,).i, soit, d'aprés T1 pour P en t,

t,=Vp(e) 'iP2(e) .t_, ce qui résulte de T3 pour P en P( e).

e

e) L'axiome C3 est satisfait:
En appliquant ¢ a r=t_ on obtient I(t—e):F(te).tF(e). Or par défini~
tion I(t,)=P(e)=F(e). On a donc F(e)=F(t,).tp, ce qui,

compte tenu de d, donne C3.

f) L'axiome Cl est satisfait:

D'aprés b on a F(f) =I(ty .f), et donc en appliquant I il vient
I(F(f))=t,.].
Mais, pour r=F(f) la propriété c nous donne
1(?(7))=F-2m'
si bien que F2(§). t,=t,.f, soit Cl.
g) Soit b un morphisme de C' de source F(y) et but F(x).
Alors
F(b).\h, =Vp,,-P(1(B)) .

Pour prouver ce point posons @' [I(W)] =k. Alors
F(h)=Vp, P(k) et
F(b).\/ix:VP(y).P(k).VP(x).P(tx)

:Vp(y).sz(y) .P2(k).P(t,)
d'aprés T2 ; et alors, d'aprés TS,
F(b).\/;x=VP(y).P(Vp(y)).Pz(k).P(tx)
=Vpeyy P(Vpyy P(R).1,).
Or Vp(,)-P(k).t, =a' [kot ] et

X

|

Otx:[(iF(x)'b)otx'
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16 R. GUITART

bl

ot =1(ip, h)ol(P(x))
=I1(P(x)o(ipy b))

Et enfin

P(x)o(ip ) b)=V, g, - h=h,

et la formule annoncée.

h) Ona I(Y,)=y,.
En effet, Y, =Vp(,) - P(t,), soit en utilisant «°»,

=t oP(e), de

e e
sorte que

1(J,)=1(t ,oP(e))=1(P(e))el(t )=t oP(e).

i) Pour tout e on a F(te).L/JF(e):Ve.

On doit prouver, en remplagant ‘/’F(e) par sa définition, que
F(1,).V 5 Pli))=V,
ou, en remplagant F( t,) par sa définition & son tour,

V,=V .P(a [I(TFZ‘(‘e")‘_. t_e)] ). sz(e) .P(tF(e) )
2 ’ T
Vo) P (a [1(1F2(e).ze)]).P(zF(e))
=V .P(V ).P2(a’ [l(i‘“2 1 )])).P(¢
e e F (e) e

=V,.P(V, .P(a [1(—‘—‘—“in .te)] ).tF(e))

=V
e

F(e))

=V,.P(a' [I(iFZ(e). t)o tF(e)] ),
et on poursuit comme en C.
j) L'axiome C4 est vérifié:

En effet, pour tout e, on a
\,be.F(te).L/JF(e)zk/Je.Ve (d'aprés i),
lpe. F(te)"'[’F(e):(VF(e) . P(te)). v,

_ 2
= VF(e) . sz(e) .P (ze)

— 2
_VF(e)'P(VF(e) ). P (te)

=Viee) - P(Vpe) P(1,))
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Ve  F(t,) - pre)=Vppe) P, ):
d'aprés h on peut écrire encore
Yo Flt,) Yp0y=Vie-Plall(y,)]),
et puis, si dans g on prend bZL/Je, on tombe sur I'égalité C4 désirée.
k) L'axiome C2 est vérifié:

En écrivant g pour A=F(f) on a F2(f). Y, = F(y)
mais ¢ pour r=F(f) donne I(F(f))=F2(f).t, et ona

FZ(/).tthy.f (voir f),

P(I(F(f)))

si bien que
FZ(/).¢x=vF(y).P(ty. f)
Viyy PO,)-P(])
ou F2(f).y, =y P(]),

et la conclusion d'aprés le calcul de P(f) qui suit:

1) Pour tout f€ C on a
P(/):F(iy).FZ(/).L/;x:
D'aprés ¢ on peut écrire:
a'[l(Wy_)] =F(y, - F([)i) tg,
=F(i, ). F2({). F(y ).ty
Mais F(y, ). tp =y, , d'aprés c pour et d'aprés h, d'ou
@ [10,F(f)i,))=F(i ). F%((). .
Il nous suffit de prouver que

Yy F(f).i,=1(P([]).

Pour cela on note d'abord que
F(f).i,=V, .P(l(TTT)).i
=V, zp()(l(l i),
F(/)~i —I(l i f)
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On sait aussi que iy. f=P(f).i_, de sorte que
aly, F(1).i,]=(Vg, P(1)).a [I(P().3)]
=t _oI(P(f).7_)
=I(P(x))ol(P(f).i.)
=I( P(f).i_oP(x)).

1l reste & montrer

P([)=P([). i, P(x)
ou P(/)=Vy.P(P(/).z'x)
=V, .P(i,.[)
=Vy. P(’y)‘ P(f),
ce qui résulte de T4.
Ainsi s'achéve la preuve de la proposition 1.1.3. Pour terminer la démons-

tration du théoréme I.1.1, il reste seulement & prouver la proposition

suivante :

PROPOSITION 1.1.4. Les correspondances établies par les propositions

1.1.2 et 1.1.3 sont inverses l'une de l'autre.
DEMONSTRATION. a) Soit U=(F, 7,y ) une c.s.c. sur C; soit (P,I)
la monade involutive associée & U par la proposition I.1.2, et soit
(F, z",\Zl) la c.s.c. associée & (P,1) par 1.1.3.
al) Il est clair que i=1.
a2) Ona ¢ =y, car L'ze:VF(e)' P(t,), de sorte que
B, =(F(tp)) - Wp2e,))- (Flip2.,) ) F2 (1), ),

et donc, avec C2 pour ¢, :
\l’e:F(‘F(e))‘Fz(te)"»l’e
=F(F(te).tF(e)).¢re

et le résultat 4 1'aide de C3 en e.

a3) F=F: Dans la démonstration de la proposition 1.1.3 (en b)

on a établi ﬁ(/):l(ty./). Or (2, f)=F(t,.[) tg.,, par définition.
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Donc E( f)=F(/).F(ty).tF(y) et on conclut avec C3.

b) Soit (P,I) une monade involutive sur C;, soitU=(F,i,y)
la c.s.c. associée par la proposition 1.1.3, et soit (P, 1) la monade in-
volutive associée par 1.1.2. On pose donc P=(P,i,V) et P=(P,1,V).

bl) Evidemment 7=1i.

b2) V=V:On a &e=F(te )-l/JF(e), et cela vaut bien V,, comme
on l'a montré au paragraphe i de la démonstration de 1.1.3.

b3) P=P: Ceci a été montré en 1 dans la démonstration de 1.1.3,

b4 ) Enfin I=1: Cela résulte encore de la preuve de I.1.3 (voir
en c).

La démonstration du théoréme I.1.1 est ainsi achevée.

Désormais on fera l'abus de langage consistant 4 confondre c.s.c.
et monade involutive; si (F,i,{ ) est une c.s.c. désignée par U, on
désignera aussi par U la monade involutive associée par le théoréme
I.1.1.

En pratique on utilise souvent le critére suivant pour montrer que
I'on est en présence d'une monade involutive:

PROPOSITION I.1.5. Soit q:C' = E' un foncteur fidéle, (F,i,\}) une
monade involutive sur E* et F:C —~C* un foncteur. Supposons donnés
pour tout objet ¢ de C° un morphisme i:c-'l?(c), un morphisme Jc :
F(c)~F2(c) et un monomorphisme jc.’q(F_'(c))-F(q(c)) dans E° ,

ceci de sorte que pour tout objet ¢ de C' on ait
,'C.q(z"'c)=iq(c) et j,_?(c).q(JC):F(jC).\/Jq(C).,'C
et que, pour tout f: c~c' dans C' , on ait
i.-a(F([))=F(q(f)).j_..
Alors (F,1, J) est une monade involutive sur C'.

La vérification des axiomes Cl 4 C4 ne pose pas de probléme.
Supposons maintenant donné un quadruplet (g, F,(F,i, Y)i)=
8, ot g:C ~E' est un foncteur fidéle, (F,i,y) une monade involutive

sur E°, F:C -~C%* un foncteur, et j une transformation naturelle de
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20 R. GUITART

q.- F* vers F.g* telle que Jo» pour tout c € Co, soit un monomorphisme.
Appelons alors &séparé un objet ¢ de C' tel que fate) :q(c)~F(q(c))

se factorise par j_:

ige)= i it avec iliq(c)=q(F(c)),
et tel qu'il existe un 7‘: :c=F(c) (alors unique) tel que q(z_';)=i;.
Appelons 3-quasi-compact un objet ¢ de C' tel que F(j ).\ . i . se

factorise par jg.)’
F(fc)~‘;[’q(c)-j5=fp(c)"p;

avec Y :q(F(c))=q(F?(c)), et tel qu'il existe un Y : Flc)~F?(c)
(alors unique) tel que q(l,Z'-c)=l,lJ;__. Un objet 8-séparé et S-quasi-compact
sera dit 8-compact, et un objet c sera appelé 8-objet s'il est 8-compact
et si, pour tout entier »>1, l'objet F"(c) est 8-compact. De I.1.5 il
tésulte que, si on désigne par C’5 la sous-catégorie pleine de C' ayant
pour objets les S-objets, le triplet (F.1, J) détermine une monade invo-

lutive sur C 5

La possibilité de présenter une monade involutive sous la forme
(F,i,\y ) est un avantage pour la recherche de monades involutives sur
une catégorie donnée. Outre la proposition précédente on notera dans ce
sens la proposition I.1.6 ci-aprés. La preuve résulte des axiomes Cl a
C4 d'une c.s.c. et d'une lecture adéquate du paragraphe IV,1 de [1]
(ol I'on avait introduit les catégories avec appartenance).

Soit C' une catégorie a produits finis et @ un objet de C' tel
que pour tout c € Co il existe une cX--structure colibre sur @, notée a°
ou exp_ (c). Alors (cf. (1] §IV) le foncteur exp,(-):C*=+C"  admet
exp,(-)* pour adjoint; on désigne par t_:c—exp,(exp,(c)) le projec-
teur canonique.

Soit pour tout ¢, i_:c~a et Y_: € +a(®) deux morphismes de

C tels que
(A) Yoi =t

Pour tout ¢ on note evc.'aCXC-' a le cX--coprojecteur de but a et on dé-

signe par k_:a°Xa®-~a le morphisme composé ev_.(y_ Xa“).
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PROPOSITION 1.1.6. Le triplet (exp,(-),i,\y ) est une monade invo-
lutive sur C' si et seulement si:

(B) Pour tout f:e~e' de C ona

a(af.ie.).

k. (a®xal)=k .. [( Y, )xa®']

et

(C) Pour tout c € C' on a

k C.(a(“C)x¢,c)=kc.(athaC).(¢aCxaC).

a

1.2. Les relations et le calcul des hyper-relations.

On suppose dans ce paragraphe que U =(F, i,y ) est une monade
involutive sur une catégorie C'. Il lui est associé sur C' au moins deux
monades, a savoir P et I avec les notations de la proposition 1.1.2.
Un élément de KI(P) sera appelé une U-relation et un élément de KI(II)
sera appelé une U-byper-relation. On omettra I'indication de U si le con-
texte ne permet pas d'ambiguité.

On montre ici comment le calcul des relations s'insére dans celui
des hyper-relations, ces derniéres pouvant d'ailleurs étre vues comme des
«relations sur les relations» (Théoréme I.2.1), mais leur calculrestant
aussi simple que le calcul dans C° (proposition 1.2.2 ) . On introduit
ensuite & la vue des propositions 1.2.3 et I.2.4 la notion de U-relation
fonctionnelle ou U-fonction, et la proposition 1.2.5 établit le rapport en-
tre cette notion et celle de U-factorisation dans C".

En plus des notations déja introduites (en particulier p. 6) on
convient ce qui suit:

-Si O est un morphisme de C' de source e et but F2(e’) I'hy-
per-relation associée de e vers e’ est notée T, et si 2 est une hyper-
relation de e vers e’ l'unique O tel que T =2 est notée g On écrira
aussi parfois A(0) pour T et A’(Z) pour z.

- La composition dans KI(P)° est toujours notée «©°», tandis

que la composition dans la catégorie des hyper-relations est notée «®»,
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si bien que cette catégorie est désignée par KI(II)®.

- On désigne éar R (resp. S) un morphisme de C' de source x
et de but F(y) (resp. de source y et de but F( z)), et par p (resp.
) un morphisme de C' de source x et de but Fz(y) (resp. de source y
et de but F2(z)). Avec ces conventions on a donc

SoR=F(t, ). F?(S). . R
et

oﬁ:F(tF(z)).Fz(o).,o.

Q¥

- Pour R€KI(P) on pose (avec y=8(R)):
¢ (R)=y, R,
et pour B € KI(TI) on pose (si y=B(%) et x=a(B)):
MNP)=F(tpe ). FS(p ) ipq,

> On définit aussi Q,/ et 4 par:

- 2 . _= Bl ;
Q(R)~F(k/:y). FE(R).ippey, L=ty p,=Flip,). ze(x).
On rappelle que, si G:Y =X est un foncteur ayant un adjoint F: X" =YY",
I'adjonction étant déterminée par les transformations naturelles
N:ly. ~GF et 8:FG—1y.
alors (GF,m,G(&g)) est une monade sur X' et (FG, €,F(7ng;)) est

une comonade sur Y'; on les appellera briévement les monade et como-

nade induites par 1'adjonction.

THEOREME 1.2.1. L'application E—-qb(l-{) détermine un foncteur (noté
@) de KI(P)° vers KI(T1)®, et ;——*)\ (;) détermine un foncteur (noté
N) qui admet ¢ pour adjoint, ceci de sorte que la monade induite sur
KI(P)° soit (Q,l.,u):@- et que KI(Q)D soit isomorphe & KI( me.

DEMONSTRATION. a) ¢ est évidemment compatible avec les identités,
et on vérifie bien que ¢(§-) ®t(R)=¢(SoR), soit

Ftpe) - F2(, - S). g . R=y, . F(t,).F>(S).y .R.

En effet le premier membre devient
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F(tpe) F204). F2(S).y . R=F(y, ). F?(S).y, . R
(d'aprés CB8) ou encore F(¢z)-¢1F(z) P(S).R, et le second membre
vaut . F(t )"vl’F( )-P(S).R' 1'égalité annoncée découle de C4 .

b) Montrons que ’F( ) est un ¢ -coprojecteur en x, c est-é.-dx-
re que, pour tout 7 de y vers x dans KI(II), il existe un unique o 5 de

de y vers F( x) dans KI(P) tel que

‘t’l!

71:(,‘)'913(,0)
Pour cela on montre que nécessairement ,0=V; il suffit d'avoir
2/ ;. 2
FCtpegy) Flipe)) Ypey=F(x)
ou
. . 2
F(ipge)) F(Ppgey)- F2(i pro) - Y pey=F2(x),

ce qui résulte de CG6.
Par suite ¢. admet un coadjoint A défini par

~

MB)=((Boig,))
c'est-a-dire
MB)=F(tp ) F(p)ip,,.

c¢) Le triple induit par cette adjonction ¢"'>x est donc de la

forme (Q, 7, u ) avec
Q( R)=A(P(R))=N\(, R,
soit
Q(R)=F(tp,)). F2( b, .R).ip(,
=F(tp,)) - F2(y, ). FA(R).ig.
et la forme indiquée dans 1'énoncé grice a C8. .
Il est clair que lx=g; quanta A ona:
try SMipg )= F(tpey) - F2lipe,) i,
=F(ip ) F(Ypg) FPlig, ). i

(x)

F2(x)’
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gx=F(iF(x)).F( F(iF(x))"pF(x))'l;ﬂ(x)
et, d'aprés C6,

Lo =Flipg))-ip2y)
d) Il reste & comparer KI(E)D et Ki(TI)®.
Il n'y a évidemment que les lois de composition 4 examiner. On notera
R 1'élément de KI( 0) de source x et but y déterminé par 1'élément R
de KI(P) de source x et but F(y) (car Q(x) =F(x)). La composi-

tion dans KI(Q) est notée donc «O».
On a

EDE=;LZ°Q(:S‘—)°E=;LZ °(Q(S)oR)

= o V .P ..g- .R ’
HeoalV, PQ(S)).R)

- a

ou encore SOR=E avec

E=Vp,) Plu, ). V.2, P(25)).R.

b4
Alors, avec Vp(z)zF(tF(z))' 4
v =F(t ).
Fz) F2(z) v
il vient

FZ(Z)’

et P( gz)zF(in(z) ) F2(u, ).¢F2(z

F3(z) )

E=F . .F(i .F? . .F .
(tF(z)) ¢'F2(z (le(z)) (Ez) lsz(z) ( )

tpz(z)
: .P(Q(5)).R,
V3, P2(5))

)

ce qui devient, graice 4 C4 et C2,

E=F( . CF(i .F? . JF2(0(5)).

Vpgy) R

En remplagant Q(ST) et 4, par leurs valeurs, E se transforme en:
F(i ).F2(u_).F( ). F3( ).
IFZ(z) Ky ‘/’Fg(z) ‘/JF(z)

F(S). Folipe,) ) Yp,, - R

E:F(tF(z))'l’bFZ(z)

— ; 3 2 ¢
- [F(tF(Z) )'\[,Fz(z)' F(sz(z) )- F (lF'(z))' F (ze(z))] .

%0
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3 4 2, .
[F(l/Jpz(z)).F (Ypggy)- FHS) Foip,) Y,

R].
Or ‘/}F(y):F(\/’F(y))'tFZ(

d'aprés C7, et donc
2, — 2/ .

B pey) Ve =F () F¥peyy)-tpa

ceci joint & C5 pour f=F(S). lJJF(z) nous donne pour la seconde expres-

sion entre crochets dans I'écriture de E la valeur

3

F2(y)
=F( ).F3(F(S). ).t
Lsz(z) ¢F(z) %(y)
=F .F3 CF4(S). ¢ .R
Wp2ig)) F (PR FH(S)t
— 2
_F(¢F2 ) F3 (¢F(z) -~ .F2(S).R.
Pour montrer que -.S:-UR—E‘ R= F(tF( ) F?(5).R il suffit donc de
montrer que
F(tp, ,)=F(ts, ). . F(i ). F3(i . F2(i ).
F(z) F(z) ¢’F2() F2(z) F(z) F2(z)
3
.F(¢F2(z)).F (Vpg) )t

Fé4(z)

Or on a Cl pour F(L/JF(Z)) et C7 pour F2(e), de sorte que l'on doit
établir

F(tg, ,)J=F(tg, ). F(i ). F3(ig, ). F?(i ).
(tp(z) F)) V2, P2 F(z) F2()
N - F( )1
Yr2ey TP
En désignant par E’ le second membre, on obtient
" _ 2 . .
E —F(tF(z) )- [F (F(lF(z))' ZFZ(Z)).¢F2(Z) :|' F(¢}F(z))’

ceci grice a C2, et puis

. 3. 2, .

E _F(ZF‘(z) ). F(gbp(z) ). F (lF(z))' F (ze(z) ).l/JFz(z) . F("pF(z))‘
en usant de C7 pour F2(z) puis mettant F en facteur il vient

E'=F(ig,, ). F [¢:F2

.F(:
(z) F?(

2 /.
) PR ) ey 1ot 5
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ou encore, avec C2,

E'=F(ip(z)). F(Fz(lF(z))'st(Z)) tFB(z) : F(¢,F(Z))
ZF(iF(z))‘ F(¢’F(z) )-(FB(iF(z))‘ tFB(z) ). F(¢F(z))

=F(t F( ),

F(z))1 tE(z)

Fz(z) .

et la conclusion puisque I'on a T3 pour .

Désignons par Cp la catégorie constituée des triplets (y. [, x)=
[ ot x et y sont des objets de C' et olt f est un morphisme quelconque
de C' de source F(x) et de but F(y) (de sorte que KgC Cp), la

composition étant déduite de celle de C* par
(y' ' x") (y, f,x)=(y",f.f,x) si et seulement si x'=y.

Alors on a l'analogue de la proposition IV.5 de [1] (et on aurait pu

partir de 14 pour prouver notre théoréme 1.2.1 ci-dessus):
PROPOSITION 1.2.2. La catégorie Ki(T1)® est isomorphe & Cp*.

(On pourra comparer la preuve ci-aprés avec celle de la proposition TV..5
dans [1].)

PREUVE. Si —E est un morphisme de Kl(ﬁ). de source x et but y,
R désigne le morphisme de KI(P)° de source x et but F(y) détermi-
né par R, et L(_I?_) est un morphisme de C' de source F(y) et but F(x)
que I'on notera D(R). (Avec les notations de [1] on aurait D(R) =
R?%). 1l est clair que D détermine une bijection entre Kl(ﬁ):et Cp*;

montrons que D définit bien un foncteur contravariant: soit S un mor
phisme de KI(II)® de y vers z. On a

I(R)=F(R).tg.,) et I(5)=F(S).tp,)
SoR=A [F(tp,,). F?(S).R]

et
D(SoR)=F(F(tp,)) - F2(S).R).tp,).

Le fait que D soit compatible avec les appl ications source et but résulte
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de C3. Pour la composition on doit prouver :
F(R).tge, -F(S). tp =F(R).F>(S). F¥(tp. ).ty
=F(R). FZ(F(S).zF(z)). tE(z)
ce qui résulte de la naturalité de ¢ (axiome Cl).

REMARQUE : Si l'on désire reconstruire C° & partir de KI(P)° etde
Q donnée sur cette catégorie, la derniére proposition jointe au théoréme

1.2.1 entraine
KI(Q)P*x Cp

Ceci conduit & étudier la catégorie des algébres de 0, notée Alg(Q)D,

et 4 chercher si
Alg(Q)P*x C (1.

Rappelons que, si T=(T,7,u) est un triple -sur une catégorie C,

une T-algébre est un couple (e,8) o G:T(e)~e€C vérifie
0.m,=¢ et 0.T(0)=0.u,;

un morphisme de (e, 8) vers (e',0') est défini par un fre~e'€C
tel que 8'.T(f)=f. 6. On ne peut espérer avoir (1) toujours, comme on
le voit en considérant, sur une catégorie C° possédant un élément final
1, la monade involutive (F,i,y ), ot F est le foncteur constant sur I,
ol i, est, pour tout e, l'unique morphisme de e vers I, etou Y =1.
Sur cet exemple on voit qu'on ne peut pas en général reconstruire C° 2a
partir de KI(P)° et de certaines données sur KI(P)°. On notera ce-

pendant :

PROPOSITION 1.2.3. Dans le «cas ensembliste» c'est-a-dire dans le cas
ot (P,1)=U est la monade «des parties» usuelle sur la catégorie e

(%)

des applications entre ensembles ona

Alg(Q )P IO,

La vérification de ce résultat consiste surtout & montrer que pour tout
ensemble E il existe une unique Q-algtbre de la forme (E, §) a savoir

celle ou 8:-‘;5’ en notant sp l'application de P(E) dans lui-méme

) Voir en L.4.
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qui @ ACE associe A si A est un singleton (i.e. de la forme { a} pour

un @ € E) et associe 7 sinon.

Si nous revenons au cas général, et si nous posons, pour tout
eecCyh,
Se:F(ze ) 'Fle)’
de sorte que K, =SE(,) nous avons :
PROPOSITION 1.2.4. Avec les notations précédemment introduites, et
pour tout e € Co, le morphisme s, définit une Q-algébre (e, s, )

La preuve est du méme type que celle du théoréme I.2.1; indiquons seule-

ment que pour aboutir on peut simplement commencer par montrer que
F(t,) F2(s,)bpe,=F(i,).

En fait, les calculs de ce genre seront facilités par 'explicita-
tion 1.2.5 suivante de la monade Q: De I'adjonction de L & gauche de
Op, on déduit sur KI(P)° une comonade (S, €, m)=S, oli, pour tout

R:x~F(y), ona

S(R)= V_.P(R)

iF(y)’ y
et, pour tout e € Co,

®e=ldprg) €t M =i o, tFle)
Puisque ! est une involution, il est clair que (I oSol,I(g),I(m)) est

une monade sur KI(P)°.

PROPOSITION 1.2.5. Les deux monades (IoSol,le,Im) et (Q,1,u)

sont égales.
Vérifions que Q=IoSol: pour R:x~F(y) ona

I(R)=F(R).t,, S(I(R)=ip.,.V, -P(F(R).1).

Or P(F(R).t)=F(ip. ). FA(F(R).t ). b, et V,=F(t ) hp,
de sorte que
1= : 3 2
SCIR))=ig ) F(t,) Ype ) Flip,,)) F(R).F? (¢ ).y,
=ipgey F(t,). FP(R).F2(t ). .
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Alors
(Iosol)(ﬁ)zF(gby).F3(zy).F4(R).F2(tx).F(iF(x)).zF(x)
_ 2 2 ,
=F(y, ). FS(F(t,). FS(R).t ).ip.,
et donc, d'aprés la naturalité de ¢ et C3,

(1oSol)(R)=F(y ). FA(R).igp, = Q(R).

Notion de U-fonction.

Les propositions 1.2.3 et 1.2.4 conduisent & introduire la défini-
tion suivante :
DEFINITION. Si R est un morphisme de C' de x vers F(y) on dira
que la U-relation R est une U-relation fonctionnelle ou U-fonction, si
I'on a

fono (R): ?on(l(ie’))=1(E)o's'y,
ou bien, ce qui est équivalent grace a 1.2.5, si

fons (R): S(E)o‘:‘x:EyoR,
avec ‘——‘x=l(—s_x ):iF(x)'ix'

Remplagant Q,1,5,.5, et «°» par leurs définitions on peut

montrer que cette condition équivaut a
fono(R): F(R).iF(y)=F(R).L/Jy.F(z'y)-iF(y)
ou encore a
fons (R): iF(y).R:P(z'y).R.
Pour ce dernier point le lecteur vérifiera que pour tout R:x~F(y) on a

S(R)o= =ig "R et = oR=P(i ).R.

Les U-fonctions (qui seront appelées simplement fonctions s'il n'y a pas
d'ambiguité sur le U) déterminent une sous-catégorie de KI(P)° dési-
gnée par forno (U)°, et le foncteur canonique LG de C' vers KI(P)e
est en fait 4 valeurs dans fono(U), mais n'est en général ni injectif

ni surjectif. Pour ceci on voit par exemple que, si F(x) est final, toute
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U-relation de source x est une U-fonction; alors si on est dans le cas
ot U=U; (indiqué avant la proposition 1.2.3) toute U;-relation est une
U;-fonction; si de plus C' =N° la U, -relation ;;( de X vers # détermi-
née par iy:X-F(#)=1 est U,-fonctionnelle, mais il n'existe pas de
morphisme f:X -0 tel que iy. =iy, saufsi X=0.

On aura donc soin en général de ne pas confondre la condition

fono (R) avec la condition forn; (R) de la définition suivante:

DEFINITION. Si R est un morphisme de C' de x vers F(y) on dira
que la U-relation R est une U-relation fonctionnelle stricte, ou U-fonc-

tion stricte, si 1'on a

fon;(R): (3[:x-yeC)(R=iy.f).

On désigne par fon;(U)° la sous-catégorie de KI(P) ° ayant
pour éléments les U-fonctions strictes. On a pour L{] la décomposition

LT —_
c 1 Ki(T®
(morphismes ) (byper-relations)

¢
fony (U)° < o fona(U)° S——= KI(P)?

(fonctions strictes) (fonctions) (relations)

L
Le composé c—_FP. for, (U)° <—e fono (U)° seranoté \y.

PROPOSITION 1.2.6. Le foncteur A\ est un isomorphisme si et seule-

ment si pour tout e € Co le diagramme

; P(e)
e — € o P(e) " Pe)
S
P(ie)
est un noyau dans C'. (Ceci est vrai en particulier si F:C*~C' est tri-

plable ).
Pour terminer nous allons voir (proposition 1.2.7) que fon,(R)

est un affaiblissement d'une sorte d'interprétation «interne» relative a
U de la propriété de factorisation (de R a travers iy ) invoquée par
fon; (R).
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Notions de U-factorisation, de U-monomorphisme.

Considérons trois ensembles A,B et B' et deux applications
f:B=+B' et g:A-B' éléments d'une catégorie pleine d'applications
DR°; la formule d'ordre 1

«(Ib:B~AeM) (f=goh)»

~

qui signifie que [ se factorise A travers g dans x, équivaut a:

(1) (VbeB) (JdacA) (f(b)=g(a))
ce qui A son tour se transforme en

(2 (YbeB) (Vb'eB') [f(b)=b <

dacA(g(a)=b" et f(b)=g(a))]

soit

(3) VoeB [{bl|feb)=bY={blf(b)e{gla)|gla)=0"}}1.
Cette derniére forme, en utilisant la monade involutive «des parties»
usuelle sur M°notée ( * o » YY) (voir le §1.4) peut se mettre sous

forme d'un énoncé d'ordre O ou interviennent comme seuls symboles

fonctionnels *o 8 , B, Y et «°», A savoir

(4) (*oB)(floyge=(%oB)(f)oP(g)o(xoB )(g)oyg,
ou, ce qui est équivalent,
(5) Bfloyg=RB(glo(xoB)(g)oB(f)oy.

Ceci était déja remarqué en 1972 par A. WIWEGER dans [3]. De méme si
f:A~B et g:A —~B' sont deux applications de source commune, la for-

mule
«(3b:B'~BeM) (f=hog)s
peut étre traduite par
(6) Blfloy,=B(flo(xoB)(g)oB(g)oy,.

Par analogie avec le cas ensembliste on posera en général la

DEFINITION. Soit C' une catégorie et U=(F,i,y ) une monade invo-

lutive sur C".
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i)Si f:y~z et g:x~z dans C', on dit que [ se U-factorise a droi--

te a travers g si on a
U-/acd(/,g): iz.fZP(g).F(g).iz.f.

ii)Si f:y-z et g:y~x dans C', on dit que [ se U-factorise a

gauche a travers g sion a
U-/acg(/,g): i, [=P(f).F(g).i_.g.

REMARQUE. Pour que ces notions de factorisation soient «bonnes» il
faudrait au moins que pour tout f€ C on ait U-fac,(f,f) et U-/acg(/, /).
On verra plus loin (§II, équations ou données supplémentaires) que
ceci équivaut a l'axiome de quasi-inversion Q(f), qui n'est pas toujours
satisfait. Si l'on suppose Q(f) pour tout f€ C, on vérifie que la facto-
risation entraine la U-factorisation, et que la U-factorisation est une

relation transitive.

Toujours par analogie avec le cas ensembliste on introduit la:

DEFINITION. Soit C' une catégorie et U=(F,7,\/ ) une monade invo-
lutive sur C'.
i)Si m:y-~2z dans C', on dit que m est un U-monomorphisme si
U-mono(m): F(m)-P(m):IdP(y).
ii) Si 7m:y—z dans C', on dit que 77 est un U-épimorphisme si
U-épi(): P(m). F(m)=1dp,,.

On note que U-mono(m) équivaut a U-fac(ld,.m); on voit
aussi que le composé de deux U-monomorphismes (resp. de deux U-épi-
morphismes ) est encore un U-monomorphisme (resp. un U-épimorphisme ).
PROPOSITION 1.2.7. Soit U=(F,i,y) une monade involutive sur C,
R:x-F(y)eC.

1° §5i R se U-factorise a droite a travers z'y, alors R est une U-
fonction.

2° Toute U-fonction R:x —y se U-factorise a droite a travers z'y
si et seulement si z'y, pour tout y € Co, est un U-monomorphisme, c'est-

a-dire si et seulement si pour tout y € Co on a
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i) [ = i ). 1 LI
Uﬂmono(zy) iy F(zy) F(y) *ly

3° Cette condition U-mono(z'y) peut ne pas étre satisfaite dans une

monade involutive.
PREUVE. 1° Si R se U-factorise & travers iy on a donc
ipey) R=P (i) F(i ).ig. R (1)
et en composant & gauche avec P(iy)- Vy,
; ).R=P(i ). ). .
P(zy)R (zy) F(zy) ZF(y)R
soit, d'aprés (1),
P(z'y).R:iF(y).R. (2)

2° Supposons maintenant que, pour tout R, (2) entraine (1);

—_ 12 . . PR . . . . .
pour R——zy, (2) s'écrit zp(y).zy—P(zy).z , ce qui est satisfait par

y
naturalité de 7; donc l'implication (2) => (1) étant supposée vraie, on

doit avoir (1) pour iy , soit

. S =P(i ).F(i )i L
zP(y) i (zy) (zy) iR(y) ly
et, en composant avec Vy , on obtient la formule annoncée. Inversement

si cette formule est satisfaite, on 1'écrit sous la forme
F(zy).P(zy)=F(y) (3)

de sorte que, si l'on a (2), on peut,dans les deux membres de (1),

remplacer 7p.,,- R par P(i ). R, et il reste & vérifier
P(zy).R=P(zy).F(zy).P(zy).R,

ce qui découle de (3 ).
3° On se convainc du résultat, comme plus loin du résultat ana-

logue pour l'axiome de quasi-inversion, en regardant des monades invo-
lutives particuliéres sur des groupes.
PROPOSITION I.2.8. 1° Soit toujours une monade involutive U=(F, i, l/} )
sur C';ona

a) Pour tout e le morphisme i, est un monomorphisme si et seule-
ment si F est fidéle.

b) Si pour tout e le morphisme i, est un monomorphisme, alors tout
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U-monomorphisme est un monomorphisme.
2° Dans un topos élémentaire équipé de sa monade involutive
canonique U (voir en 1.4) les notions de monomorphisme et de Ugq-

monomorphisme sont équivalentes.
PREUVE. 1° a) De iy.f=iy~g on tire
F(f).F(zy).L/Jy:F(g).F(zy).\//y '

soit JF(f)ZF(g) et, si F est fideéle, f=g, de sorte que z'y est un mo-
nomorphisme.

Inversement, de F(f)=F(g) on déduit
F(f).F(i, ).t,=F( g). F(i ).t
F(i,.f).t, =F(i, .g).t,
F(t,).F?(i . f).t,=F(t ). F?(iy.g).t,,
F(ty).zF(y).iy.f:F(zy).tF(y).iy.g,

d'ol iy- = iy' g et I'égalité cherchée, si i, est un monomorphisme.

y
b) De m.f=m. g il sort

F(f).F(m).P(m)=F(g).F(m).P(m)

de sorte que, si F(m).P(m)=F(x) et si F est fidéle, on obtient:
/=g

2° Dans un topos élémentaire ou plus généralement dans une ca-
tégorie avec appartenance ( voir [1]) on sait que pour tout e le mor
phisme ie est un monomorphisme ( (1] p-28) et aussi que, pour tout e,
i, est un Ug-monomorphisme (voir dans (1] 1a proposition IV,2 et la
formule (1) p.33). D'aprés 1-b ci-dessus, il nous reste a prouver que,
si m est un monomorphisme, on a F(m).P(m)=F (x). Or m est un
monomorphisme si et seulement si le quatuor (m,m, y,y) est un produit
fibré, de sorte que notre affirmation est un cas particulier de l'affirmation
suivante: dans un topos, tout quatuor cartésien est U-semi-cartésien au
sens de la définition ci-aprés. Nous ne donnerons pas la preuve de ce
dernier point, plusieurs auteurs l'ayant déja mentionné ou publié (voir

par exemple [4] ).
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DEFINITION. Soit C' une catégorie et U=(F, i,y ) une monade invo-
lutive sur C'. Un quatuor (f,g,g’, /') de morphismes de C' (tels que

f-g'=g.-[") est dit U-semi-cartésien si
P(f').F(g')=F(g). P(f).

Dans JI° par exemple les quatuors U-semi-cartésiens sont exac-
tement les quatuors semi-cartésiens (si U est la monade «des parties »
usuelle ), c'est-a-dire les quatuors ( f, g, g'» f*) tels que, pour tout (f*, g")
qui vérifie: f.g"=g.f", il existe un morphisme b (non nécessairement

unique ) tel que f'.h=f" et g'.-h=g".

I1.3. La monade associée sur les U-fonctions.

On dira qu'une monade involutive U est trés fidéle si elle satis-
fait la condition de la proposition 1.2.6. Nous allons examiner la proprié-
té universelle de la catégorie fono(U)° relativement & cette notion de
monade involutive trés fidéle (m.i.t.f.); pour cela on commence par in-
troduire la définition suivante que l'on pourra rapprocher de la notion de
catégorie avec appartenance ( [1]) et comparer aux diverses notions de
catégorie ordonnée & involution introduites dans la littérature (par exem-

ple dans [5]).
DEFINITION L.3.1. On appelle catégorie relationnelle un triplet
[(ke,1);(S,€);=1=K

tel que:

a) K° est une catégorie (dont la loi de composition est notée «©°»)
et | est une involution sur K° (Définition I.1.1.).

b) § est un foncteur de K° vers K°, et € est une transformation

naturelle de S vers Idg,, c'est-a-dire que pour tout R:x~y € K on a
(0) €,0S(R)=Roe_.
c) = est la donnée pour tout x € K% d'un morphisme =, de x vers
Sx tel que

- La donnée = est naturelle de S vers §2, c'est-a-dire que pour tout

R:x+y €K on a
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(1) =5(y)° S(R)=S?(R) o =g/ .
- Pour tout x € K% on a
)] €,°5, =%,
3) S(e )o=g,=S(x),
) S(Ex)osx:ES(x) OEx'
X,__)_(_l\ S(X) .,_L_.Sz(x)
_ NS N
R(l"‘\ﬂr lS(R) ls-?(R)
Y =2 S(Y) —/——S%(Y)
Y SY

PROPOSITION L.3.1. Pour toute catégorie relationnelle X le triplet
(S,¢€, ES):E est un cotriple et (x,=_) est, pour tout x€ K, une
S-coalgeébre.

La vérification est aisée.

PROPOSITION L.3.2. §i U=(F,i,y ) est une monade involutive, alors
[(KI(P)°,1);(S,€);=] (oa KI(P)° et I ont été définis en 1.1,
et o S,€ et = ont été définis en 1.2) est une catégorie relationnelle

au sens de la définition 1.3.1, que I'on notera Rel(U).
Ceci résulte aisément des calculs développés en 1.2; on peut aussi faire
directement les vérifications.
DEFINITION 1.3.2. Si K est une catégorie relationnelle un morphisme
R:x~yé€ K sera appelé K-fonction si1'on a

EyORZS(R)O =, -
Les K-fonctions forment une sous-catégorie de K° notée fon(X)

D'aprég l'axiome (1) pour tout R € K le morphisme S(R) est
une X-fonction. Par conséquent pour tout R € fon(X) le morphisme
S(I(R))€efon(K) ; ce morphisme sera noté G(R). De méme pour tout
x€K%=fon(X) o le morphisme S(I( €,)) noté ¢ _ appartient & fon(K).
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Enfin l'axiome (4) nous dit que =_ est une K -fonction, que 1'on notera
- On convient de désigner par les lettres minuscules (7,f, g, etc...)

les morphismes de K° éléments de fon(K)-

THEOREME L3.3. Pour toute catégorie relationnelle X le triplet (G,j, ¢ )
est une monade involutive sur la catégorie fon(X); cette monade involutive
sera désignée par FON(K).

De plus, pour toute catégorie relationnelle X on a
K~ Ret(FON(K)).

DEMONSTRATION. 1° On pose t =¢ ©oj etpuis V, =G(t )og. ,

Alors on a
V,=S(e, ). <y
Pour prouver ceci calculons V, :
t,=SI(€ )o=_
G(t, )=SI(SI(e )o=)
=SI(= _)oSISI(e, ),
et donc
v, :G(tx)°¢S(x):Sl(Ex)OSISI(€x)OSI(es(x)) .
Pour prouver notre affirmation, il suffit de montrer que
I(Ex)oISI(ex)oI(eS(x) )=¢€,
ou, en appliquant l'involution [ aux deux membres, que
6S(x) OSI(Ex )o = :l(ex );
mais d'aprés (0) pour R=I(€ ) on doit seulement établir
I(e, Joe, o=y=I(€ ),
ce qui résulte de l'axiome (2).

2° On peut alors établir 1'axiome C4 des monades involutives qui

s'écrit ici (avec <x>):

Si(e )oS(e, )=SI(SI(e, ))oSIleg,, ),

S(I(e, Joe, )=SI(eg,, oSI(€, ).

53



38 R. GUITART

Pour cela il suffit que
I(ex)°€x:€S(x)°S”€x)’ <>
ce qui est justement (0) pour R=1(€x).
L'axiome C3 s'écrit
SI(Ex)oSISI(ex )OSI(E.S‘(x))OES‘(x):S(x)'
SI(=,)oSI(€g,, oSI(e ))o=g, =S(x)
et, d'aprés (0) pour I(€ ) (<wx>),
SI(Ex)°Sl(I(€x)°€x)°ES(x):S(")’
Sl(Ex)oSl(ex)oS(ex)OES(fo(x),
(Sl(e, °=.)) o(S(e, )e S5(x))=S(x),
ce qui résulte des axiomes (2) et (3).
3° Vérifions que l'on a l'axiome C2, soit pour R:x~y€ fon(X):
SISI(R)OSI(Gx )=Sl(€y)OSI(Ey)oSISl(R)oSl(ex ).
I suffit que
€, oSI(R)=ex oSI(R)oEyoey
et d'aprés 1'axiome (0) pour I(R) il faut établir
I(R)oey:I(R)oey OEyoey’
ce qui résulte de I'axiome (2). On remarquera qu'on n'a pas utilisé le

fait que R est une X-fonction.

4° Enfin établissons 1'axiome C1 :

On veut, pour tout R:x~ye fon(X), 1'égalité
SISI(R)oSI(€, )osx:SI(ey)osyoR,
soit
Sl(ex °SI(R))°Ex:SI(€y)°Ey oR
ou , avec (0) pour / (R),
SI(I(R)o Ey)oEx=SI(€y)oEy oR,
Sl(ey )°S(R)°5x=SI(€y)°EyoR.
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Or cette derniére égalité équivaut a I'hypothése que R est une K-fonc-
tion: on a bien 1'égalité si R est une K-fonctiori, et ‘nversement, en
composant les deux membres de 1'égalité avec SI( Ey) a gauche, on
tombe sur la définition d'une X -fonction.
5° Prouvons maintenant que XXReL(FON(K)). On posera
fon(K)=C° et on désignera par P=(P,j,V) la monade associée 2
(G,j,¢) sur /on(K)=C° , comme dans le paragraphe 1.1, et donc par
KI(P)° sa catégorie de Kleisli. On va montrer que l'on a un isomorphis-
me u:KI(P)°~Ke.
a) On commencera par remarquer que, si f:x~y€C,ona
P(f)=51(5y)GSISI(f)°SI(€x)
=SI(e oSI(f)o=,
et, avec l'axiome (0) pour I(f),
P(f)=SI(I( f)o € ° Ey)
d'ot, avec 'axiome (2) en y et le fait que I° =ldges P(f)=S(f).
b)Si f:x=G(y) et g:y~G(z) sont des éléments de C°, on a, pour
la composition dans KI(P)e:
_5 o—!_—_Vz oP(g)of
:S(ez)OS(g)Of.
c) On définit u par u (7) =€, °f, et on voit que
Iu_(}:):éx oEx =x
et
pigof)=plglop(y),
c'est-a-dire, avec le calcul ci-dessus,
ezoS(ez)oS(g)of=EZOgoey of,
ce qui résulte de la naturalité de € pour €, og. Ainsi u est bien un

foncteur.

d) On définit alors h:K°~KI(P)° inverse de M par
b(R):S(R)OEx, pour R:x-yeKe°.
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Il reste a vérifier que pour tout R € K le morphisme h(R) est une X-
et S(R) sont
des fonctions, et & vérifier que b est inverse de i , c'est-a-dire que:
~(pob)(R)=R ie. eyoS(R)OEx =R,
ce qui résulte de l'axiome (0) et de (2).
“(bou)(f)=1 ie S( € 0f)e= =1,

c'est-a-dire

fonction de x vers S(y), ce qui est clair, puisque =,

S(Ey)os(f)05x=/,
ce qui résulte du fait que / est une K-fonction.
Pour conclure il reste & remarquer que, pour tout x € K% on a
plldg, =€, et pu(=g = )==, .
et que pour tout [:x=S(y)efon(K) on a
S(Eyo/):es(y) o(ES(y)oVy oP(f)),

ce qui résulte de 5 a, de <x>, et de 1'axiome (2)en S(y).

Considérons un univers U et F°la catégorie des foncteurs entre
catégories éléments de U. Soit C une catégorie ayant pour objets les
catégories relationnelles K=[(Ke,1);(S,€);=] telles que Ke U,
et soit B:C~F un foncteur fidéle tel que pour tout K on ait B(K)=K°.

On suppose aussi que pour tout X il existe un isomorphisme
m:Rel(FON(K))=K tel que B(m)=p :KI(P)°~K".

On définit une catégorie MIg ayant pour objets les monades involutives

(C,U) telles que C €U en prenant

HomMIB(UI

la composition étant claire.

e

COROLLAIRE 1.3.4. Avec les notations ci-dessus C s'identifie a la
sous-catégorie pleine réflexive de MIg ayant pour objets les monades

involutives trés fidéles.

Des exemples de catégories relationnelles peuvent étre obtenus

en relevant sur une catégorie Sp(H' )" ([1] p.7) une monade cartésien-
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ne (cf. [6]) donnée sur H' (voir aussi 1.4.3), ou bien, si 4 TP est
une loi distributive ( [7] ) sur H', en relevant T sur KI(P)° comme
dans [8].

1.4. Premiers exemples.

N

On indique ici les exemples qui sont directement & l'origine du
travail d'axiomatisation de I.1 a I.3, et quelques petits contre-exemples

(I.4.4 et 1.4.5) «fabriqués» pour prouver des indépendances d'axiomes.

I.4.1. EXEMPLES ENSEMBLISTES.

a) D'aprés (9], on appelle catégorie de relations un couple
(H ,r), ou H est une catégorie & limites projectives finies et 7 une
relation d'équivalence bicompatible élémentaire sur Sp'(H' )", catégo-
rie des angles-relations de H', tel que, en notant H” la catégorie quo-
tient de Sp'(H' )" par 7, le foncteur [7:H = Sp'(H' ) VT H" admette
un adjoint & droite P" :H" -~ H".
PROPOSITION 1.4.1.a. La monade sur H' induite par I'adjonction '™ P7
est involutive si r est symétrique, c'est-a-dire commute avec la symétrie
sur Sp'(H ) V.

b) On sait qu'un topos élémentaire est une catégorie H' telle que,
en désignant par Id la relation identique sur Sp'(H')', le couple (H", Id)

soit une catégorie de relations (voir aussi III.3).

COROLLAIRE L4.1.b. Tout topos élémentaire H' est équipé suivant

l.4.1.a d'une monade involutive canonique notée
Ug=(expg(-), {}, ) avec Q=PHld(1).

La construction de cette monade a été indiquée par LAWVERE et
TIERNEY (voir [10] ) en utilisant explicitement un ordre sur 'objet (1.
Dans le paragraphe IV de [1] (ou dans [2,e] ) nous en avions
amorcé une construction différente dans le contexte plus général des
catégories avec T-égalité et T-appartenance (hypothése (ii) et (iii) de
[2,e] ), en construisant le morphisme  ; la fonction P était alors notée

? et la monade involutive (27,7, ¢ ) .
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c) Il y a aussi une monade involutive naturelle sur un quasi-
topos (notion introduite dans [11]).

Citons encore comme certainement étroitement liés avec notre pro-
bléme les travaux de BENABOU sur les «topos formels» (inédits) et de

LAMBEK sur les «dogmas» (voir [12]).

d) Si U est un univers et M° la catégorie pleine d'applications
associée, on sait que J° est un topos, et par conséquent il y existe
une monade involutive canonique notée U2=($, Iye), puisque dans ce
cas  est noté 2. La monade P correspondante est §T3-=( $.v,U) (voir
(1] p-11), et la fonction 2(-) est le foncteur (o $). L'involution
Iyjo  correspond via 1'isomorphisme ] & I'involution d sur ﬂa(m°)°
([1] p-9) (notée ;aans [2,e]).

CONVENTION. Dans la suite de ce texte on dira, comme on a commencé
a le faire en 1.2, que I'on est dans le «cas ensembliste» (resp. dans le
cas d'un topos élémentaire) pour signifier que l'on est en présence de
la monade involutive U, (resp. Ug ) définie ci-dessus.

On désignera par U la monade involutive sur e isomorphe 2 U,
et définie par la construction standard contravariante (%o %,¥’,’)
ol, pour tout ensemble X, l'application 7y} : X =B (X) associe X \{x}a
x et ot Yy :B(X) ~B2(X) associe {A’C X | @XA' CA} a A. Cette
monade involutive est le complément de U, (cf. §II.1); on notera que sa

multipl ication n'est pas l'intersection.

1.4.2. LES A-MATRICES.
On désigne par W%,- la sous-catégorie pleine de Me ayant pour

objets les ensembles finis.

PROPOSITION 1.4.2. Pour tout semi-anneau commutatif unitaire fini A=
(A,+,.) on construit sur )ll%. une monade involutive Ex 4 =(T,,1,)

dont la catégorie des relations est la catégorie des A-matrices.

En effet, on prend pour :ITA le triple sur 3]'(95- induit par l'adjonc-
tion usuelle entre m°3,— et la catégorie des A-modules finis;l'involution

I, correspond a la transposition des matrices finies a coefficients dans
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A, puisque Kl(’I—‘—A)" a pour morphismes ces matrices. Pour tout ensemble

X
fini I'application Y - AX A (A7) est alors définie par
be(¢)(>\)= 2 ¢(x). N(x) .
x €X

On trouve dans [13] un opérateur ressemblant au 1 de notre ex-
emple, et dans [14] une maniére de faire le «calcul tensoriel» dans un
cadre voisin.

Les ensembles finis étant stables par ¥ on peut considérer la
monade involutive U,z induite sur m°5 par la monade U, sur M ; on
trouve alors Ex , pour A=({0,11}, sup, inf).

Pour Z/2Z muni de sa structure de corps on obtient la monade
involutive Ex z/2Z dont la multiplication représente la «différence sy-
métrique» d'ensembles; on neisait pas encore s'il existe une monade invo-

lutive sur M° qui induise Exg,,7 sur ey,

1.4.3. SUR LES CATEGORIES DE RELATIONS.

a) Soit M 1a catégorie des relations entre ensembles apparte-
nant a un univers U, et, pour A€, considérons le foncteur AX(-):
e - mre* qui & R associe AXd(R); on sait qu'il est son propre ad-
joint. (Voir (1] p.21 pour ce point et pour les notations.) Pour tout en-
semble X notons iy:X-AXX la relation qui & tout x€ X associe
Ax{x}, et ‘/’X PAXX -+ AXAXX celle qui a (a,x) associe {(a,ax)}.

PROPOSITION L4.3. Sur W'° le triplet (AX(-),i, ) ci-dessus défini
est une monade involutive. De plus une F—algébre est la donnée d'une
application \:X~A et une ll-algébre en X est un couple (X,(B,7y))
d'un ensemble B et d'une bijection y :BX A~ X.

La preuve est omise; on indique seulement que les morphismes
entre deux F—algébres A:X—=A et N:X'~A sont les relations p: X~ X'
telles que A’o o=\, et on remarquera qu'on obtient 1 une définition
«équationnelle» au sein de M des «fonctions» que l'on pourra comparer
avec la notion de U-fonction.

Pour les ﬁ-algébtes précisons juste que, si & est la relation de

AXAXX vers X déterminant l'algébre (X, (B, )), on définit 1'appli-
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cation 7 de X vers A par
a'=m(x) <> 6B(a,a’,x)t0

et alors on obtient B=7"1(a,) pour un @, €A.
Les Il-algébres sont appelées systémes de coordonnées relationnelles

planaires dans f13].

b) En réalité, si H' est une catégorie a limites projectives finies,
sur Sp(H)', on définit pour tout a€H, une monade involutive
(ax(-),i,y ). Les algébres en x pour la monade IT associée sont les
couples (x,(b,7y)), ot beH, et od y:aXb-x est un isomorphisme.
Ce phénoméne est lié 4 la monade X-X? sur H' étudiée dans [15].

Ceci est valable en particulier si C* est la catégorie simpliciale
A dont les objets sont les entiers et les morphismes les applications
croissantes entre ces entiers. Dans ce cas Sp'(A)" est la catégorie
bi-simpliciale B° dont les entiers [n] =({0,1,...,n-1},<) sont
les objets et od Hompg(m,n) est le sous-ensemble de P( [m]x[n])
constitué des ¢C [m]x [n] qui sont des relations croissantes de

m vers n, c'est-a-dire vérifiant
Vi,j<m, (i<j = Vited(i) Vi ed(j)(ir<j')).

La composition dans B° est la composition des relations.

I.4.4. SUR UN GROUPE.
PROPOSITION I.4,4. La donnée d'une monade involutive sur un groupe

G, considéré comme une catégorie a un objet, équivaut a la donnée d'un

couple (a,b), oa a€ G et ou b€ Aut(G) tel que, en posant

b=h(a).a,
on ait
VxeG, b2 (x)=b.x. 57T,
Si 1'on part de (a,h), on obtient (F,7,\) par
i,=a et Y =h(a)
et

VxeG, F(x)=h(x) 1.
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Le foncteur P est alors défini par

VxeG, P(x)=a.x.a"1,
tandis que, pour tout x, O(x)=b(x)=b.x. b~ 1.
La recherche de monades involutives de la forme (e, b), ou (a,ld), con-
siste A trouver soit les involutions sur G, soit les racines carrées des

éléments du centre de G .

I.4.5. QUELQUES REMARQUES ELEMENTAIRES.

1° On a déja utilisé en 1.2 la monade involutive constante sur I,
ot I est final dans la catégorie C'.

2° Une monade involutive sur la catégorie associée a un ordre
(E, <) est nécessairement unique et son existence équivaut au fait que
(E, <) soit une forét plantée, i.e. soit somme disjointe d'arbres avec
premiers éléments.

3° Si pour tout Z on a une monade involutive U; sur une catégorie
C;, alors on en déduit des monades involutives HU,. et ZUI- sur les
catégories [1 C; et 2C; .

4°Si U=(F,i,yy) est une monade involutive sur C' et A’ une
catégorie, alors par composition & gauche avec les éléments de ch,
on déduit de P=(P,:,V) une monade P4 sur C'4". Pour faire de cette

monade une monade involutive dont l'involution soit définie par la formule

Vaed, (I7),=1(7,),

il faut et il suffit que pour tout a:a-a’'€ A, et tout K, LeCi? on ait
— 2 .
FLa.'ra,—F(tLa).F 'Ta.FKa.zKa,
dés que l'on a
Ft,.FLa.i; ,+=FKa.FT .. t; ..

Ceci est vrai si A’ est discréte, ou bien par exemple si A" est un grou-
pe G,etsi U=U, sur M° . La monade Ug est distincte de la monade
canonique sur le topos M°C .

5s°Si O est une partie de l'univers U stable par P, alors la

PSP . ) .
monade U, se restreint & la sous-catégorie Dll@ pleine de e ayant pour
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objets les éléments de O. Cela vaut par exemple si O est I'ensemble
& des éléments finis de U, ou bien 1'ensemble & des éléments infinis
de 11, ou encore l'ensemble des éléments de U de la forme 2E pour
Eell.

Ceci, ainsi que le point 6 qui suit, montre que l'existence de
monades involutives sur une catégorie C' est indépendante de l'existen-
ce sur C' de quelque limite inductive ou projective que ce soit.

6~ Soit C' une catégorie et U=(F, i,y ) une monade involutive
sur C' . Notons cr (resp. 6) la catégorie dont les objets sont ceux de
C' et ot un morphisme de e vers e’ est une partie (resp. une Dpartie
non vide) de l'ensemble des morphismes dans C' de e vers e’, la compo-

sition étant définie par

B.A={g.f|geB et feA}.
(Revoir les constructions du §III.3 de [1]; voir aussi [ 5] p.118-119,
et [17] , chapitre 2.)

(h a une monade involutive (ﬁ,?,$) sur c' (resp. E) en posant
Fea)={F(p)lrea), i, ={i,} ec J,={y,}.

Une construction analogue peut étre donnée en considérant la «filtration »
C? de C au sens de [18].

APPENDICE |: CONTRE-EXEMPLES NATURELS.

On examine ici briévement le cas de catégories usuelles ou se
présentent des monades «de sous-structure» qui ne sont pas involutives,
cet examen nous semblant un préliminaire indispensable & la recherche de

bonnes monades involutives sur les catégories en question.

1. Le cas des catégories.

a) Sur la catégorie F°des foncteurs 1'étude de la théorie des re-
lations et la recherche d'une monade «des parties» nous a conduit dans
[19] a étudier la notion de machine et la bi-monade P des diagrammes

sur F°.Un formalisme analogue a été développé indépendamment, dans
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[20], pour envisager les transductions comme relations entre monoides
gradués. . .

b) Si U et U sont deux univers et F°et F°les catégories de
foncteurs associées, l'application qui & C' associe e = CA, de F°vers
§"° s'étend en un foncteur (par extension de Kan) qui détermine un J-
triple au sens de [21] pour J: Fol - f%°; sa catégorie de Kleisli est
la catégorie des distributeurs au sens de [22] .

c) Soit F1a sous-catégorie pleine de ¥° ayant pour objets les
catégories C' qui sont des v-catégories. Pour toute catégorie C 6?0 ,
notons Ind(C') la sous-catégorie pleine de ec™ ayant pour objets les
foncteurs H:C*-N° qui peuvent s'écrire comme limites inductives sui-
vant une catégorie filtrante [- €%, de foncteurs représentables (voir
(23] a [26]). Ind(C') est une sous-catégorie de ¢ stable par limites
inductives, de sorte que 7;17=(Ind,y,l_iln) est une monade sur §° ol
¥c'C =Ind(C ) est le plongement de Yoneda et li'f » le foncteur li-
mite inductive l_t_r»n Ind(Ind(C')) -Ind(C ).

De maniére duale on définit une monade Pro avec
Pro( C ) =(Ind(C*))*.
Dans [25] et [26] un sous-foncteur [-* M°] inf de Ind(-) est
défini et étudié; il détermine une sous-monade de la monade Ind.
d) On trouvera en Appendice III la monade «involutive» 200 sur

F° dont la catégorie de Kleisli est la catégorie des familles de cribles.
2. Le cas des compacts.
Pour tout espace topologique ( X, T) on pose
2X = {ACXIAﬁﬂ et A fermé pour T}

et on désigne par 2T 1a topologie sur 2% 1a moins fine telle que pour

tout ouvert O € T, les ensembles
Ot={A4e2X|anN0#z0} e« O ={4e2X|AcO}

soient ouverts. L'espace (2%,27T) sera noté aussi 2(X*T/; on peut mon-
trer qu'une base de la topologie 2T est constituée des ensembles
<Oi > ;<n associés a toute famille finie (Oi)iSn d'ouverts de T en

posant
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<O;> ¢ = {42 |Vitn, ANC,;#0 e 4C Y O}

~N

Dans [1] p.-18 nous avions, avec d'autres notations, redécouvert cette
topologie qui existait déja chez VIETORIS, FRINK et MICHAEL (voir
[27]) sous le nom de «finite topology ». On désignera par (C(x),C(T))=
C(X,T) le sous-espace de 2% T) gont les points sont les fermés com-

pacts non vides de T et pour A €2X on pose
OA={A"e€2X|A'CA} e nA={A"e2X| A" NA£D}.

On a les résultats suivants:
1. (O. Frink) Si (X, T)est T;, alors 2 (X.T) est T, (voir [28]).
2. Si (X,T) est T; et régulier, alors 20X T) gt T, .

3. (O. Frink). Si (X, T)est quasi-compact, alors 2(X.T)

est quasi-
compact.
On a alors le théoréme d'exponentiation que nous baptiserons: théoréme
de VIETORIS-FRINK-MICHAEL :

4. L’espace (X, T) est compact si et seulement si 2(X.T) est com-

pact (voir [27]).

On a ensuite:

5. SiBeC(C(X)), alors U BeC(X) (voir [27]).

6. O induit une application continue de C(X) vers C(C(X)).

7. Si (X, T) est compact, alors n:C(X )~ C(C(X)) est continue.
De plus, pour tout (X,T), l'application i.}:X-e(X) qui & x€X as-
socie {x} est continue, de méme que Vo :C(C(x))-C(Xx), applica-

tion qui 3 B associe |J B (car
vel(0t)=(0H) Y ee vim1(07)=(0") 7).
Enfin, si f:(X,T)-(X',T') est continue, T' et T étant compactes,
I'application C(f):(C(X),C(T))~(C(X"),C(T’)) définie par
Cor)A)={f(x)| xeA}

est bien définie (l'image d'un compact étant un compact) et continue.
Si I'on désigne par Comp la catégorie des applications continues entre

espaces compacts associés a un univers U, on a

8. C=(C,i', V') est une monade sur Camp.
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Une légére variante de ceci était indiquée dans (1] p-20, Remarque 2,
d'une maniére trop peu explicite.

Pour tout espace (X,T) on note K(X,T)=(K( X),K(T)) l'es-
pace topologique somme C(X)+1, qui, en associant # & « €1, s'identi-
fie 4 une partie de P (X). On fait de K un foncteur prolongeant C en

posant K(x)=x, et on note
in:X=K(X), Vp:K2(X )= K(X) et Yy :K(X)=K2(X)
les restrictions des applications Y. Uy et Yy

9. PROPOSITION. Sur la catégorie Camp le triplet (K,i,V)=K est
une monade, mais cette monade n'est pas involutive bien que pour tout

(X,T)Eeonvpo on ait un morphisme \/JT:K(X)*KZ(X) induit par ¢5(

Remarquons que, si (X, T) est compact métrisable de distance

d, alors CT est la topologie associée a la métrique Cd définie par:

Cd(A,B)=inf{d(a,b)|(a,b)e AXB}.

3. Autres constructions en topologie.

1o Soit 23°1a catégorie des applications quasi-continues entre es-
paces quasi-topologiques [29] et 23 (-,-) le foncteur hom-interne de
cette catégorie cartésienne fermée. On note S l'espace de Sierpinski,
c'est-a-dire 1'espace topologique d'ensemble sous-jacent {0, 1} dont les
fermés sont 7, {0}, {0,1}, et on désigne par exps.'g’ZT’* - 9g°
le foncteur 2J(S,-); ce foncteur admet son dual pour adjoint et on note
t (X, m)~ expg(X, 7) le morphisme canonique d'adjonction. Les axio-
mes C1 a C3 sont satisfaits, mais pour avoirune monade involutive il fau-
drait décomposer f_ sous la forme \,bﬂ.iﬂ. On peut seulement utiliser
la proposition 1.1.5 et en déduire une construction sur les &-objets. Il

est a noter (voir [30] et [31]) que, si (X, 77) est compact, alors
(X, 7)
ix.-X-S(X"”) et l/JX:S(X'")-S(S ")
sont continus pour les quasi-topologies introduites ci-dessus, de sorte

que (X, 7) est 8-compact.

20 La définition d'une variété avec singularités comme ouvert de !'es-

pace des germes de variétés donnée en [33] suggére la construction pour
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tout espace topologique (X, T) d'un espace «des germes dans X», noté
G(x,T)=(G X,8GT), et défini comme suit:
Sur E={(A,B)e$B(X)XB(X)| ACBY} on consideére la relation d'équi-

valence définie par
(A,B)~(A,B') <> qUeT (ACU ee BN U=B"NU),

et on note §(X) le quotient E/ ~; la classe de (A, B) modulo ~ sera
notée [A,B] . La topologie §(T) est la topologie quotient par ~ de la
topologie sur E induite par la topologie sur B(X)XP(X) produit de
la «finite topology» avec elle-méme. Cet objet §(X,T) est naturellement
dans J°un «objet des parties» de (X, T) raisonnable, puisque, si T est
discrete, §(X) n'est autre que P(X).
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11. ADJONCTION D'UN COMPLEMENT A UNE MONADE INVOLUTIVE

11.1. Complément d'une monade involutive.

Le théoréme II.1.1 qui suit a initialement été prouvé dans le cas

ensembliste en cherchant 4 décrire les applications: .
Cou:BUX)=~B(X) et N x:P2(X)=B(X)
a partir des données 2(*), y et .

THEOREME IL1.1. Soit C une catégorie et U=(F,i,\)) une monade
involutive sur C'. Supposons domné pour tout e€ Cy, un morphisme

Ve:F(e)-'F(e)de sorte que:
N1. (VeeCs) (V2=F(e)),
N2. (Ye€eCy) (F(ve).te:VF(e).te),
N3. (NfeC) (vyy -F([)=FE(f)-vg. ) ).
Alors, en posant, pour tout e € C,,
iL=v,.i, et Y :F(Ve').vp(e).\pe.ve,

le triplet (F, i',y') est une monade involutive notée U’ dont le foncteur

«partie» associé, noté P', vaut, pour tout f€C,
P =vgy PUD- vy

DEMONSTRATION DE IL1.1.

a) Avec Y .i =t et Y. .i=t! on a t,=t,: en effet, ceci
s'écrit

F(v, ). Vg, Y, v, v, i =Y, 0,
d'oi, en tenant compte de N1, en multipliant & gauche par l'inversible
F( v, ) et en tenant encore compte de N1,
VF(e). te:F(Ve)' t,

c'est-a-dire N2.

Il est alors clair que les axiomes Cl et C3 de la définition I.1.3

sont satisfaits pour U’ puisqu'ils le sont pour U.
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b) Pour f:x~y dans C' on a
(1) wy, F2(f)=F*({). w,.

en posant, pour tout e€Co, w, =F(v, ). Vg, En effet, la formule
(1) s'écrit

2 _ 2
F(Vy ).VF(y).F (f)=F (/)’F(Vx)'VF(x)
=F(Vx.F(f)).VF(x)
soit, d'aprés N3 pour f,
F(vy).uF(y).F2(/)=F(F(/). sz)'VF(x)
:F(vy).F (f).VF(x)
et le résultat d'aprés N3 pour F(f).
c¢) Pour f:x~y dans C' on a
. 2 P
) F(zy).F (/).\px—vy.P(/).vx,
car ceci s'écrit
F(v, i ). F2([).F(V,).vpi ), v, =v, . P(f). v,
ou, avec (1) et la définition de P,
. 2 —
F(zy).F(Vy).(F('l/y).VF(y)).F (/).\,bx.vx =
:Vy.F(iy).Fz(/).\,bx.vx.

En multipliant a droite par V_ et tenant compte de N1, et le premier

membre se simplifiant aussi & cause de N1, il vient a4 prouver
, 2 — . 2
F(zy). Y E(y) F (/).n//x =v,. F(zy).F (f)"/"x’
ce qui résulte de N3 pour z'y.
d) Vérifions 1'axiome C2, soit
2 r — 14 .’ 2 ’
F (/).t//x—gby .F(zy).F (f).\,bx,
c'est-a-dire
2 —
Fé(f).w, ., . v, =u, .l/}y.Vy.(Vy.P(/).Vx)
griace 4 (2); ou encore, avec N1 et (1),

2 —
wy.F' (/).lﬁx.Vx—wy .\[Jy.P(/).Vx,
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ce qui résulte de C2 pour (F,i,y ).
e) Prouvons enfin C4, c'est-a-dire
F(t[l'e). l/l;,(e)=¢l; . F(t;). 5[’1':(e)'

En développant (avec t,=t,) et tenant compte de N1 pour simplifier &

droite par Vg ,, et & gauche par F(v, ), on a a montrer:

F(l,l/e). F(we).wF(e).\[JF(e) = V(o) .l,be Y, F(te)’wF(e)'lpF(e)’
Or on a

F( we).wF(e)=F(F(Ve ). VF(e))'F(VF(e))' v

F2(e)
:F(VF(e) . F(Ve ). VF(e)). VFZ(e)'
soit, avec N3 et N1,
_ 2 _ 2
F(we ).wF(e)-F (Ve). sz(e) _VFz(e) .F (Ve).

Le premier membre de l'identité a prouver s'écrit alors, avec N3,

Vpgey F( ) F2(v, ) Vg,

tandis que le second vaut

SV .F(v )).
(e) F2(e) F(e) ¢F(e)

=VE(e) .¢re.F(te). F(VF(e)).L[JF(e),

de sorte qu'il faut établir 1'égalité

F(y,). Fz(ve). Yrpe)=We F(t, ) F(vp ) Vpc,)

‘I/F(e).l/Je.F(te). VF2

ou
F(y, ) Ype) P(v )=, - F(t ). F(vp,)) - dp,
et, en utilisant C4 pour (F,i,y ),
Y, F(t,). ¢’F(e) -P(v,)=y,. F(t,). F(Vgig) ) ¢'F(e)"
en composant & gauche avec F(i,) et compte tenu de CG, il vient
F(t,). F2(v )\ =F(t ) F(vg ) ) Ype,,
ce qui résulte de N2.

DEFINITION II.1.1. Sous les hypothéses du théoréme II.1.1 le couple

U=(U,v) est appelé monade involutive complémentée (m.i.c.) et la mo~

69



54 R. GUITART

nade U’ est appelée monade involutive complément de U relativement a v .

Si (U,v) est une m.i.c. sur C*, on pose pour tout e€ C%,
— r — 14
we*kpe’ve et CL)e_k'be'ye

PROPOSITION I.1.2. La mi.c. ((F,i,y ), V) est complétement déter-
minée par le triplet (F,i, w ) (resp. par le triplet (F,i',w')).

En effet, étant donné (F,i,w ), on pose, pour tout e€ Co,

Ve=F(ze).a)e et x,be:we.F(ze).we.

REMARQUE. Si U est une m.i., on peut pour tout £ € Cs> poser: Vv, =
F(e); alors (U, v) est une m.i.c. triviale. Une monade involutive s'iden-

tifie aussi 4 une monade involutive complémentée (F,i,w) satisfaisant

de plusa: (YeeCo) F(i ). w,=F(e).

Notations.

Soit (U,v)=((F,i,¢y ), v)>(F,i,w)=U une m.i.c. sur une
catégorie C', et U' la monade involutive complément de U relative-
menta V.

- On appelle U-réunion en e € C'» le composé

Ve =F(te)' ¢F(e)’
c'est-a-dire la multiplication de la monade Pene.

- La U-intersection en e est le composé

Ae =v,.V, .P(y,)=V. YE(e)
od V! est la multiplication de P’ en e.

- Pour tout e€Co, i, est nommé U-égalité en e et w, est nom-
mé U-non-inclusion en e.

- Enfin pour tout e € Co on pose
Ee:AF(e)'P(¢e)' Se:Ee'P(Ve)’
et ge:VF(e)'P(VF(e)"rl’e'Ve ),

et ces trois morphismes sont appelés respectivement U-engrénement

(«Verzahnungoperator» dans le cas ensembliste dans [34] ), U-débor-
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dement et U-induction en e.

Le cas ensembliste.
Dans le cas ensembliste ( convention a la fin du §1.4.1) on a indi-
qué les deux monades involutives U, et Uj; elles sont complémentaires

relativement 2 C, en désignant pour tout ensemble X par
@X :B(X)-PB(X) 1'application qui & tout ACX associe
Cya={xeX|xt A}
Ainsi (U2,€)= U, est une m.i.c. sur e, que 1l'on appellera m.i.c.
ensembliste canonique.

Dans ce cas les morphismes o, E, 8,4 introduits plus haut se

décrivent comme suit, pour tout ensemble X, pour tout AC X et tout
ACB(X):
wy(A) ={ACX| A’'¢ A}, Ex(A)={A'CX|VAeA(AN A'£0)},
Sy (A)={A'CX| VAecA(A'ZA)}. §4(A)={A'CX| JAecA(A'DA)}.
On note alors les deux formules

E}=Ey et ng}(x)ogk(Ex):EXou

Pex)
(voir [34] ), ainsi que

Exogxzﬂonszx.

Dans ce cas ensembliste on introduit de plus pour tout ensemble X 1'ap-
plication py : B(X)~P2(X) définie par

(YACX) p2(A)={A'CX| A'CA et A’ finie},
et on pose
NE=B(Nxlorg.
PROPOSITION I1.1.3. Soit X un ensemble et ACB(X). Alors A est

un filtre (resp. un ultrafiltre) sur X si et seulement si
NZ(A)=A et S, (A)=A
( resp. ﬂ‘;-(A)ZA et Exy(A)=A).
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11.2. Les catégories Qa(U)' et Q:(U)’ .

Avec les notations introduites en 1.1 avant la définition 1.1.1, si
U=(U,v)~((P,1),v) est une m.ic. au sens de IL1, la catégorie
K3 sera notée ga(U)‘.

La catégorie ga(U)' est donc constituée des (y,®,x), ou ®:F(x)~ F(y)
est « V-compatible », c'est-a-dire satisfait

v, P(®)=0.V,.
On note g:(U)' la catégorie Kp., laquelle est constituée des (y,¥,x),
ot W:F(x)-F(y) est «A-compatible» c'est-a-dire satisfait

Ay. P(¥)=Y.A .
Les catégories §¥(U)" et § (U)" sont des sous-catégories de Cp (cf.
proposition 1.2.2 ); les foncteurs op et I seront notés oy et py . En-

fin, dy=Jolo] ~1 est une involution sur ga(U)’ telle que:
dy(y,®,x)=(x,F(t ). F3(i ). F>(®). Fz(zy).¢y y).
Les propositions II.2.1 et II.2.3 qui suivent sont & rapprocher du
théoréme I.1 de [1]; elles établissent que la notion de m.i.c. est équiva-

lente & la notion de «C'-chaine dualisante» que nous avions introduite
dans [35] p.60 en 1970.

Par analogie avec le cas ensembliste traité dans [1] , pour fe€ Cp

on pose
K ef)=(y,v, [ v . x),
et puis, pour $=(y.(l>,x)6§a(U),on pose
*(B)=K*(dy(®)).
Alors avec *(g):(x,‘l’,y)=$ on a
lv, .V, .P(v )].P(P)=V. [vy.Vy.P(vy)]

et donc ¥ €92(U) vu la définition de A _.

Inversement, si ¥ € 9:( U),ona

¥=%(®) en prenant ®=d,(K'(¥)).
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Ainsi * détermine un anti-isomorphisme de ga(U)' sur g:( U)'.Par exem-

ple, on obtient
(x,V, ,F(x)):‘m/x €d (U) et du(;x )=(F(x),\ . x),
ainsi que
*(;x)=(F(x)» Vr(x) " % ,x) et *(‘Zx):("' vV, VE(x) F(x)).
PROPOSITION 11.2.1. Avec les notations introduites ci-dessus
F:°U°du°pU:°U'°*°pU'

et, si l'on note FC' la sous-catégorie de Cp formée des triplets de la
forme (y, F(f),x) oa f€C, alors

Fccd (u)y ndzu.
Enfin, si (y,‘b,x)ega(U), on a
du(y,d),x)=(x,F(ix)~F((D)-\ﬁy.y).
DEMONSTRATION: a) Si f:x~y€C , on sait que
F(f)=V, . P(F({).i,),
soit
F(f)=F(t, ). Y, PF(f).4)
:F(tx).FZ(F(/).iy).x/Jy
et, en introduisant F(F (¢t ). tF(y))=F2(y) a gauche de \/Jy,
F(f)=F(t,). FZ(F(/).iy).F(tF(y)).Fz'(ty).t,[/y .

Mais F(tF(y)) étant la multiplication de la monade IT, on a par natu-

ralité
_ y ' ,
F(/)—F(tx).F(th(x)).F (F(f).i).F2(1,). 4,
= 5 b : 2
_F(th(x). t,) F2(f). F%i ). F (‘y)'\l’y-
Or
_g2 o 5.
th(x)'txAF (t,).t,=F (Y ). F5(i ).t _,
de sorte que

F([)=F(t,). F2(i ). F3( ). F3(1). Fé(i ). F?(1,). .
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Si par ailleurs on considére (y,P(f),x)=P(f)=p,(f), on obtient
dy(py())=(x, F(t ). F3(i ). F3(P({)). F2(¢t ).y, .y )
et, en développant et comparanta F(f), il vient
dy(py(f))=(x,F(f),y).

b) Pour l'inclusion annoncée il suffit de montrer que FC' C ga(U).

I'autre partie se traitant de méme. On calcule:

F( /).Vy=F(/).F(ty).LpF(y):F(ty./).\pF(y)
=F(F2(f).t,).\bpg,, =F(t,). FA(F([)). g,
:F(tx).thF(x).P(F(/))=Vx.P(F(f_)).

c) Enfin, soit (y,®,x)ed_(U). On a ®=V .P(®.i ), d'od

(y,(D,x)=(y,Vy,F(y))'(F(y),P(fb.ix),x),
dy(y, @ x)=dy(F(y),P(®.i ), x).dy(y.V, F(y)).
D'aprés la formule qui précéde II.2.1 et d'aprés a, ci-dessus, il vient
du(y,‘l)-x):(x,F((D.ix).F(y))~(F(y).k/fy.y)
=(x,F(ix)-F(‘D)'l,by,y)-
COROLLAIRE 11.2.2. On a
*okop,=pp,.
En effet de c ci-dessus on tire
*(y,@,x):(x,vx.F(z'x).F((I)).L/Jy.Vy,y)
et en particulier
(%oxop,)(f)=w(wopy(f))=x(x,F({),y)
=(y,Vy.F(z'y).FZ(f).L/Jx.Vx,y)
=(y,P'(f),x).

THEOREME 1L.2.3. Soit C' une catégorie et (F,i,w)=U une m.i.c.
sur C'. Avec les notations précédentes et en posant * o dU= Xyora:
a) Dans le diagramme commutatif ci-dessous seul le foncteur o\, n'ad-

met pas d'adjoint en général.
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/\

b) Les catégories ga(U)' et ga*(U)'

—eV - -——

sont auto-duales et isomorpbes,
un isomorphisme entre ces deux catégories étant établi par le foncteur

Xy~ et le diagramme suivant étant commutatif

§ (U

So*uy

c ) On peut choisir les adjoints dont l'existence est affirmée en a de
sorte & avoir le diagramme commutatif de foncteurs adjoints ci-aprés,
— -1
avec dU' =Xy- dU' Xy

g (U v k)

dyepyooyedy [} /
p
Fc 2 ™y c.,{ U/

\
duoOPU.OoU.OdU. LPU'

\ﬂ:(U)' - KI(P)°
Ul

oa my(f)=(F(y),F2({), F(x)) pour tout f:x~y dans C'.

DEMONSTRATION: 1° Le diagramme donné en a est commutatif, et oy

n'admet pas d'adjoint en général, puisqu'un tel adjoint n'existe déja pas
dans le cas ensembliste (voir [1] §1). Les foncteurs oy et oy, ont
pour adjoints les foncteurs p;; et py.-

2° Le foncteur d'insertion L.'FC‘—'ga(U)' admet un adjoint:
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On peut voir que (F(x),(F(x),,,x)) est un ¢-projecteur, c ' est-3-dire
que, pour tout y€C, et (y,®P, x)ega(U), il existe un unique
(y:F(/)oF(x)) telque
D=F(f).y,.
En effet, puisque ®, F(/) et y sont V-compatibles, 1'égalité proposée
équivaut a
®.i =F(f). ), .i =F(f).t,
soit ®.i =I(f) ou
f=1(D. i), c'est-a-dire
[=F(i,). F(®).1,.
30 Alors la valeur de I'adjoint & ¢ sur ® est (F(y), F(g), F(x))
avec g:F(ix)' F(\/'y. D). tF(y) , d'ou avec l'axiome C7:

g=F(z’x).F((D).L,ZJy.
De II.2.1, on en déduit que ¢ admet dyjop 00, Odu pour adjoint.

La fin de la preuve est omise.

11.3. Définitions d'une monade involutive complémentée.

En IL.2 nous avons vu que les m.i.c. peuvent se définir en met-
tant plus l'accent sur l'opération « *» associant i une application crois-
sante son application croissante adjointe (comme fait en [1] et [35]).
Nous terminons ici par une troisiéme présentation d'une m.i.c., plus adap-

tée A la définition d'une m.i. sous la forme «involutive» (P, ).

DEFINITION IL.3.1. Si K est une catégorie et I une involution sur K’
(cf. définition I.1.1) on appelle négation sur (K',I) la donnée d'une ap-
plication N de C dans C telle que

1. N2=1d,.,

2. Nol=1oN,

3.Y(f.g)eCxC (N(f.g)=N(f).g).

THEOREME FONDAMENTAL I11.3.1. Pour toute catégorie C' I'ensemble
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des monades involutives complémentées sur C' est en bijection avec
I'ensemble des couples (_7:,(1, N)) oa ('IT, 1) est une monade involutive

sur C' et N une négation sur (KI(T)e°,1).

DEMONSTRATION de II1.3.1. En s'appuyant sur le théoréme I.1.1 et sa
démonstration on constate que le passage d'une m.i.c. sous la forme
(F,i,w) & une m.i.c. sous la forme ((P,7,V),(I,N)) se fait suivant

le formulaire :

v,=F(i, ). w,; Y, =w, v, t, = i ;

e e
(@)  V,=F(t,) ) P()=F(i, ). F(f).{,;
I(r)=F(r) tg,: N(r)=vgq r.

Le passage inverse se fait suivant le formulaire
¢e :VF(e)' P(te)’. te:\pe . z'e ; te:———-’(P(e))"

(b) _
F(/)zl(tﬁ(/)/)‘ Ve =N(P(e)), C()eZK/Je.Ve.

Pour prouver le théoréme, compte-tenu de 1.1.1, il faut encore montrer que:

a') Avec les notations de a et les hypothéses de la définition
II.1.1ona NolI=1oN.

b') Avec les notations de b et les hypothéses de la définition
I1.3.2 les axiomes N2 et N3 sont vérifiés pour ((F,i,y ), v ). En ef-
fet:

a')Sir:x-F(y)eC, ona @=F(r)«ty, d'ol
M=Vx .F(r). ty

=F(r). v , (d'aprés N3)

F(y)®
=F(r).F(1/y).ty (d'aprés N2)
=F(Vy.r).ty
=I(N(7)) .

b'1) Pour tout e€Cs on a t =I(P(e)) de sorte que
N(t,)=(Nol)(P(e))

et, puisque Nol=IoN,

N(t,)=I(N(P(e))),

77



62 R. GUITART

d'od mzl(;e), Vpe) - Le=F(V ). 1,.
b'2) Si f:x—~y dans C’, on a
Vx.F(/)=vx.I(?;.—/_)
=N(I(1,.1))
et, encore avec NolI=IoN,
vx.F(/)zl(N(ty./)):l(vF(y).ty./)

=F(f).-F(Vg,)t) tpg)

soit, avec N2,
Vx'F(f):F(f)-F(F(Vy).ty).tp(y)
= 2
—F(/)-F(ty). F (Vy )'tF(y)
=F(f). F(ty). tecy) Vy

=F(f).7/y.

D'aprés ce théoréme on peut sans risque de confusion poser:

DEFINITION 11.3.2. On appelle monade involutive complémentée sur une
catégorie C' la donnée d'un couple (T,(I,N)), o (T,I) est une mo-
nade involutive sur C' (définition 1.1.2) et N une négation (définition II.
3.1) sur (KI(T)°, 1).

APPENDICE Il: EQUATIONS OU DONNEES SUPPLEMENTAIRES.

Nous donnons ici quelques exemples de conditions (équations,
relations ou données supplémentaires) sur une monade involutive qui
sont remplies dans le cas ensembliste (ou méme dans le cas de la mona-
de involutive UQ sur un topos élémentaire) mais ne sont pas satisfaites
en général par toute monade involutive. Rappelons que dans cet ordre
d'idées on a déja rencontré en 1.2 les notions de quatuor U-semi-carté-
sien et de U-monomorphisme.

On désignera par U=(F,i,{y ) une monade involutive sur une

catégorie C'.
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1. Monomorphisme s et U-monomorphismes.

Soit C' un topos. On sait (I.2.8, 2°) que les monomorphismes
de C° sont exactement les U-monomorphismes; il est vrai également que
les épimorphismes sont les U-épimorphismes. Or si (F, 7,y ) est la m.i.

canonique Ugp sur C*, on a
VeeCo, F(i ).y ,=F(e)

(propriété C6 dans la preuve de 1.1.2), de sorte que l,lle est un monomor-

phisme et F(i,) un épimorphisme; donc

1 F(y,_). P(y,)=F(e),
2" P(F(i,)).F(F(i))=F%(e).
PROPOSITION I. Les égalités
M F(y,)- fe200) e =ipce)
et

, 3,. 2/ y=p2
) Fipey F2(i) p W F(i)=F(e)

sont satisfaites pour tout e € Co, si U est la monade involutive Ug sur
le topos élémentaire C', mais elles ne sont pas toujours satisfaites pour
d'autres monades involutives.

(Il en résulte que les m.i. de la forme Uq ne sont pas «libres»).

PREUVE. Tout d'abord (1) et (2) ne sont que les développements de
(1') etde (2').

Par ailleurs si 1'on considére une monade involutive sur un groupe
G (voir 1.4.4), les formules (1) et (2) s'écrivent, avec les notations
de 1.4.4,

) b(a).a"Lb(al). a bh(a)=a,
2" b(a?).a.b(a"l)=h(a).a.h(a).a" 1,
et, si G est commutatif, chacune de ces égalités équivaut a
3) bh(a)=a.

Or on peut trouver un groupe commutatif G et un automorphisme b de

G tel que
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h2=ld; et h#£ldg.

2. Les axiomes de commutation et de quasi-inversion.
Si f est une application de E dans F, alors (* o )(f) est une
application croissante adjointe & l'application croissante L(f), et elle

admet pour application croissante adjointe 1'application
(*°*°513)(f)=ey°§[3(/)°@x
définie par
(xoxoB)(f)A)={yeF|VxeE [(f(x)=y) =>xe€A]}.

Des inclusions d'adjonction on déduit les égalités (a) et (b) ci-aprés
qui expriment que P(f) et (*xoP)(f) sont quasi-inverses I'une de

'autre (voir [35]),

(a) Bflo(xoBIf)eB(f)=B(]).
(b) (%o B)f)oB(f)o(*oB)(f)=(*oB)(]).
PROPOSITION 2. 1) Si [ est un morphisme de C', les conditions
A(f): P(f).F(f).P(f)=P(f),
B(f): F(f).P( [).-F([)=F(])
et

o(f): Fz(f).\/:x.F(f).iy./=¢ry.iy./
sont équivalentes (si elles sont satisfaites on dit que [ est quasi-inver-
sé par U).
ii) Ces conditions ne sont pas satisfaites en général.
iii) Dans le cas oa U est la monade involutive Ugq sur un topos

C', tout morphisme de C' est quasi-inversé par Ug.

PREUVE: Pour iii, ceci est rappelé par exemple dans [4]. Pour ii,

on voit que, dans un groupe G muni de (h,a), Q(f) s'écrit
b(f)=a.f.a7l.

Prouvons i :

a) Rappelons que, si f:x—~y est dans C°, alors

Y, - F(f).i,=1(P(]))
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et que, si r:x~F(y), ona
I(r—)ZF(r).ty
(voir proposition 1.1.3 ¢ et 1), de sorte que
Y- F(f).i,=F(P({)).t,.

b) Par ailleurs P(f) et F(f) sont tous deux V-compatibles
(pour P(f) c'est clair et pour F(f) voir I1.2.1 b).

c) Alors A(f) équivaut &
P(f).F(f).P(f).i_=P(f).i_,
F(iy).Fz(f).\//x.F(f).iy./:P(f).z'x,
ce qui équivaut & Q(f), grace a C2; ceci s'écrit encore
F(i, ). F2(f).(F(P(f)).t ).[=P(f).i,
F(i ). F2({).F(P({)).F?({).t ,=P([).i_,
F(i,).F(F(f).P([).F([)).t,=P(f).i,
ce qui est exact si l'on suppose B(f) vrai.
d) Inversement
F(/).z‘y:F(f).(F(z'y).k//y).iy:F(/).F(z'y).ty
=F(i,.f).t,=F(P({).i ).t
de sorte que, si A(f) est vrai, on a
F(f).i,=F(P(f).-F({).-P(f).i ).,
=F(P(f).F(f)-i,.[).¢,
=F(f).F(i,).F2({).F(P({)).1,
=F(f).F(i,).F2([).4 - F(f).i,
:F(/).P(f).F(f).iy,
c'est-a-dire B(f) puisqu'ici on peut simplifier par i, (d'aprés b).

Note. Si U est complémentée (II.1.1), alors A(f) et B(f) sont équiva-
lents & A'(f) et B'(f) obtenus en remplagant dans A(f) et B(f) le

foncteur P par le foncteur P’.
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Dans [4] est indiquée la propriété suivante:

PROPOSITION 3. Si U est la monade involutive Ug sur un topos C°,
si x et y sont deux objets de C' et si f,g:x—~y sont deux morphismes

de C', alors on a la formule de commutation :
C(f.g)k P(f).F(f).P(g).F(g)=P(g).F(g).P(f).F(f).
3. La notion de U-graphe.

Soit U une m.i. sur une catégorie C° a produits fibrés, et soit
Sp(C )"V la catégorie des angles (spans) de C'. On désigne par Qnu

I'ensemble des morphismes de Kp de la forme (y,P(g).F(f),x) et

g
on note gry:Sp(C )Y =Gy l'application qui a l'angle x L a —y

associe (y,P(g). F(f),x).
PROPOSITION 4. i) L'involution de Kp se restreint a g"U'

ii) Si dans C' tout carré cartésien est U-semi-cartésien, alors
g,.u définit une sous-catégorie de Kp et gry un foncteur surjectif. Dans
ce cas QAU:K; si, et seulement si, pour tout e€ C, le morphisme
(F3(e),t o 1+ F(e)) appartient a Q,.U.

E<e)

4. La notion d'objet U-vide.

On appelle objet U-vide de C' et on note “&- tout objet € tel que

=P(i

YEo) Fe))-

Un tel objet n'est pas nécessairement initial mais, s'il l'est, alors F(6")

=+ est final.

PROPOSITION 5. Dans le cas ensembliste un ensemble X est vide
(X=0 ) si et seulement s'il est U2-uide pour la monade involutive cano-

nique U,; dans ce cas l'application de passage au complémentaire
gy, $2(0)=2-2
peut s'écrire )
g g )=(%oB)(B(vg))ovp2.g )
5. Inéquations.

Considérons sur une catégorie C° une monade involutive complé-

mentée U=((F,i,y),v). Alors, bien que satisfaites dans le cas ensem-
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bliste, les inéquations et équations

(VeeCo)(F(e)#e); (YeeCo)(v,#F( e));

(YeeCo) (F(V, .t ) ip2F(V, 1), ):

(VeeCo)(F(V,.t,).ig, =V, - F(V,.t )y, .v,)
ne sont pas satisfaites en général. Remarquons que la seconde formule
se déduit des deux derniéres.
6. La question de l'ordre.

BENABOU [36] avec ses catégories avec déduction et LAMBEK

[12] avec ses dogmas ont mis l'accent sur 1'étude de foncteurs

R.c* Préord,

ot C est une catégorie & produits finis, od Préord est la catégorie des
applications croissantes entre ensembles préordonnés, et ou l'on consi-
dére que, pour tout e € Cs, l'ensemble R(e) est I'ensemble des «prédi-
cats» sur e pour une certaine théorie de déduction. La question se pose
donc de comparer ce point de vue i celui des m.i. et, pour commencer,
de déterminer si dans le cas ensembliste la description du foncteur
R :M°* < Préord qui a tout X associe (B(X), C) peut se faire a partir
de la monade involutive U, seule (auquel cas l'existence de R est une
propriété de U,) ou non (auquel cas l'existence de R est une donnée

supplémentaire & U,).

Soit U une m.i. sur une catégorie C' et e 1a catégorie pleine
d'applications associée a4 un univers U tel que, pour tout e,e’€Ch
I'ensemble des morphismes dans C° de e vers e’ appartienne a u.

Pour tout e € Co on désigne par R(e) l'ensemble des morphis-
mes de e vers F(e) dans C . Pour tout fre—~e’' de C', tout 7€ Ree)

et tout 7' € R(e’) on pose
RN )=F(f).r.]
et
RY(1) (r)=P(1).V, . P(+).F([).i,..

R7(f)(r) et RY(f)(r) sont abrégés en 7' et fr respectivement.
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PROPOSITION 6. RT :C' =MM°® et R™:C*=IM° sont deux foncteurs.

Ceci est clair pour R~, et pour R* cela revient principalement

a prouver 1'égalité
F(f)=V, .P(F(f).i,)
que l'on connaft déja.
Soit maintenant U=(U, v ) une m.i.c. sur C'.

DEFINITION. Soit %,y € Co. On définit sur 1'ensemble des morphismes

) U
de C' de x vers F(y) deux relations Cx'y et Cx'y en posant, pour

r127,:x L F(y) dans C :
U
rIC

xy? (3beC)(Ay.b:r1 et Vy.b:,z),

U’\z
1CayT2 c:»(]beC)(F(iy),bz,l et V,.h=r,).

Si C' est la catégorie JM° et si U est une m.i.c. de la forme

(U@,n) (voir III.2 proposition II.2.1 et 2.3), alors pour tout ensemble
(UO,n) UO"‘
Y les relations C; y et C; y seront simplement notées Cg, y et

Co,v- Par ailleurs on note Cg y Il'ordre sur @Y déduit de l'ordre <
sur Q:

,CorYs = (VyeY)(Y, (y) <Yy (y)).
PROPOSITION 7. Dans le cas ensembliste ou O=2 et n=C les rela-
tions COn, v € CO, y sont identiques. De plus pour tout s.m.a. V)
et pour py ,py: Y-OQona

21CO, vt = 01C0O,v02
l'implication inverse étant vraie si, pour tout y€ Y, pz;é'yo(y).

Ainsi il apparait que 1'ordre sur B(Y) n'est pas une donnée supplémen-

taire a U2 .
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Il. CONSTRUCTIONS DE MONADES INVOLUTIVES.

1.1, Les catégories MI(C' ).

Soit C' une catégorie, (F,i,y )=U une monade involutive sur
C', P=(P,i,V) la monade «des parties» associée, et [ I'involution
sur KI(P)°. Soit U'=(P’,I') une deuxiéme monade involutive sur
C et m:P P un morphisme de monades (cf. preuve de 1.1.2 §c). On
note KI(m) le foncteur de KI(P)° vers KI(P')° déterminé par la

composition avec m a gauche.

PROPOSITION IIl.1.1. Avec les notations ci-dessus les conditions

(a) Ki(m)ol=I'oKl(m)
et
(b) Pour tout f:x-y dans C on a

(bl) F'(/).my-—-mx.F(/),
(b2) F'(mx).t;=mF(x).tx

sont équivalentes.

Dans ce cas on dira que m est un morphisme de U vers U’.
PREUVE : Si I'on suppose (&), alors on a
z;,.f=my.iy.[
et donc 1'(i)',./)=my.1(i . [), et puisque
E'(f)=V,.P(I'(i7.]))
et que F(f)=V,_ P(I(z .f)), il vient
F(/).my=V' P’ (I'(z f)) m,
=Vympag - POI'(E]))
=V.. Mpi(y): P(mx.l(i .f))
:(Vx’mP'( yP(m. )). P(l(l f))
=m,.V, . P(I(i 7))
-—-mx.F(f).
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Pour obtenir (b,) on part de Z‘=I(P(x)) d'ot,

M E(x) tx=l'(mx)=F'(mx ). t;c’
Réciproquement si 1'on suppose (b;) et (b,) on retrouve (), car cela
s'écrit

F (my. r). tyme' F(r). ty )

F'(r). F'( my).ty-_-mx.F(r).ty

et d'aprés (b;) on doit montrer
F'(r). F (r’ny).ty=F (’)'”‘F(y)'ty’

ce qui résulte de (b,).

DEFINITION IIL1.1. Pour toute catégorie C* on appelle catégorie des
monades involutives sur C' et on note MI(C') la catégorie ayant pour
objets les monades involutives sur C' et ou les morphismes de U vers

U’ sont définis dans la proposition III.1.1.

Soit toujours C' une catégorie, (F,i, )=U une monade invo-
lutive sur C'. Considérons alors un foncteur G:C' ~D' admettant un
adjoint & gauche G'; on note €:D'~GoG' et 1:G'oG~C" les trans-
formations naturelles définissant l'adjonction; cette adjonction sera no-
tée (G,G', &,m)=g. On pose:

gF=GoFoG'; gP=GoPoG';

gi:G(iG')' €, gVZG(VGt. P(T’PG.)),
gt-'_—G(F(nPG')-tGI)- e, glll =(gV)gp gP(gt),'
gP=(gP,gi, gV).

On vérifie que gF est une monade sur D' et on note KI(gP)° sa ca-
tégorie de Kleisli.

Si 7 est un morphisme dans KI(gP) de d vers d' qui est défini par r
de d vers (gP)(d') dans D', on note (gI)(_r-) le morphisme de Kl(gF) °
qui est défini par le morphisme (gF )(r).(gt) o de D".

Enfin si m:U~U' est un morphisme de MI(C') on pose, pour tout ob-
jet d de D,
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(gm)y=Glmgg)):
on vérifie que gm détermine un morphisme de gP vers gF'.

LEMME Iil.1.2. Avec les notations ci-dessus on a:

a) les données (gl?, gl) et (gF,gi, gy ) sont les deux présenta-
tions d'une monade involutive sur D' que l'on note gU et que l'on ap-
pelle image de U par l'adjonction g.

b) Si m:U-U" est dans MI(C' ), alors gm est un morphisme dans
MI(D' ) de gU vers gU’.

c ) On détermine un foncteur

MI(g):MI(C )-MI(D")

en associant gm & tout morphisme m de MI(C" ).

La preuve n'est pas détaillée.
On remarque que les catégories MI(C') sont des sous-catégories
d'une 2-catégorie MI des m.i., construite au-dessus de la 2-catégorie

M des monades.

Soit maintenant A un ensemble et JI(C',A) ou C'4 la caté
gorie des foncteurs de A (catégorie discréte) vers C'. On considére
U=(F,i,y) une m.i. sur C' et on définit ((F)4.,(i)4,(Y),) sur
c4 par les formules:

(F) (T)=F.T, ((i)A)¢(“):i¢(a) s (Y )A)¢(“):¢’¢(a)
pour a€A et recA (voir 1.4.5,n° 4).
Il est évident que l'on obtient ainsi une monade involutive sur c4 que
I'on notera (U) 4.
Enfin supposons que C' soit & A-produits; on a donc le fonc-

teur «diagonale» Aé c~c4 qui est adjoint au foncteur «produit»

Hé. de C'4 vers C'; cette adjonction sera désignée par
En appliquant le lemme II.1.2 avec U=(U), et gZH on ob-

tient donc sur C' la monade involutive I-I( U) 4 que l'on notera simple-
ment UA=(F4,i4,¢y4).
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111.2. Les monades UO dans JM°.

Soit U un univers et M° Ia catégorie des applications associée
a U. On connait déja sur M° la monade involutive U, et son complé-
ment U'2 (I.4.1d).

La construction qui suit est inspirée de celle de la m.i. associée
4 un semi-anneau commutatif unitaire donnée en 1.4.2 et généralise la

construction de U,.

Soit O un ensemble, S une application de B(0) vers O, k une
application de QXQ vers O, et o et e des éléments de Q . Désormais,
on pose (Q,S,k,o,e)=®, et pour tout ensemble X on note QX I'en-
semble des applications de X vers Q, pour tout / de X vers Y, on
note O/ I'application de O vers OX qui & tout ¢: Y ~Q associe ¢ o /.
Le foncteur contravariant qui & tout [ associe Q/ sera noté Q(') ou
bien expf -):M*-JM° . On définit pour tout X une application

'}’OX: X *QX par
si x=x'

e
’)’Ox(x)(x )= {0 si x#£x',

X
et on définit \/lOX:QX-’Q(Q ) par
‘/’@X(P)(P')ZS({k(P(x).p'(x))l x€X}).

THEOREME IL2.1. Le triplet (Q(*), Yo Y©) est une monade involutive
sur M, notée Ugs si et seulement si:

1° Muni de la relation x<y ssi S(x,y)=y l'ensemble O est un
treillis complet dont I'application Sup « est S et le plus petit élément
est o.

2° L'application k est une loi de monoide abélien sur Q d'unité e.

3° L'application k est compatible avec les Sup , c'est-a-dire, en
notant 0@ I'application canonique de §B(Q)X§B(Q) vers 5[3(@_>< Q) on

a:
Soﬁp(k)o(ﬂ@:komxu.

DEFINITION IIL.2.1. Sous les conditions du théoreme I.2.1, O est ap-
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pelé un sup-monoide abélien (s.m.a.) ou monoide abélien complet (m.a.
c.).
Le S(O) est noté 1; il est différent de 0 en général. On remar-

que aussi que pour tout x €O on a alors, en posant x'. x =k((x', x)):
x.o=x.Sup (0 )=Sup(x.9)=Sup(d)=o0.

Une fois énoncé le théoréme n'est pas trop difficile a prouver.

Nous indiquerons seulement les formules suivantes, ol on pose
V=0, Y9 Y= (Fg. 1) avec Bo=(%o. %y U
pour tout ensemble X, tout x € X et tout QEQ(Q ) ona
U, (Q)(x)=S({k(Q(p)p(x))| p@F }),
pour toute application f:X =Y, pour tout y€Y et tout p€QY, il vient
Bo £ (o) yI=s{p(x)| f(x)=y}).

On démontre alors la partie directe du théoréme en vérifiant les
formules Cl a4 C4 de la définition d'une construction standard contra-
variante (I.1.3). La réciproque suit aprés de l'examen de la preuve di-

recte.

Soit O un ensemble muni d'un ordre < qui en fait un treillis
complet. Si @,b€0 on écrit aAb pour in/<({a, b}) et on désigne par
al(-):(0,<)=(0,<) I'application croissante qui a tout x associe
al\x. Si (b;); ¢1 est une famille d'éléments de Q on écrit v b, pour

Sup < { b, | i€el}. Alors les conditions (L) et (A) suivantes sont

équivalentes :
(L) Pour tout aGQ et toute famille (bi)iel d'éléments de Q ,on
a
aN( Vb )=V (alb, ).
iel 17 el :
(A) Pour tout a€Q I'application croissante @/A(-) admet une

application croissante adjointe & droite notée a—(-).

En effet il est clair que (A) entraine (L), et réciproquement

sil'on a (L), alors la définition pour tout a, b€ O
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(a~b)=Sup<c{z|alz<b}

convient pour (A) (( Q <) étant supposé complet) car on a bien, pour

tout c €0,
c<(a-b) si et seulement si a/\c<b.

DEFINITION I11.2.2. Un treillis complet satisfaisant & (L) ou (A) sera
appelé treillis local ou treillis complet distributif ou encore algébre de
Heyting compleéte.

COROLLAIRE 1L.2.2. Pour tout treillis local (©,<) on a une monade
involutive Ug sur M° associée par le théoreme II.2.1 a

®=(Q, Sup, iﬂ/r O: 1)'

En particulier pour O={0,1} avec I'ordre 0<1 on note 2 le
s.ma O et U, la monade associée: c'est bien la monade des parties
déja introduite sous cette notation. Et si on note 2* le s.m.a. associé
a {0,1} avec I'ordre 1<0 la monade Uy« est U), le complément de
U2 au sens de II.1 (revoir 1.4.1.d).

Comme exemples de s.m.a. qui ne soient pas des treillis locaux
on remarquera ( [0,1],Sup,.,0,1),00 [0,1] est 'intervalle unité
réel, < son ordre usuel, . sa multiplication usuelle. Ce s.m.a. sera en-
core désigné par [0,1]; on prendra garde de ne pas le confondre avec
le s.ma. ([0,1],Sup,inf,0,1).

On remarquera aussi (N {00},Sup<,.,0,1)=ﬂ-,ot1 < est
'ordre usuel sur N |J {®} (VxeN,x<®) et on x.y est le produit

usuel d'entiers si x,y € N, tandis que pour x#0 on a
x.0=0,x=® et que 0.0=0,0=0.
Soit maintenant » ,-Q.. O une application. Pour tout ensemble

X on définit VX:QX*QX comme l'application nX qui a p:X-0

associe nop.

PROPOSITION II1.2.3. Le couple (U@,v) est une m.i.c. (cf Il.1.1
ou I.3.2) si et seulement si n°= ldg.

PREUVE: En effet cette condition est nécessaire et suffisante pour
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avoir N1 dans II.1.1.
Par ailleurs vue la définition de ’)’@X et \/Jox on obtient, pour
t = o :
Ox = ¥0x ° 0y
lox(x)(P)=P(x) pour x€X et pe9X,
On constate alors que, sans conditions sur 7, les axiomes N2 et N3

sont automatiquement satisfaits. On peut ensuite expliciter
nox =Vy OU@X o %@( '[/x).'
NE, (Q)(x)=n(Sup<{Q(nop).p(x)| peQX D).

NOTATIONS IIL2.1. 1° Pour tout entier m le treillis local [m] =
(m,<) ot € est l'ordre usuel sur m={0,1,...,m=1} sera abusi-
vement désigné par m. On notera que pour m >3 le treillis (m, <€) por-
te plusieurs lois de monoides sup-compatibles non isomorphes.

20 Soit ®=(Q,Sup<,+) un sup-monoide abélien et soit ( =
(A, <) un ordre. On note O4 le s.m.a. des applications de A vers j

ot < et + sont définies par
f<g <= VaeA(f(a)<g(a))
et
(YaeA) [(f+g)(a) =f(a)+g(a)].

On désigne par @@ le sous-sup-monoide abélien de O4 constitué des
applications croissantes de @ vers O.

3¢ Ainsi on a, avec les notations, et pour tout entier m, 27 =
m+1 (voir [15] ) et en particulier 22=3.
L'objet simplicial U.

Supposons que (4, <)=@ soit un ordre; on détermine une sous-
monade involutive (U, )~ de (U,) 4 en posant, pour tout ensemble X,
§B(X)a= {fe SB(X)A] [ application croissante de Q@ vers (B(x), CX)}.

PROPOSITION IIL2.4. Pour tout @ on a I'isomorphisme

A~
(Uz) Uz@'
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On désignera par MonS = la catégorie ayant pour objets les
sup-monoides abéliens (ou monoides abéliens complets) O tels que
_Qe‘ll, et ol un morphisme de O vers O' est une application de Q vers
Q’ sup-compatible qui est aussi un homomorphisme de monoides.De plus
pour tout morphisme m:0-0" dans Mon‘;.c. et pour tout ensemble X
X '

on note m application de QX vers Q' X qui & tout ¢ associe mo ¢,

et on pose (mx)x U=U, -
PROPOSITION [11.2.5. On détermine un foncteur

U,.): Mon?, MI(®)

en associant, & tout m:0-0" de Mon"a.c_, u,: Uo—o UO’ qui est effec-

tivement un élément de MI(J°).

La vérification n'est pas reproduite. En application on obtient
une deuxiéme approche de la question de l'ordre sur 2X (a comparer &
Appendice II, Proposition 7):

La proposition II.2.4 nous donne l'isomorphisme
3¥2{(A,B)eB(Xx)xB(X)|ACBC X},
qui signifie que 3% est le graphe de la relation d'ordre sur 2% En fait
2773 est un objet ordonné dans Mon° _ et on déduit de II.2.5:

COROLLAIRE IlL.2.6. Dans la catégorie MI(J°) I'objet U, est un
objet ordonné, l'objet graphe de l'ordre étant U3, de sorte que l'on a
un objet simplicial dans MI(J°):

a

7 € u K

U U1~ U2 U3 U4
B

Notion d'objet cantorien.

N

DEFINITION I11.2.2. Si C' est une catégorie a produits finis, on appelle
objet cantorien de C' la donnée d'un quadruplet (a; ev, i, Y )=a, o
a€Co, et od ev, i et Y consistent en la donnée pour tout c € C;, de
morphismes ev., 7_ et l,llc satisfaisant aux conditions de lla proposi-

tion 1.1.6, lesquelles signifient que (exp,(-),i,y ) est une monade
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involutive désignée par U, ou par exp,, et dite m.i. de type exponentiel.

PROPOSITION 111.2.7. Sur la catégorie M° toute monade involutive est

isomorphe (dans MI(M°)) & une monade involutive de type exponentiel.

DEMONSTRATION. Soit U=(F.i,t,b)2(1?,1) une monade involutive
sur N°. On pose F(1)=A.

Pour tout ensemble X I'involution I détermine une bijection
Iy :AX=F(1)X=Homyo(X, F(1))~Homye(1,F(X))=F(X)I~FXx
qui a r: X~ F(1) associe I(7):1~-F(X).
On désigne par fy:X - F2(X) le composé Yyoiy, et on note ’A

~A(AT) e morphisme d'évaluation qui en x vaut tA (x): AX_.A

P I~p(x) On pose, pour tout X,
-~ I
2 _7-1. _a X -1
iy —Ix oiy et \#X—A °IF(X)°‘/’X °
Alors (I;I)Xefmo détermine un isomorphisme de U-ivers la monade
(expy.,7,y). Pour voir cela il suffit de montrer les points suivants:

1° Pour tout f:X~Y ona
F(f)ol,=1Iy oA,
2¢ Pour tout X on a
-1
1

_ X
tx=lpix)ed = oty

X
Pour le premier point, soit g:Y~A et I, (g): I=-F(Y); alors
F(f)(1y(g))=2F(f)og;

et par ailleurs

Al(g)=gof=go(iyo]),

I, (Al (g))=1(go(iyof))
—I(z of)ol(g)
=F(f)oiyol,(g)
=F()eog.

X
Pour le deuxiéme point, pour I~ X on calcule

tyox=tyo(iyox)
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et donc

I(tyox)=I(igox)ol(ty)

=(F(x)oiy)oP(X)
=F(x),

de sorte que pour conclure il faut comparer F(x) et tAxox OI;(I.

Or d'aprés le premier point on a

F(x)=l,0A%ol T,

et il reste a vérifier I, 0 A¥ = tAX(x), ce qui est bien vrai.

111.3. Monades involutives dans un topos élémentaire.

Rappelons (voir [37] et [38] ) qu'un topos élémentaire est une

catégorie H' satisfaisant a:

1o H' est a limites projectives finies. )

2° H' posséde un monomorphisme universel noté 1 ﬂi’Q.

30 Pour tout x € H, 1'objet {! posséde une xX(-)-structure colibre
Q% naturalisée par ev, : 0¥ xx~ (.

Cela peut encore se dire sous la forme indiquée en I.4.1.b, ou
sous la forme (cf. (1] §IV.1 p.28 ou [2,e] ): H' est une catégorie
a objet final, a produits fibrés, avec m-égalité et m-appartenance, ol
m est un monomorphisme tel que H*(m) soit I'ensemble de tous les mo-
nomorphismes de H'.

On sait qu'alors H' est & limites inductives finies (J. MIKKEL-
SEN ) et est cartésienne fermée (A. KOCK).

On sait aussi (puisque, grice & 2, pour tout x¥ l'ensemble des
morphismes de x vers {} est en bijection avec l'ensemble Sub(x) des
sous-objets de x (au sens du §0.0 de [1] par exemple)) que Q est
un objet ordonné interne & H' (qui est méme une algébre de Heyting
interne & H' ).

Enfin pour toute catégorie C' €F, Ia catégorie M° C*=C des
préfaisceaux d'ensembles sur C' est un topos élémentaire, et cela de

maniére que la donnée d'une topologie de Grothendieck sur C' coincide
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A
exactement avec la donnée d'une «topologie» sur le topos C au sens

suivant :

DEFINITION II1.3.1 (voir [38]). Soit H' un topos élémentaire. On ap-
pelle topologie sur H' la donnée d'un morphisme 7:00-Q dans H' tel
que

a) j.vrai =vrai,

b)j.i=7,

c) j préserve l'ordre sur Q.

Si j est une topologie sur H', on note | 1'objet j¥(vrai), et
on appelle monomorphisme j-dense tout monomorphisme m:x’'>s x dont
le morphisme caractéristique x , :x ~{) (cf. 2) se factorise & travers J.
Un objet y € H, est appelé j-faisceau si, pour tout monomorphisme j-
dense m:x'">+x et tout h:x'—~y dans H', il existe un et un seul f:
x-y tel que f.m=h. On désigne par H}. la sous-catégorie pleine de
H' ayant pour objets les j-faisceaux. On peut alors démontrer que H}. est
un topos élémentaire et que I'inclusion i:H}.-* H' admet un adjoint a
gauche exact a gauche a:H —'H‘]. (si x€H,, a(x) est nommé j-fais-
ceau associé & x ). Si l'on désigne par Q]- le noyau dans H' de j et
Idg, on montre que Qi est un j-faisceau, que vrai factorise & travers
Qi (hypothése a) et que uraz':I-‘Q]. est le monomorphisme universel
de Hl

Ces rappels étant faits, on peut énoncer:

PROPOSITION II1.3.1. Toute topologie j sur un topos élémentaire H*
détermine une monade involutive (exp g (-).i,y ) sur H de type ex-
)

ponentiel (111.2.2).

PREUVE. Puisque H}- est un topos élémentaire, on a, sur H}-, une mo-
nade involutive canonique UQ,. (cf. 1.4.1, b). Alors (Lemme III.1.2, a)
on peut considérer l'image de UQI' par l'adjonction (i,a, €, ) et c'est
la m.i. cherchée. En effet, il suffit de vérifier que, avec les notations

de III.1.2, gexpgi(-)=expgi(-). c'est-a-dire que pour tout x € Hp

on a Q?(")ZQ;‘, ce qui résulte du lemme de Yoneda et du fait que

Q’)f pour tout y € Hy est un j-faisceau.
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REMARQUE. Puisque Q]- est le noyau de Idg et de l'idempotent j, on
a, en notant u:Q,--'Q le morphisme canonique, un unique p:Q-'QI-
tel que u.p=j. Alors les données F,i,{ de la structure de Q]-(') se
déduisent de celles de Q") en faisant suivre celles-ci chaque fois que
nécessaire par l'opération de fermeture déterminée par p. (Remarque

dans [38,b]; voir aussi les formules des monades virtuelles en [Z,j]-)

PROPOSITION II1.3.2. Tout objet a d'un topos élémentaire H' déter-
mine une monade involutive (expga(-).i,t,b) sur H' de type expo-

nentiel.

PREUVE. H' étant & produits finis et produits fibrés, pour tout a € Hp
on a sur Sp'(H )" une m.i. (aX(-),i,y ) (voir 1.4.3b), dont on peut
prendre l'image par l'adjonction g=(P,I",e,m) (L.4.1a et b) (qui

existe bien puisque H' est un topos). Il est clair que
g(ax(-))=(Q%)0).

COROLLAIRE II1.3.3. Soit H' un topos élémentaire et b un objet de

H'. Pour qu'il existe une monade involutive de type exponentiel de la

forme (exp, (-) yi,\0 ) sur H, il suffit qu'il existe une topologie j

sur H et un objet a de H' tels que

~ 02
b_Q]. .

Ceci se déduit de III.3.1, II1.3.2 et de la compatibilité du fonc-

teur j-faisceau associé avec les produits.

APPENDICE Ill: LES MONADES 11@ ET LES CRIBLAGES.

Actuellement deux outils fondamentaux de la théorie des caté-
gories sont le foncteur de Yoneda et l'extension de Kan; on aimerait
les retrouver dans une monade sur la catégorie F° des foncteurs res-
pectivement comme I'unité et 1l'endofoncteur. Ces outils apparaissent
précisément dans la définition du foncteur «*» (Appendice I, 1.b), mais
ce foncteur n'est pas a valeurs dans F. Si l'on cherche a «approcher»

0 . ey oy . .
< par une monade sur ¥°, une premiére possibilité est d'introduire le
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foncteur Ind ( Appendice 1,1,c). Une deuxiéme maniére, qui donne en par-
ticulier 2(')": est la suivante, basée sur l'usage des sup-monoides abé-
liens (III.2.1). On notera qu'un s.m.a. peut aussi étre vu comme une
catégorie compléte (i.e. un ordre complet) équipée d'une structure mo-
noidale symétrique.

Soit U un univers et Or° la catégorie des applications crois-
santes entre ensembles ordonnés (X, <)=X ot XelU. Si X estun
ensemble ordonné, on note X* 1'ensemble ordonné dual et ainsi (-)*
est un foncteur de Or° vers Or° de carré 1'identité. On reste cohérent
avec les notations de III.2.1 en notant X' I'exponentiation dans Or°
(qui est cartésienne fermée).

Soit ®=(Q, Sup ¢, ®) un s.m.a. dont la loi de monoide est no-~
tée ®.

Pour tout ordre (X, <)=X on définit une application croissante

. X*
')’OX :x-0 par
e si x'<x

0 si x'£Xx,

(1) ’)’@X(x)(x’)= {

.. .. . (OX*)*  qx*
et on définit une application croissante VOX :0 -0%" en posant,
*
pour x € X et Q:@X -0,

(2) Vg, (Q)(x)= Sup {0(q)®q(x)}.
q
Pour une application croissante f: X = Y=(Y, <) on définit l'applica-
tion croissante P@(f).'ox*-'ﬁ ¥ par
(3) Po(1)( 0)(y)=Sup {p(x)] f(x)>y}.
X

On note Cg la catégorie des O-criblages dont les objets sont
les ensembles ordonnés, ot un morphisme de X vers Y est une appli-
cation croissante R de XX Y* vers O, et ot la composition de R avec

S:YxZ*-+0O se fait suivant la formule

(S®R)(x.z)#Sup {R(x,y)@S(y,z)}.
y

PROPOSITION. Le triplet (PO,’)/O, V@) est une monade sur Or°., que

I'on désignera par Uo, et dont la catégorie de Kleisli est isomorphe a
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la catégorie Cg des O-criblages.

On notera que cette monade n'est pas involutive au sens strict
de 1.1.2, mais que l'on a néanmoins sur Kl(1l@)°:C® une involution
relative & (-)*, c'est-d-dire un foncteur 1:C9~Cg* tel que I*ol=
Ich et tel que, pour tout objet X de Cg, on ait I(X)=X* (suivant
par exemple les principes généraux de [39] la théorie des m.i. ainsi
relativisée pourrait servir de base pour décrire les différents types de
dualités pour les structures algébriques monadiques ).

On notera aussi que, si 0=2, 1a catégorie des algébres (cf.
avant 1.2.3) de la monade 1]2 sur Or° est isomorphe & la catégorie
des algébres de 2372 sur M°: c'est la catégorie des applications sup-
compatibles entre ensembles ordonnés complets.

Si B=(B,<)e€ Or, le foncteur bB de Or° vers M° qui A tout
X associe KB admet pour adjoint le foncteur b'B qui & X associe

%{B, et si l'on note gp l'adjonction (bB, 5B, e, 1), on obtient sur

M° la monade image B 110
Pour terminer, en notant i: Or°~F° l'insertion canonique et
’

i' son adjoint, I'image de 110 par 1'adjonction (i,i’, €,7) est une

. . . o
monade, involutive relativement & (-)*, sur Fe.
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