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SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES VECTORIELS

TOPOLOGIC JES

par Paul VER EECKE

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEO METRIE DIFFERENTIELLE

Vol. xv - 3

Depuis une dizaine d’ann6es, on essaie d’étendre le Calcul Dif-

ferentiel des espaces normables a ceux qui ne le sont pas, au moyen de

procedes qui ressortissent a autant de presupposes sur la structure la

mieux adaptée à ce projet, que ce soit celle d’espace vectoriel pseudo-

topologique [6], quasi-topologique [2,5,6], bornologique [4], quasi-

bornologique [3] ou tout simplement la structure d’espace vectoriel to-

pologique au sens commun [1]. Ce dernier point de vue est partagé par
1’ auteur. Pour une application f: A - F , où E, F sont des espac es vec-

toriels topologiques separes et A un ouvert de E , 6tant donne un recou-

vrement S de E, on propose une notion de S-dérivabilité en un point xo

de A , laquelle, dans le cas of 8 est 1’ensemble des born6s de E , n’est
autre que la b-derivabilite i ntroduite ailleurs [7] pour les besoins de la

Geometrie Différentielle des varietes modelées sur un espace localement

convexe. La demonstration des th6or6mes g6n6raux de S-dérivabilité à
1’ordre superieur pour une application composee (11.6) ou implicite ( III.2 )

montre d’une part 1’ inconvenient d’ admettre que les ensembles de S ne

soient pas forcément bornés, d’autre part l’intérêt des cas particuliers où

8 est un ensemble remarquable de born6s, par exemple celui des com-

pacts de E (c-dérivabilité). Cet article est essentiellement consacre à

la demonstration des résultats annonces dans une Note [8]. Mais on
n’a pas retenu la definition primitive de la notion d’application de classe

C n ; celle-ci a etc remplacee de telle sorte que, les autres résultats étant

sauf s, une application f : A - F, ou A C E, b-derivable en x o E A , soit

de classe CO en ce point, c’est-A-dire que 1’on ait lim f (xn ) = f (xo)
n-co 

quelle que soit la suite ( xn ) convergeant vers xo au sens de Mackey.

Mais f est alors continue en xo , si E est localement convexe m6trisa-
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ble ; ces espaces semblent donc particulierement appropries au Calcul

Differentiel dans les espaces vectoriels topologiques.
C’est pour 1’auteur un agreable devoir que de remercier Mademoi-

selle Françoise Berquier qui a relu et recrit le manuscrit.

Jnduxi le ad legendum; sincerum mihi
Candore noto reddas indicium peto.

Phèdre (Fakles,III, prologue) 

I DERIVEES DU PREMIER ORDRE

I.1. S-derivabilité.

Les e.v.t.( espaces vectoriels topologiques) 6tant suppos6s r6els

et separes dans ce qui suit, on dira qu’une application f definie dans

l’ouvert A de 1’e.v.t. E a valeurs dans 1’e.v.t. F est directionnellement

dérivable en xo E A si

existe quel que soit h E E .

On dira alors que 1’ application Df(xo):h-&#x3E;Df(xo)(h.) de E

dans F est la dirivie directionnelle de f en xo . Etant donn6 un recou-

vrement 8 de E , un ouvert équilibré Q C A -xo de E et une application
u de E dans F, les proprietes suivantes sont equivalentes :

i ) Quels que soient M E S et le voisinage W de 0 E F , il existe

0  a  1 tel que h E M n Q, 0  l t l  a entrainent :

ii ) Quelles que soient la suite ( hn ) de E subordonnee à S l Q
( c’ est-a-dire telle qu’il existe ME S de sorte que ( hn ) soit à valeurs
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dans M n Q) et la suite reelle ( tn ) de [ -1 , 1] - { 0 } convergeant

vers0,ona:

On observe que f est alors directionnellement derivable en x o

et que D f ( xo ) = u . S’il existe un ouvert équilibré Q C A - xo et une ap-

plication lineaire continue u de E dans F tels que les conditions 6qui-
valentes ci-dessus ( i ) et ( ii ) soient vérifiées, on dira que f :A -&#x3E; F, où
A C E , est S-dérivable en xo et que u , c’est-à-dire D f ( xo ) , est la S-

dirivie de f en xo . Lorsqu’ il y aura lieu, on précisera que f est S-déri-

vable ( ou encore que u est la S-dérivée de f ) en xo , relativement à Q.

On dira que f :A - F, ou A C E, est S-dérivable si f est S-déri-
vable en tout x E A ; on appellera alors S-dérivée de f l’application D f :
A - L ( E, F ) qui a x fait correspondre D f ( x ) , ou L ( E , F) denote 1’ e. v. t.

des applications linéaires continues de E dans F, muni de la topologie
de la convergence born6e.

REMARQUE 1 . Si f : A -&#x3E; F , ou ACE, est 8-d6rivable en x o E A (rela-

tivement A Q) et si le recouvrement S, de E est plus fin que 8, alors
f est aussi S’-dérivable en x o (relativement à Q).

R E M A R Qu E 2. Soit 8 un recouvrement de E born6 ( c’ est-a-dire formé de

parties bornees de 1’ e. v. t. E ) et homothetiquement stable (ce qui signi-
fie que M E S, 0  r  1 , entrainent qu’il existe N E 8 tel que rM C N ) .

L’application f: A - F, ou A C E, est alors S-dérivable en xo E A si et

seulement s’il existe u E L (E , F ) verifiant les conditions equivalentes
suivantes :

i) Quels que soient M E S et Ie voisinage W de 0 E F, il existe

a &#x3E; 0 tel que h E M , 0  l t l  a, entrainent x o + t h E A et
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quelles que soient la suite ( hn ) subordonnée à S (c’est-a-dire qu’il
existe M E S tel que ( hn ) soit A valeurs dans M ) et la suite ( tn ) de
R* = R - f 0} convergeant vers 0 .

L’ application linéaire continue u est alors la S-dérivée de f en

xo relativement a tout ouvert équilibré, Q C A -xo-

1.2. Dérivabilité, b-dérivabilité, c-dérivabilité quasi-dirivabiliti.

On dira que f : A - F, ou A C E, est dirivable ( resp. b-dirivable,

resp. c-dirivable, resp. quasi-derivable ) en xo E A ( chacune de ces pro-

prietes entrainant la suivante en vertu de la remarque 1 de I.1) si f est
S-derivable en xo , of 8 est 1’ensemble de toutes les parties (resp. des

bornés, resp. des compacts, resp. des parties reduites a un point) de E.

On dira alors que D f ( xo ) est la dérivée (resp. la b-dérivée, resp. la

c-dérivée, resp. la quasi-derivee) de f en xo . Compte tenu de la remar-

que 2 de I.1, on observe :

RE MA R Qu E 1. i) f: A - F, ou A C E, est quasi-derivable en xo E A si

et seulement si f est directionnellement derivable en xo et si D f ( xo):
E - F est lineaire et continue.

ii ) f : A -&#x3E; F est b-dérivable (resp. c-derivable) en x o E A si et

seulement s’il existe u E L ( E , F ) verifiant :

quelles que soient la suite bornee (resp. relativement compacte) ( hn ) et

la suite ( tn ) de R* convergeant vers 0 .

iii) f: A -&#x3E; F est d6rivable en xo E A si et seulement s’il existe

un ouvert équilibré QC A -xo tel que 1’on ait ( 1 ) , quelles que soient

la suite ( hn ) A valeurs dans 0 et la suite ( tn) de [- 1, 1 , ] - { 0 } con-
vergeant vers 0.

Les définitions ci-dessus concordent avec la definition usuelle dans le

cas oii E est normable :

REMARQUE 2 . Soit f : A -&#x3E; F, ou A C E , comme ci-dessus, E étant sup-
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pose normable, et soit u E L ( E , F ) . Les proprietes suivantes sont equiva-
lentes en xo E A : 

i ) u est la derivee de f en xo .

ii) u est la b-derivee de f en xo .

iii ) Il existe une norme l I compatible avec la topologie de E telle que

iv) On a ( 1 ) quelle que soit la norme l l compatible avec la topologie
de E .

1.3. Applications (8, 5) -lipschitziennes.

Etant donne un ensemble de parties 8 (resp. 5) de 1’e.v.t. E

(resp. F ) , on dira que f: A - F, ou A C E, est (S, T)-lipscbitzienne en
xo E A s’il existe un ouvert équilibré .Q C A-xo de E tel que la suite

soit subordonnee à T quelles que soient la suite

( hn ) subordonnee à S l Q et la suite ( tn ) de [-1,1 ] - {0} conver-

geant vers 0. Lorsqu’il y a lieu, on precisera que f est (S, T)-lipschit-
zienne en xo relativement à Q. En particulier, on dira que f est lipschil-
zienne ( resp. b-lipschitzienne, resp. c-lipschitzienne, resp. quasi-lipschit-

zi enne ) en xo E A si f est (S, T) - lipschitzienne en xo , où 8 désigne
1’ ensemb le de toutes les parties de E et 5 l’ensemble des born6s de F

(resp. 8 et 5 sont formes des bornes de E et F, resp. des compacts

de E et F, resp. 8 est formé des parties de E reduites a un point et T
est l’ensemble des bornes de F).

Pour que f soit b-lipschitzienne (resp. c-lipschitzienne) en x o

il faut et il suffit que la suite soit born6e (resp.

relativement compacte ) quelles que soient la suite ( hn ) bomée (resp.
relativement compacte ) et la suite ( tn ) de R* convergeant vers 0 .

Etant donn6 un ensemble de parties 8 (resp. 5) de 1’e.v.t. E

(resp. F ) on dira que 1’ application lineaire continue u: E -&#x3E; F est (S, 5")-
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admissible s’il existe un ouvert équilibré Q de E tel que la suite ( u ( hn ) )
soit subordonnee a J quelle que soit la suite ( hn ) subordonn6e a S l Q.
S’il y a lieu, on precisera que u est (S, T)-admissible relativement A Q.

Lorsque 5 est 1’ensemble des bornés de F, on dira plus simplement que
u est S- admissible. On dira enfin que 1’ ensemble de parties 8 de 1’ e. v. t.

E est siquentiellement stable si, pour toute suite ( hn ) subordonnée à

8 et pour toute suite ( xn ) de E convergeant vers 0, la suite ( hn + xn )
est subordonnée à 8 .

RE M A R QU E . Soient f : A -&#x3E; F , A C E, comme ci-dessus, 8 un recouvrement
de E et 5 un ensemble de parties de F séquentiellement stable. Si f
est S-dérivable en xo E A, alors f est (8, T ) -lipschitzienne en x o si

et seulement si D f ( xo ) est (8, T )- admissible.

COROLLA IR E 1 . Soit S un recouvrement borne de l’e. v. t. E . Si f : A - F,

ou A C E, est S-dérivable en xo E A, alors f est 8- lips chitzienn e en xo .

CO R OL L A IRE 2 . Si f: A - F, où A C E, est c-derivable ( resp. b-deriva-

ble, resp. dirivable, E ou F itant supposé normable dans ce dernier cas ),

alors f est c-lipschitzienne ( resp. b-lipschitzienne, resp. lipschitzienne)
en x o .

1.4. Appl icat ions de c las se C1 .

Etant donnc- un ensemble de parties 8 de 1’ e. v. t. E , on dira qu’une

application f : A -&#x3E; ,F, oa A C E, definie comme ci-dessus, est 8-continue

en xo E A s’il existe un ouvert équilibré Q C A -xo tel que l’on ait:

quelles que soient la suite ( hn ) subordonnee a 8 j g et la suite ( tn ) de

[-1,1] - {0} convergeant vers 0 . S’il y a lieu, on pr6cisera que f est
S-continue en xo relativement a D. Dans le cas ou 8 est 1’ensemble de

tous les bornes de E , on dira que f est b-continue ou encore de classe

C0 en xo . Dans le cas ou 1’espace E est I.c. (localement convexe) et

métrisable, on sait que la b-continuite de f : A -&#x3E; F en x o equivaut a la

continuite en ce point.
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On v6rifie ais6ment

REMARQU E. Soient f : A -&#x3E; F, ou A C E, et g: B -&#x3E; G, ou BCF, comme

ci-dessus avec f (A ) C B. Etant donne un ensemble de parties 8 de E,

supposons que f soit S-continue en xo E A . Pour que gof:A-&#x3E;G soit

8-continue en xo , il suffit qu’il existe un ensemble de homes J de F

tel que g soit T-continue en f ( xo ) et que f soit (S,T)-lipschitrienne
en x o .

Pour que f :A -&#x3E; F soit S-continue en xo E A, il suffit que f soit

S-lipschitzienne en xo ; compte tenu des corollaires de 1.3, il vient:

PROPOSITION 1. Soit S un recouvrement de l’e. v. t. E . Si f:A-F, où

A C E , est S-derivable en xo E A et si D f (xo) est 8-admissible, alors

f est &#x26;continue en xo .

COROLLAIRE. Si f: A-&#x3E; F , où A C E , est b-derivable en x o E A , alors f
est b-continue en xo .

On dira que f : A -&#x3E; F , ou A C E, est de classe C1 en x o E A

s’il existe un voisinage V C A de xo tel que f l v soit b-derivable et

que D f: V - L (E, F) soit b-continue en xo . On dira que f : A -&#x3E; F est
de classe Co ( resp. de classe C1) si cette propriété a lieu en tout point
de A .

PROPOSITION 2 . Soit f : A -&#x3E; F, ou A C E, comme ci-dessus, F itant

l. c. , et soit 8 un recouvrement borne de E . Si f est quasi-dirivable dans

A et si D f : A - L (E, F) est S-continue en xo E A , alors f est S-déri-

vable en xo .

I1 s’ agit de verifier :

quelles que soient la suite ( hn ) subordonnee a S et la suite ( tn ) de
R* convergeant vers 0 . Pour tout voisinage convexe ferm6 W de 0 E F,

il s’ agit donc d’indiquer n o tel que n &#x3E; no entraîne
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Or il existe par hypothèse n o tel que n &#x3E; r o et T= [0,1] entrainent

En effet, on aurait sinon une suite (Tn ) de [ 0, 1] et des sous-suites

( tkn ) et ( hkn ) de ( tn ) et ( hn ) telles que

quel que soit n . Puisque lim n tk = 0, ceci contredirait l’hypothèse
n -&#x3E; oo n

de &#x26;continuit6 de D f en xo . Pour tout n &#x3E; no fixe, on a donc :

c’est-à-dire

(2) gn (T) E tn W quel que soit T E [0, 1 ] ,

ou gn : [0,2] -&#x3E;F désigne la fonction de la variable réelle, derivable

par hypothese, et définie comme suit : 

En vertu du théorème des accroissements finis [7], la relation (2) en-

traine alors : gn ( 1 ) -gn ( 0 ) E tn W , c’est-a-dire ( 1 ) .

COROLLAIRE. Soi t f : A - F , où A C E , une appl ication quasi-dérivable,
F itant supposé I. c.

i ) Pour que f soit b-dérivable en Xo E A , il suffit que D f : A - L ( E, F )
soi t b-continue en x o .

ii) Pour que f soit de classe C 1 dans A , il faut et il suffit que D f
soit b-cont inu e.

1.5. Transitivité.

PROPOSITION. Soient f: A - F, ou A C E, et g: B - G, où B C F, comme

ci-dessus, avec f (A) [ B . Etant donni un recouvrement S de E , on sup-

pose que f est S-dirivable en xo E A . Pour que g o f : A -&#x3E; G soit S-déri-
vable en xo , il suffit qu’il existe un recouvrement (resp. séquentielle-
ment stable ) S de F tel que f soit (S,T)-lipschitzienne en xo (resp.
que D f ( xo ) soit (S, T) -admissible) et tel que g soit T-dirivable en

f(xo ). On a alors D(go f)(xo )=Dg( f(xo ))oD f(xo).

Soit il un ouvert équilibré de F , relativement auquel g est T-
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dérivable to f ( xo ) . Soient aussi d’une part V un voisinage de 0 E F et

d’ autre part ? t un ouvert equilibre de E relativement auquel f est 8-

derivable et (S T ) -lipschitzienne en x o ( on tient compte de la remarque

de 1.3 ) tels qu 1’on ait:

Il s’ agit alors de verifier :

quelles que soient la suite ( hn ) subordonnée à S l Q1 et la suite ( tn ) de
[-1,1] -{0} convergeant vers 0 . Or le terme général de la suite ( 2 )

est la somme de

et de

La suite de terme general ( 4 ) converge vers 0 parce que f est 8-d8riva-
ble en xo , relativement a ill On observera d’autre part que ( 3 ) conver-

ge vers 0 parce que g est T-dérivable en f ( xo ) relativement A Q et

qu’il existe no tel que la suite soit subor-
n

donnée à T In. En effet, il existe no tel que n &#x3E; no entraine :

compte tenu de ( 1 ) .
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Mais est alors subordonnee a ? I n du fait

que f est (S, Tn ) -lipschitzienne relativement A Q1.
COROLLAIRE 1. Si f:A-F, ou ACE et g: B -&#x3E; G, où f(A)CBCF ,
sont dirivables (resp. b-dirivables, resp. c-dérivables) aux points x 0 E A

et f (xo ) E B, alors g 0 f A - G est dirivable (resp. b-dérivable; resp.

c-dérivable) en xo .

CORO LLAIRE 2 . Si f : A -&#x3E; F, où A C E, et g: B - G, où B C F, suppo-
sies b-dirivables respectivement dans A et B J f ( A ), sont de classe

C1 aux points xo E A et f ( xo ) E B , alors g 0 f A -G est de cl asse C
en xo .

D’après le corollaire precedent, g o f est b-derivable en x o , et il

s’agit donc de verifier que

est b-continue en xo , ou Y : L ( E , F ) X L ( F, G ) -&#x3E; L ( E , G ) designe 1’ap-
plication ( u, v) -&#x3E; v o u. Puisque ’-/1 est sequentiellement continue, il

n’est que d’observer que D f est b-continue en xo par hypothèse et que

D g o f est b-continue en xo en vertu de la remarque de 1.4; en effet,

D g est b-continue en f ( xo ) par hypothese et f est b-lipschitzienne
en xo parce que b-derivable en ce point.

1.6. Applications multiliniaires.

REMARQUE 1 . Soit 8 un recouvrement de l’ e. v. t. E , soient f et g des

applications d6finies dans l’ouvert A de E à valeurs dans 1’e.v.t. F, et

soit u une application lineaire continue de F dans 1’e.v.t. G. On suppo-

se que f et g sont S-dérivables en x o E A (relativement à Q). Alors

i ) f+g:A-F est S-dérivable en xo (relativement à Q) et on a:

D( f +g)( xo)=D f ( xo )+Dg ( xo ).

ii ) u o f : A -&#x3E; G est S-dérivable en xo (relativement à Q) et on a

REMARQUE 2. Soit f une application definie dans l’ouvert A de 1’e.v.t.
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E et a valeurs dans 1’e.v.t. produit F = n Fi . Soit 8 un recouvrement de
i EI

E , que l’on suppose born6 et homothétiquement s table à moins que 1 ne

soit fini. Pour que f soit S-dérivable en xo E A, il faut et il suffit que

chaque pri of : A - Fi, i E 1, soit S-dérivable en xo E A; on a alors :

Df(xo )(h )-(D(priof)(xo )(h))iEI, quel que soit h E E.

PROPOSITION. Toute application multilinjaire u définie dans l’e.v.t.

produi t E=EIx...XEp à valeurs dans l’e. v. t. F, bornie surlesbornés

et sipariment continue, est de classe C1 et on a :

quels que soient x, h E E .

On observe d’abord, pour x E E fix8, que l’appl ication

de E dans F est lineaire et continue parce que u est s6par6ment con-

tinue. On observe aussi que l’application x -&#x3E; u (x) de E dans L ( E , F )

est b-continue du fait que u est born6e sur les bornés. Il suffit donc,

x E E etant fix6, de verifier que u ( x ) est la b-derivee de u en x . Quel-
les que soient la suite bornee ( hn ) de E et la suite ( tn ) de R* conver-

geant vers 0 , il s’agit de montrer:

c’est-à-dire. u étant multilinéaire :

oil P2 ( { 1 , ... , p 1) d6signe l’ensemble des parties de {1, ... P I ayant
k ( o- ) &#x3E; 2 elements et ou on a pose

avec zi = xi ’ zi = yi selon que I £ o-, z6cr.

Or (1) resulte de ce que la suite (uo-(x; hn )) est born6e pour chaque

o-EP2 ({1...p}) et de ce que k ( o- ) &#x3E; 2 entraine lim tk (o-) -1 = 0 .
n-&#x3E;oo 
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COROLLAIRE 1 . Soient E, F, G des e.v.t.. L’application (u, v) -&#x3E; v o u

de L (E, F)X L (F, G) dans L (E, G) est de classe C1.

COROLLAIRE 2 . Soit u:E1x...xEp-&#x3E;F une application multilinéaire

d’e. v. t. , séParément continue et bornie sur les bomés. Soit fi, i = 1,..., p,
une application définie dans l’ouvert A d’un e. v. t. E à valeurs dans Ei.
Etant donni un recouvrement 8 de E , on suppose, pour chaque i = 1 , ..., p,

que fi : A - Ei est S-dérivable en xo E A et que D f1 ( xo ) est S-admissible.

Alors uo ( f1 ’ ... , fp ) : A - F est S-derivable en Xo et on a :

quel que soit h E E .

Ceci résulte de la proposition précédente et de celle de 1.5 comp-
te tenu de la remarque 2 .

1.7. Algèbres semi-topologiques.

Dans ce qui suit, on appellera aZgèbre semi-topologique toute al-

gebre associative réelle E , munie d’un element unite 1 , d’une topologie

séparée compatible avec la structure d’espace vectoriel sous-jacente et

vérifiant les conditions suivantes quant à la structure multiplicative:
i ) L’application bilinéaire ( x, y ) -&#x3E; x y de E X E dans E est séparé-

ment continue et bornée sur les bornés.

ii ) Quelle que soit la suite (xn) de E formée d’éléments inversibles
et convergeant vers 1, la suite (x-1n ) est bornée.

Il résulte de ( i ) que (x-1n ) est bornée quelle que soit la suite

(xn) de E formée d’elements inversibles.

PROPOSITION, Soit f une application définie dans l’ouvert A de l’e.v.t.

E à valeurs dans le sous-espace des elements inversibles d’une algèbre

semi -topologi que F . Etant donné un recouvrement S de E , on suppose

que f: A -&#x3E; Fest S-derivable en xo E A et que D f( xo) est S-admissible.

Alors l’appl ication f-1 A -&#x3E; F qui à x fait correspondre f ( x) -1 est S 

dirivable en Xo et on a :
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Soit Q un ouvert equilibre de E relativement auquel f est S-

derivable en xo et D f (xo ), S-admissible. Puisque l’application

est lin6aire et continue, il s’ agit de verifier: ( 1 )

quelles que soient la suite ( hn ) subordonnée à S I f2 et la suite ( tn )
de [- 1,1] - { 0 } convergeant vers 0 . Or le terme general de ( 1 ) egale :

On a d’ une part :

en cons6quence de la S-derivabilite de f en xo . D’autre part, on obser-

vera que lim t nzn = 0 , ou
n -&#x3E; oo 

du fait que la suite ( zn ) est bornee. En effet, est
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bornée, puisque est bornée; ceci entraine

et par consequent que la suite ( f ( xo + tn hn )-1) est born6e aussi.
On dira qu’ un e. v. t. E est un b-es p ace s i, pour toute suite ( un )

d’homeomorphismes lin6aires de E sur Iui- même convergeant vers 1E ,
la suite ( u-1 n) est bornee dans L ( E ) . On observe alors que 1’e.v.t.

L ( E ) muni de la multiplication ( u , v ) -&#x3E; v o u est une algebre semi-topo-

logique et la proposition precedente entraine :

COROLLAIRE. Soient E, F, G des e.v.t. et f une application d6finie
dans l’ouvert A de E à valeurs dans l e sous-es pace I s ( F , G ) de L (F, G)

formi des homiomorphismes linjaires. Etant donni un recouvrement 8

de E on suppose que f : A - L ( F, G) est S-derivable en xo E A et que

D f ( xo ) est S-admissible. Alors l’application x -&#x3E; f ( x ) -1 de A dans

L ( G, F) est S-derivable en xo et on a :

quel que soit h E E .

1.8. Dirivies partielle.

Soit f d6finie dans l’ouvert A de 1’ e. v. t. produit E1 X... X E p a

valeurs dans 1’ e. v. t. F. Pour i E { 1, ... , p } fix8, 6tant donne un recou-

vrement 8 de Ei , on dira que f est partiellement S-derivable (s’il y a
lieu, on pr6cisera : par rapport au ieme argument ) en xo E A si 1’appli-
cation

définie dans un voisinage ouvert de x o i E Ei , a valeurs dans F, admet

au point xo i une S-dérivée au sens de (I.1), qu’ on d6signera alors par

D i f( xo) et qu’ on appellera la S-dérivée partiell e de f en xo ( par rapport
au ième argument ) .

REMARQUE. Soit f:A-&#x3E; F, ou A C E1 X...,XE , comme ci-dessus et, pour
i = 1,..., p , soit S. un recouvrement de Ei . * Si f est S1 x...xS p -derivable
en xo E A , alors chaque Si-dérivée partielle Di f ( xo ), i = 1,..., p , est
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definie et on a :

On dira que f : A -&#x3E; F , oa A C El X... X Ep , est partiellement dériva-
ble ( resp. b-dirivable, resp. c-dirivable, resp. quasi-dérivable ) en x 0 E A

par rapport’ au i¡ème argument si f est partiellement S-dérivabl e en x. , oa
S designe 1’ensemble de toutes les parties (resp. des bornés, resp. des

compacts, resp. des parties réduites a un point) de Ei . On dira alors que
D i f( xo) est la d6riv6e (resp. la b-dérivée, resp. la c-derivee, resp. la

quasi-derivee ) partielle de f en xo par rapport au ième argument.
Il r6sulte de la remarque ci-dessus que la dérivabilité (resp. la

b-dérivabilité, resp. la c-derivabilite, resp. la quasi-dérivabilité) de f : 
A -&#x3E; F en xo E A entraine la derivabilite (resp. la b-dérivabilité, resp. la

c-derivabilite, resp. la quasi-dérivabilité ) partielle de f en xo par rap-

port a chaque argument.
Dans ce qui suit, pour i = 1, ..., p , on d6signe par 93i 1’ ensemble

des bornes du sous-espace de 1’e.v.t. produit E1 x ... x E p image de

E1x...xEi par l’injection naturelle E1x...xEi -&#x3E; EIX...XE p .
PROPOSITION. Soit f : A -&#x3E; F, ou ACEIx...XEp’ comme ci-dessus, F

itant suppose l. c. Pour que f soit b-dirivahle en xo E A , il suffit que f
soit b-dérivable en xo par rapport au ler argment et que, pour chaque
i = 2 ,..., p , la quasi-dérivée partielle Di f : A - L ( Ei , F ) soit définie dans

A et Bi-continue en xo .

On verifie que 1’application lin6aire continue

est la b-derivee de f en xo . Pour toute suite bornee ( hn ) de E1x... xE p
et toute suite ( tn ) de R* convergeant vers 0, il s’agit de montrer:

c’ est-a-dire
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quel que soit i = 1,..., p fixe. Pour i = 1, ceci 6quivaut a la b-derivabili-

t6 partielle de f en xo par rapport au ler argument. Soit i &#x3E; 1 fix6. Pour

tout voisinage convexe ferme W de 0 E F , il s’agit maintenant d’indiquer
n o tel que n &#x3E; n o en traine :

Or la quasi-dérivée Djf etant Bi-continue en xo, on observe, en

raisonnant comme dans la proposition 2 du 1.4, qu’il existe no tel que

n &#x3E; no , T E [ 0, 1] entrainent

v

( ou hi -&#x3E; hi est l’ injection naturelle de E dans E1x...xEp ) e t

C’ est dire que, pour n &#x3E; no fixé, on a g’ni (T) E tn W quel que
soit TE [0, 1 ] , oil gni: [0, 1] -&#x3E; F est la fonction derivable définie par

Le théorème des accroissements finis entraine alors gni ( 1 ) - gni (0) E tn W,
c’est-h-dire ( 1 ) .

CORO LL AIRE . Pour que f : A -&#x3E; F, où A C E1x...xE p’ soit de classe CI .
il faut et il suffit que f soit quasi-dirivable partiellement dans A par

rapport à chaque argument et que chaque Di f : A -L( Ei , F ), i =1, ..., p, soit

b-continue.
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II DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR

11.1. Les espaces L (El "I.., En; F) -

Etant donnes des e.v.t. E1 ,..., En et F, la bijection canonique
6vidente

entre ensembles d’applications induit un homéomorphisme lineaire de

1’ e. v. t. L (E1 , L(E2,...,L(En , F ) )...) n ( muni de la topologie définie par
recurrence sur n au moyen de Ia convergence bornee ) sur un sous-espace

L (E1... En ; F) de 1’e.v.t. Lb (E1,..., En ; F) formé des applications
multilineaires de E 1 x...x En dans F bornees sur les bornc-s. Si 0 p n ,
on a un homéomorphisme lin6aire

qui A u fait correspondre u defini par:

Lorsque les Ei sont tous égaux à un e.v.t. E , on écrira Ln ( E ; F ) ( resp.
Lnb ( E, F ) ) au lieu de L ( E1 ,..., n ; F ) ( resp. Lb ( E1 ,..., En ; F ) ).
On observe que Ie sous-espace vectoriel Lh(E1,...,En; F) ( resp.

Lnh ( E ; F ) ) de Lb (E1,...,En; F) ( resp. de Lnb ( E, F ) ) formé des ap-

plications multilinéaires hypocontinues est un sous-espace de 1’espace

L ( E 1 , ..., En ; F ) (resp. Ln ( E; F ) ). On observe d’ ailleurs que toute u de

L ( E1, ..., En ; F ) est séparément continue et hypocontinue par rapport au

premier argument. En outre :

REM A RQUE . Soit k E {2 ,...,n} tel que 1’e.v.t. Ek soit métrisable ou

de Baire. Alors toute u E L ( E1 ,..., En ; F) est hypocontinue par rapport

au kième argument. Compte tenu de l’identification canonique 

cette propriété rc-sulte du lemme suivant d’Analyse Fonctionnelle.

LEMME. Soient E , F des e.v.t., E étant suppose metrisable (resp. de

Baire). Pour qu’une partie H C L ( E , F ) soit equicontinue, il faut et il
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suffit que H soit bornee dans Lc (E, F) (resp. que H soit simplement

bornée ).

11.2. S-dérivées d’ordre supiriour.

Soit f une application d8finie dans 1’ouvert A de 1’e.v.t. produit

E = El x... xE n à valeurs dans 1’ e. v.t. F . Soit (i1 ,..., i p ) une suite finie
de {1,..., n} et, pour k =1,..., p , soit Sk un recouvrement de Ek On
définit par recurrence sur p l’existence et la valeur de la (S1 ,...,SP )-
dérivée partielle D. f ( xo ) E L ( Ei1 ,..., Eip ; F ) (s’il y a lieu, on

précisera par rapport A l’argument de multi-indice i ,..., i ) . Cette no-
tion etant deja d6finie (1.8) pour p = 1, on suppose que tel est le cas

jusqu’a l’ordre p -1 &#x3E; 0; on dira alors que f : A -&#x3E; F est partiellement

(S1 ,..., Sp, ) - dirivable en xo E A s’ il existe un voisinage ouvert V C A de

xo tel que ) -dérivée partielle
soit d6finie quel que soit x E V et que I’appl ication 

ainsi obtenue soit Sl-d6rivable en Xo. On appellera alors (S1 Sp ) -
dérivée partielle de f en xo (par rapport à l’argument de multi-indice

(i1 ,..., ip) et on d6signera par D. ,. f ( xo) 1’image de la S1-dérivée
partielle Di1 (Di2 ... ip... f) ( x o) par l’homeomorphisme lineaire naturel

c’ est-à-dire :

quel que soit

Si Sk k = 1 ,..., P, est 1’ensemble de toutes les parties (resp. des

parties bornées, resp. des parties compactes, resp. des parties f6duites

à un point) de Eik on dira que f est partiellement derivable (resp. b-

dérivable, resp. c-derivable, resp. quasi-dérivable) en xo par rapport à

l’argument de multi-indice (i1,...,ip) et on dira que Di1...ip f(xo) est

la dérivée (resp. b-dC-riv6e, resp. c-dérivée, resp. quasi-dérivée) partielle
de f en xo par rapport A cet argument. Lorsque n = 1 et que 8 d6signe
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un recouvrement de E , on obtient ainsi en particulier la definition de la

S-dérivabilité d’ordre p de f: A -&#x3E; F en x o et de ce que 1’ on appellera
la S-dérivée DP f ( xo ) E Lp ( E; F ) d’ordre p de f en xo .

Il résulte de la definition generate ci-dessus que f est p fois

S-derivable en xo s’il existe un voisinage ouvert V C A de x o tel que

la S-defivee DP - 1f ( x ) E Lp -1 ( E ; F ) d’ordre p - 1 soit definie en tout

x E V et que 1’ application D p -1 f: V-&#x3E; Lp -1 ( E; F) soit S-derivable en
xo . La S-dérivée Dp f ( xo ) d’ordre p de f en xo est alors 1’ image de la

S-derivee D(Dp-1f) (xo) par 1’homeomorphisme lineaire canonique

En particulier on dira que f: A -&#x3E; F est p fois dérivable ( resp. b-d6rivable,

resp. c-dérivable, resp. quasi-dérivable) en x o E A si f est p fois S-

derivable en ce point, 8 étant 1’ ensemble de toutes les parties (resp. des
parties born6es, resp. compactes, resp. réduites à un point) de E ; on

dira alors que DP f (xo ) est la dérivée (resp. b-dérivée, resp. c-dérivée,

resp. quasi-derivee ) d’ ordre p de f en x o . Conformement a I.4 , on dira

que f : A -&#x3E; F , ou A C E, est de classe CP en Xo E A s’il existe un voi-

sinage ouvert V C A de xo tel que f soit p fois dérivable en tout x E V

et que DP f : V -&#x3E; L p ( E ; F ) soit b-continue en x o . On dira que f est de

classe CP si cette propriété a lieu en tout x E A , ce qui revient à dire

que f est p fois b-dérivable dans A et que Dp f : A -&#x3E; L p ( E ; F ) est b-

continue. On dira enfin que f est de classe COO si f est de classe CP

quel que soit p &#x3E; 0 .

11.3. Linéarité, dérivées d’ordre supérieur d’applications multilinéaires.

REMARQUE 1. Soient f et g des applications definies dans 1’ ouvert A

de 1’e.v.t. produit E1x...xEn à valeurs dans 1’e.v.t. F, et soient u:F-G
et vi:E’i -&#x3E; Ei , i = 1,..., n, des applications linéaires continues d’e.v.t..

Etant donnés une suite finie (i1 ,...,ip) de {1,..., n} et, pour k = 1,..., p, 
un recouvrement Sk de Eik , on suppose que f et g sont (S1,..., Sp)-
derivables en xo F A . Alors

-derivable en Xo et on a
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-derivable en xo et on a

derivable en tout on a

REMARQUE 2. Soit f : A -&#x3E; F , ou A C E 1 x... x E n’ , comme ci-dessus, soit

(i1 , ..., ip+q ), p &#x3E; 0, q &#x3E; 0, une suite finiede {1,...,n} et soit Sk, k =

1,...,p+q, un recouvrement de Ei,,. Pour que f soit (S1,...,Sp+q)-dé-
rivable en xo E A, il faut et il suffit qu’il existe un voisinage ouvert
V C A de xo tel que f soit (Sp+1,..., Sp+q )-d6rivable en tout x E V et

que

soit (S1 ,..., Sp) -dérivable en xo . Alors

i ) les applications multilinc-aires Di1...ip (Dip+1...ip+q f) ( xo ) et

et Di1...i p+q f(xo ) se correspondent par l’homéomorphisme linéaire cano-

nique

ii) Quel que soit 1’ application

est (S1...., Sp ) -dérivable en xo et on a

P R O P O SIT I O N . Toute application multilinéaire hypocontinue

d’e. v. t. est de classe COO et p &#x3E; n entrarne DP u = 0 .

Il s’agit de d6montrer d’abord que u est p fois b-dérivable quel
que soit 1’entier p . Ceci est déjà établi d’après 1.6 pour p = 1. Suppo-
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sons -le vérifié à 1’ ordre p -&#x3E;1 &#x3E; 1 et démontrons-le à 1’ ordre p . D’ apres
1.6 u est b-dérivable et on a :

ou ui designe 1’application de dans L ( Ei’ F ) qui fait cor-

respondre, à ou pri designe
la projection naturelle de et ou pri designe 1’ap-

plication lineaire continue v -&#x3E; vo pri de L ( Ei , F ) dans L ( EI x .. XEn , F ) .
On observe que chaque ui est n-l-lin6aire et hypocontinue, donc, en

vertu de 1’hypothese de r6currence, p-1 fois b-derivable. Il résulte alors

de (1), compte tenu de la remarque 1 , que la b-derivee D u est p -1 fois

b-dérivable; donc, d’apr6s la remarque 2, u est p fois b-derivable. D’autre

part p &#x3E; n , c’est-a-dire p -1 &#x3E; n - 1 , entraine en vertu de la r6currence

DP -1 ui = 0 quel que soit i = 1 ,... , n , d’ ou DP -1 (D u) = 0, c’ es t-a-dire

DP u = 0, compte tenu de ( 1 ) et de la remarque 1 .

COROLLAIRE. Soient E , F, G des e. v. t. , F itant supposé métrisable

ou de Baire. L’application Y ( u, v ) -&#x3E; v o u de L ( E , F ) X L ( F, G ) dans

L ( E , G ) est de classe coo et on a D3 qj = 0 .

En effet, 1’application bilinéaire Y est hypocontinue en conse-

quence du lemme de II.1 .

11.4. Derivees et derivees partielles.

Dans la remarque suivante, on généralise par r6cuffence sur p
les 6nonc6s correspondants de 1.8.

R E M A R Q u E . Soit f : A -&#x3E; F , ou A C El x ... x E n, comme ci-dessus et, pour

i =1 ,..., n, soit §. un recouvrement de Ei . Si f est p fois S1 x...xSn-
d6rivable en xo E A, alors, pour toute suite (i1,..., ip ) de p éléments de

-d6rivable en x o et on a

quels que soient
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PROPOSITION. Pour que f : A-&#x3E; F, où A C E1 x...xEn’, définie comme ci-

dessus, F itant supposé l. c. , soit de classe CP, il faut et il suffit que,

pour toute suite (i1 ,...,ip ) de p éléments de {1,..-., n }, la quasi-dérivée
Di1...ip f: A -&#x3E; L ( Ei1 ,..., Eip; F) soit définie et b-continue.

La condition étant necessaire d’apr6s la remarque précédente,
vérifions qu’elle est suffisante. Or ceci étant déjà établi pour p = 1 d’a-

pr6s le corollaire de I.8 , supposons-le vérifié à 1’ordre p -1 &#x3E; 0 et dé-

montrons-le A 1’ ordre p . Quel que soit i=1,...,n fixé, la quasi-dérivée

DZ f : A -&#x3E; L (Ei , F ) admet, pour toute suite (i1,..., ip-1 ) de p-1 elements

de {1,....., n }, une quasi-dérivée b-continue

ceci résulte des hypotheses, compte tenu de la remarque 2 de II.3 et de

1’homeomorphisme linéaire naturel

L’hypothèse de recurrence entraine alors que chaque quasi-derivee Di f ,
i = 1,..., n , est de classe cP -1 . 11 résulte du corollaire de 1.8 que f e st
b-d6rivable et , compte tenu de la remarque 2 de II.3 , il reste A observer

que D f est de classe CP -1. Or ceci résulte de ce que les Di f , i = 1, ..., n,

sont de classe Cp -1, compte tenu de la remarque 1 de 11.3 et de ce que

ou est l’application

linéaire continue u - u o pri,

11.5. Hypocontinuité et symétrie.

PROPOSITION 1. Soit f A - F, oil A C E 1x...xEn, difinie comme ci-

dessus, une application partiellement quasi-dirivable en x 0 E A , par rap-

port à l’argument de multi-indice (i1 ,..., i p ) . Soit k E { 2 ,..., p I tel que

Eik soit mitrisable ou de Baire. Alors l’application p-linéaire

est hypocontinue par rapport au kiem e argument. 

Ceci résulte de la remarque II.1 , compte tenu de ce que chaque
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Dans ce qui suit, on dira que f : A -&#x3E; F , où A C E , est s-dérivable

en xo E A si f est S-dérivable en ce point, 8 etant 1’ensemble des seg-
ments compacts

de E . On dira qu’un recouvrement de 1’e.v.t. E est segmentiel s’il est

moins fin que celui formé des segments compacts. Etant donnés f : A -&#x3E; F ,
ou ACE, xo EA et h, k E A - xo tels que h + k E A-xo , on pose

On peut alors en oncer :

LEMME. Soit f : A -&#x3E; F, ou A C E, une application quasi-derivable, F itant

supposé 1. c. Si D f : A -&#x3E; L ( E , F) est s-dirivable en Xo E A , alors

quels que soient h, k E E.

Pour tout voisinage convexe fermé symétrique W de 0 E F et toute

suite ( tn ) de R* convergeant vers 0, il s’agit d’indiquer n o tel que

n &#x3E; no entraine :

Or il existe n o tel que entrainent

En effet, il existerait sinon une suite (Tn) de [0, 1] et une

sous-suite ( tk ) de ( tn ) telles que 1’ on ait
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pour tout n et ceci contredirait 1’hypothese de s-dérivabilité de D f en

xo , puisque ( h + Tn k ) est une suite de points du segment [ h, h +k ]
Les relations ( 2 ) entrainent alors :

quels que soient n &#x3E; no et TE [0, 1 ] . Pour tout n &#x3E; no fixé, la fonction

de la variable reelle gn: [0,1] -&#x3E; F déf inie par

est derivable et on a :

c’est-à-dire, compte tenu de ( 3 ) :

quel que soit

Le th6or6me des accroissements finis entraine alors gn ( 1 ) -gn ( 0 ) E tn W ,
c’ est-a-dire ( 1 ) pour n &#x3E; n o .

PRO POSITION 2. Soit f : A -&#x3E; F, où ACE, définie comme ci-dessus, F

itant supposé l. c. Si f est p fois s-dirivable en Xo E A , alors l’applica-
tion p-linjaire DP f( Xo ) ,Ep -&#x3E; F est symétrique.

L’enonce 6tant établi pour p = 2 en consequence du lemme prece-

dent, on suppose p &#x3E; 2 . Il suffit de d,6montrer:

quels que soient (h1,..., h p) E E et r = 1 ,..., p -1 . Tout d’abord, dans le

cas particulier oil r =1, compte tenu de la remarque 2 de II.3 et de ce que
l’enoncé est 6tabli pour p = 2, il vient:
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Dans le cas general, ou 1  r  p , on obtient, compte tenu de ce qui pr6-
cede:

COROLLAIRE 1 . Soit f : A -&#x3E; F où ACE une application p fois s-derivable

en xo E A . Si F est 1.c,,alors DP f(xo ):EP -&#x3E; F est hypocontinue.

Ceci r6sulte de ce que 1’ application p-linéaire sym6trique Dp f ( xo )
est hypocontinue par rapport au ler argument.

Compte ten u de la remarque de .11.4, on peut 6noncer aussi :

CORO LLAIRE 2. Soit f: A -&#x3E; F, oic A [ E1x...xEn et où F est l.c. , une

application p fois s-dérivable en xo E A, Pour toute suite (i1,..., ip) de
P elements de {1,..., n }, l’application p-lineaire

est hypocontinue et on a :

quels que soient et la permutation a de

11.6. Transi tivite.

Etant donnes des e.v.t. E1 ,..., Ep , F et un ensemble de parties
8 de E1 , on généralise une definition de 1.3 en disant que u est S-ad-

missible où u E L ( E1 , ..., E p ; F ) si 1’ image u de u par l’homéomorphisme
lin6aire canonique L (E1,..., Ep; F)- L (E1 , L(E2 ,..., Ep ; F)) est S-

admissible au sens de I.3 . Etant donnes des entiers m, n, p &#x3E; 0 tels que

m  n et p  ( n -m ) -E+1, on désignera par P [m,n ] p l’ensemble des suites
(al ,..., ap form6es de p sous-suites , de

verif ian t , et telles que
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soit une permutation de {m, m+1,..., n 1. On 6crira Pn p au lieu de

p [1, n] p- 
PROPOSITION. Soient f:A - F, où A C E et g: B - G, où B C F, comme

ci -dessus avec f( A ) C B . Etant donni un recouvrement 8 de E , on su p-

pose I n - 1 fois S-dérivable dans A et n fois S-dérivable en xo E A .

Si n &#x3E; 1, on suppose que les applications multilinéaires

sont S-admissibles. Pour que g o f : A -&#x3E; G soit n fois S-dérivable en xo ,

il suf fit qu’il existe un recouvrement ( resp. siquentiellement stable) T
de F viirifiant les conditions suivantes : 

i ) f est (S, T)-liPschitzienne en Xo ( resp. D f ( xo ) est (S,T)-ad-
missible ) et, si n &#x3E; 1, f est (S, T)-lipschitzienne en x ( resp. Df ( x )
est (S, T) -admissible) quel que soit x E A .

ii) g est n -1 fois T-derivable dans B et n fois T-derivable en f (xo ).
iii) Si n &#x3E; 1 , les applications multiliniaires Dn g ( f ( xo ) ) E L n( F ; G )

et D kg ( f ( x ) ) E Lk ( F; G ), x E A , k=2,...,n-l, sont T-admissibles.
iv) Si n &#x3E; 2 , F est métrisable ou de Baire, à moins que G ne soit

l. c. et 5 segmentiel.
Quel que soit (hi h n) E E n, on a alors : 

L’énoncé 6tant déjà établi en 1.5 pour n = 1 , supposons-le vérifié

a 1’ordre n -1 &#x3E; 1 et démontrons-le a 1’ ordre n . L’hypotb6se de r6currence

entraine que g o f est n -1 fois S-dérivable dans A et que 1’on a :

où Y a1... a p désigne 1’application multilinéaire
de L ph
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qui a fait correspondre

désigné par 7T a. la projection
z

Dans le second membre de ( 2 ) , chaque application Dp g of : A -· Lp ( F ; G )
peut en effet, moyennant un abus veniel de notation, être consid6r6e comme

prenant ses valeurs dans le sous-espace Lph( F, G ), compte tenu de

1’hypothese (iv) et de la proposition 1 ainsi que du corollaire 1 de II.5 ,

Il s’ agit maintenant en premier lieu d’ observer que

est S-derivable en xo . Compte tenu de (2),. ceci revient A verifier que

chaque Y a1...ap o(DP g of, D la1l f ,...,D lap If ) est S-derivable en Xo.

Or l’application mu ti in aire al I. a P est bornc-e sur les born6s et s6-

par6ment continue. D’apres Ie corollaire 2 de 1.6, il suffit donc d’obser-

ver d’une part que, par hypothèse, les &#x26;d6riv,6es

sont d6finies et S-admissibles, d’autre part que la S-dérivée

D(Dp go f )(xo ), d6finie et égale à D (DP g) (f(xo))oDf(xo)

d’apres I.5 , est aussi S-admissible. Or soit f2 un ouvert équilibré de F,

relativement auquel D ( Dp g ) ( f ( xo ) ) est T-admissible. Il existe un voi-

sinage V de 0 E F et un ouvert equilibre Q1 de E relativement auquel

f est (S, T)-lipschitzienne en xo tels que l’on ait :

On observera alors que D ( Dp g ) ( f ( xo ) ) o D f ( xo ) est S-admissible rela-

tivement A D.1. Soient en effet ( hn ) une suite subordonnee a 8 l Q1 et

( tn ) une suite de [ -1, 1] - { 0 } convergeant vers 0. Il existe no tel

que n &#x3E; no entraine

donc, compte tenu de ( 3 ) , la suite
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subordonnée à

Puisque

et que la suite

est bornée d’ apres ce qui precede, D ( Dp g )( f (xo ) ) etant 5’-admissible

relativement à Q, il vient finalement que la suite

est born6e. Il reste a verifier ( 1 ) . Compte tenu de la remarque 2 de 11.3

et de I’hypoth6se de r6currence, ceci revient a d6montrer que le second

membre de ( 1 ) 6gale

On a pos6:

Or (4) admet pour expression

etant 1’ application

l’application linéaire continue
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On observe que les 0 p ci-dessus sont multilineaires, séparément
continues et born6es sur les bornes. Il resulte alors du corollaire 2 de

1.6 que ( 5 ) s’ ecrit :

Ceci acheve la demonstration, compte tenu de ce que 1’ on a

ou on a pos6, d’une part,

et, d’ autre part, pour i = 1, ... , p :
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COROLLAIRE 1 . Si f : A -&#x3E; F , oit AC E, est n fois dirivable en Xo E A

et si g:B-G, où Be F, est n-1 fois dérivable dans BD f( A) et n fois
derivable en f ( x 0 ), alors gof:A-G est n fois derivable en xo dans

les cas suivants : 

i) n=l;

ii ) n = 2 et E est normabl e;

iii) n &#x3E; 2, E est normable, G est 1, c., a moins que F ne soit métrisable

ou de Bai re.

On a remarqué que les hypotheses ( i ) et ( ii ) dans la proposition

précédente entrainent, compte tenu de (1-5 que les S-dérivées

sont d6finies. On peut alors dans la proposition precedente, et sans affec-

ter le resultat, remplacer I’hypoth6se (iii) par la S-admissiblité des

applications lineaires ci-dessus. Cette hypoth6se etant un fait trivial

quel que soit 8 lorsque E est normable, il vient que l’énoncé du corollai-

re résulte de la proposition pr6c6dente.

CORO LLAIRE 2 . Si f : A -&#x3E; F, où A C E, est n fois b.,dérivable (resp.
c-dirivable) en Xo E A et si g : B - G, ot2 B C F, est n -1 fois b-diriva-
ble ( resp. c-dérivable) dans B D f( A ) et n fois b-dirivable ( resp. c-

dirivable ) en f ( xo ), alors g o f : A - G est n fois b-dirivable ( resp. c-

derivable ) en xo , lorsque n  2 ou que l’une des deux conditions suivan-
tes est veri fiée : 

i ) F est mitrisable ou de Baire,

ii) G est 1. c. -

COROLLAIRE 3 . Si f: A - F, ou ACE supposée n fois b-dirivable
dans A , est de classe Cn en Xo E A et si g: B - G, où B c F, suppo-
sée n fois b-dérivable dans B:) f (A) est de classe Cn en f (xo) , alors

g o f : A -&#x3E; G est de classe Cn en xo pourvu que n  2, ou que F soit

métrisable ou de Baire, ou encore que G soit 1. c..

Il résulte alors du corollaire precedent que g o f est n fois b-d6ri-
vable dans A et il s’ agit de vérifier que Dn ( g of ) ; A -&#x3E; Ln ( E ; G) est b -
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continue en xo. Or, ceci est deja demontre pour n = 1, d’apres 1.5. Dans le

cas n=2, on a :

où

désigne l’application ( v, u 1’ u2 ) -&#x3E; v o( u I u2), et où

desi gne 1’ application (v, u) -&#x3E; vou - On observe d’abord que l’appl ication

bilinéaire Y est hypocontinue par rapport au ler argument, donc sequen-

tiellement continue, ce qui entraine,

etant b-continue en xo (en effet, f est b-derivable en xo , donc b-lipschit,
zienne en xo, et D g est b-continue en xo , donc D g o f est b-continue en

xo ) , que Y o ( Dg of , D2 f ) est b-continue en x o . D’ autre part pour les rai-

sons suivantes O o(D2 g o f, D f, Df) est b-continue en xo : d’ une part,

1’application trilineaire 0, parce que bornée sur les bornes et continue

par rapport au 1 er argument, verifie la propriété suivante:

quels que soient

les suites born6es ( vn ), ( wn ) de L ( E , F ), la suite ( un ) de L2 ( F; G)
convergeant vers 0 et enfin les suites r6elles ( tn ), ( t’n ) convergeant

vers 0 . Puisque d’ autre part D2 g o f est b-continue en xo (du fait que f
est b-lipschitzienne en xo et que D2 g est b-continue en f ( xo ) ) et que
D f est b-lipschitzienne en xo , parce que b-d6rivable en ce point, il vient

que O o ( D2 go f, D f, D f ) est b-continue en xo , ce qui acheve de mon-

trer que D2 ( g o f ) est b-continue en xo . Soit n &#x3E; 2 ; avec les notations

précèdentes" compte tenu des hypotheses sur F ou G, on a : I I
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et il s’ agit donc pour fixes, d’ observer que

est b-continue en xo - Or d’une part,

est hypocontinue par rapport au ler argument, donc sequentiellement conti-

nue. D’ autre part D p g o f et les D l ai l o f sont b-continues en xo
COROLLAIRE 4 . Si f:A -F, où A C E, et g:B -G, où f ( A ) C B C F,
sont de classe Cn , al ors g o f est de classe Cn , pourvu que n  2 , à

moins que F soit mitrisable ou de Baire, ou encore que G soit l.c..

III FONCTIONS IMPLICITES

111.1. S-dérivabilité des fonctions implicites.

On verifie le lemme suivant de la meme fagon que la remarque 2

de I.1 .

LEMME. Soit f une application definie dans l’ouvert A X B de 1’ e.v.t.

produit EX F à valeurs dans 1’e.v.t. G . Soit 8 (resp. T) un recouvre-
ment de E (resp. F ) homothétiquement stable, T étant en o,utre suppose
borne. Pour que f soit S x T -dérivable en (xo, yo) E A x B, il faut et il

suffit qu’il existe un ouvert équilibré Q C A -xo de E et u E L ( E X F, G )

tels que l’on ait:

quelles que soient la suite ( hn ) de E (resp. la suite ( kn ) de F ) subor-

donnee a S l Q (resp. à T) et la suite r,6elle ( tn ) de [-1,1] -{0}
convergeant vers 0. On a alors

On précisera, s’il y a lieu, que f est SxT-dérivable en (xo, yo )
relativement à Q et on peut adapter les remarques de 1.6 au cas present.
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PROP OSITION. Soit f : A x B - G , où A x B C E x F, comme ci-dessus; soit

g: A - F, telle que g (A) C B et f(x, g (x))=0 quel que soit x E A; soit

enfin S un recouvrement homothétiquement stable de E. Pour que g soit

S-dérivable en Xo E A, il suffit qu’il existe un recouvrement borne et homo-

thitiquement stable T de F, tel que f soit SxT-dérivable en ( xo , g ( xo ) )
avec D2 f(xo,g (xo)) E I s(F,G) et que g soit (S,T)-lipschitzienne en
xo. On a alors

Soit .0 un ouvert equilibre de E, relativement auquel f est SxT-
d6rivable en ( xo , g ( xo ) ) au sens ci-dessus, et relativement auquel g
est (S, T) -lipschitzienne en xo . D’apr6s les remarques de 1.6, adapt6es
au cas present, on observe que l’application f: A x B -&#x3E; F qui A ( x , y )
fait correspondre y -( D2 f ( xo , g ( xo ) ) )-1 ( f ( x, y ) ) est SxT-dérivable
en ( xo , g ( x o ) ) relativement à .0. On a :

11 s’agit donc de verifier :

quelles que soient la suite (hn ) de E subordonnée à S l Q et la suite

( tn ) de l [-1 ,1] - { 0 } convergeant vers 0 . Or la relation précédente

équivaut a

Puisque ceci 6quivaut aussi à :
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Cette dernière relation résulte de ce que r est 8 x T-derivable au point
( xo , g ( xo ) ) relativement A f2 et de ce que la suite

est par hypothese subordonnée à T.

COROLLAIRE. Soient, comme ci-dessus, f:AXB-G, ou Ax B C E xF,
et g: A - F telles que g ( A ) C B et f ( x , g ( x ) ) = 0 quel que soit x E A .

Soit xo E A tel que f soit dirivable (resp. b-dérivable, resp. c-dirivable)

en (xo , g(xo )) et que D2 f ( x 0 , g ( x 0 ) ) E Is ( F , G), Pour que g soit

dirivable (resp. b-dirivable, resp. c-dérivable) en xo , il suffit ( resp. il

faut et il suffit) que g soit lipschitzienne (resp. b-lipschitzienne, resp.

c-lipschitzienne ) en xo -

Ceci resulte de la proposition précédente, compte tenu du corol-

laire 2 de I.3 .

111.2. S-dérivabilité à l’ordre sup6rieur.

Etant donnée une suite ( i1, ..., ip ) de p elements de {1, 2 }, on

d6signe par Pn;i1. ...,ip’ où n &#x3E;p, le sous-ensemble de Pnp défini en

II.6 , formé des (a1 ,..., ap) tels que ik = 1, k = 1,..., p, entrainent l ak l=
1. On désignera par S(2)np 1’ensemble des suites ( il ,..., ip) de p 616ments
de {1,2} telles que Pn.i 1 ... ip 

p 
ne soit pas vide. Avec ces notations

et celles de 11.6 on peut enoncer : 

LEMME. Soit f une application d6finie dans l’ouvert A1 x A2 de 1’e.v.t.

produit EIXE2’ à valeurs dans 1’e.v.t. F et soit g : A1 -&#x3E; E2 telle que

g( Al)C A2. Soit enfin 81 un recouvrement de EI tel que g soit n-1

f oi s S1-dérivable dans A, et n fois S1-dérivable en x o E A 1. Si n &#x3E; 1 ,
on suppose que les applications multilinéaires
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sont S1-admissibles. Pour que 1’application x -&#x3E; f(x, g (x)) définie dans

A1 C E1 soit n fois Si-dérivable en xo , il suffit qu’il existe un recouvre-

ment S2 de E2 vérifiant les conditions suivantes :

i ) g est (S1 , S2 )-lipschitzienne en x o et, si n &#x3E; 1, g est (S1 S2)-
lipschitzienne en tout x E A1 . 

ii) f est n- 1 fois Six S2-dérivable dans A1 x A2 et n fois 81 x S2-
derivable en (xo , g (xo ) )

iii ) Si n &#x3E; 1 , les applications multilineaires

sont S1 x S2 -admissibles.
iv) Si n &#x3E; 2 , E2 est métrisable ou de Baire, k 

, 

moins que F n e soit

l.c. et S1, 82 segmentiels.
On a alors :

quels que soient

Pour n = 1, 1’enonce r6sulte de I.5 , puisque (j A ’ g ) : A1 x E1 x E2
est (S1 , 81 x S2 )-lipschitzienne en xo (jA 1 A1 -&#x3E; E1 1 désignera l’injec-
tion naturel le ) , et que

L’énoncé 6tant suppose établi à 1’ ordre n -&#x3E; &#x3E; 1 , démontrons-le à l’ordre
n . L’hypothese de r6currence entraine alors que f o ( jA , g ) est n - 1

fois S1-dérivableodans A, et que 1’on a: 
1
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est 1’ application multilinéaire qui A ( v , ul ,..., up ) fait correspondre

où 7T a : En1-1 -&#x3E; Eak1 est la projection naturelle, déjà définie en 11.6, et où

L h(2) ( Ei1 ,..., Ei ; F) est Ie sous-espace vectoriel de L ( Ei ,..., E. ; F )
qui est formé des applications multilinéaires u : Ei 1 x... xEip 1 -&#x3E; F telles p
que ik = 2 , k = 1,..., p , entrainent que u est hypocontinue par rapport au

kième argument. Dans Ie second membre de (2), chaque application

peut en effet moyennant un abus véniel de notation être considérée comme

prenant ses valeurs dans 1’e.v.t. L h(2) (Ei1 ,..., Eip ;F) en vertu de la pro-
position 1 et du corollaire 2 de II.5 , compte tenu de 1’hypothcse (iv). Il

s’ agit maintenant, en premier lieu, de montrer que

est §y-derivable en xo , c’est-à-dire, compte tenu de ( 2 ) , que

est Sl-d6rivable en xo , quels que soient

(i1,...,ip) E S(2)(n-1)p’ (a1,...,an) EPn;ip,...,ip , p=1,..., n-1, fixés.
Or l’application multilinéaire Ya1,...ap est bornt-e sur les born6s et sépa-

1... p
rément continue. D’apres Ie corollaire 2 du 1.6, il suffit donc d’observer

d’une part que, par hypothèse, les Sl-d6riv6es
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sont définies et S1-admissibles, et d’autre part que la S1-dérivée
d6finie et egale a

est S1-admissible. Or, compte tenu de la remarque de 11.4 et de l’hypothè-
se ( iii ) , on observe que

est SIX S2-admissible donc

est S1-admissible et

est S2-admissible. Puisque g est (S1, S2 )-lipschitzienne en xo , on ob-

serve, comme dans Ie passage analogue de la demonstration de la proposi-
tion de II.6 , que D2 (Di,...,ip f) (xo,g ( xo ) ) o D g ( xo ) est S1-admissible,
ce q ui acheve de montrer 1 q ue D ( D .. f o (jA1, g ) ) ( xo ) est S1-admis-
sible. Il reste à verifier ( 1) , dont Ie second membre égale:

C’est-à-dire qu’il faut verifier :
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désignant 1’application multi-

linéaire, bornc-e sur les bornes et s6par6ment continue

il vient, comme dans 11.6 et compte tenu de l’hypothèse de recurrence:

ce qui achève la demonstration, compte tenu de (3).
Avec les notations ci-dessus, on peut énoncer:

PROPOSITION. Soient

A1 -&#x3E; E2 telles que quel que soit x E A1 . 
Soit SI un recouvrement homothitiquement stable de E I Pour que g soit

n fois S1-dirivable en xo c AI’ il suffit qu’il existe un recouvrement bor-

ne et homothitiquement stable S2 de E2 tel que f soit n-1 fois SI X S2-
dérivable en (xo, g( xo ) ), les conditions suivantes itant en outre rem-

plies : 
i) D2 f ( x o , g ( x o ) ) E Is ( E 2’ F) et, si n&#x3E; 1, D2 f (x,g(x)) E I s(E2, F)

quel que soit x E A1. 
ii) Si n&#x3E;1,

et

sont S1-admissibles quels que soient, d’une part, la suite ( i2,..., in) de
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n-1 elements de {1, 2 }, et, d’autre part, x E A et la suite (i2 ,..., ip ) de
1  p -1  n -2 elements de {1, 2 1.

iii ) g est (S1, S2)-lipschitzienne en tout x E AI’
iv) Si n &#x3E; 1, E2 est un b-espace.

v ) Si n &#x3E; 2 , E2 est métrisable ou de Baire, à moins d’être 1. c. et que

(S1, S2) soient segmentiels.
Les Dk g ( xo ), k = 1,..., n, vérifient alors:

L’énoncé étant déjà démontré en III.1 dans le cas n =1 , suppo-

sons-le etabli a 1’ ordre n -1 &#x3E; 1 et verifions-le a 1’ ordre n . Il resulte des

hypotheses generales et de 1’hypothese de recurrence que g est n-1 fois

S1-dérivable dans A1 et on a, avec les notations du lemme :

selon que on a désigné par 0 k l’application

dans

et par o- 1’ application

dans
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Verifions donc d’ abord que D’ -1 g : A1 ’’ Ln-1 (E1, E2) est S1-dérivable
en xo . Puisque I’application bilineaire O n-1 est bomée sur les born6s

et séparément continue, il suffit de verifier que les SI-dérivées

sont définies et 81-admissible. Puisque 82 est borne et que g est

(S1,S2)-lipschitzienne en xo , il rc-sulte d’abord de la remarque de 1.3

que la Sl-d6riv6e D g ( xe ) est S1-admissible. Mais alors les S1-dérivées
D (Di fo (jA1, g))( xo ), i =1, 2 , d6finies et égales à

d’apr6s I.5 , sont S1-admissibles, compte tenu de I’hypoth6se (ii).
Puisque la S1-dérivée D ( D2 fo (jA , g ))( xo ) est definie et Sl-

admissible, il résulte du corollaire de I.7 , compte tenu de 1’hypothese
(iv), que la S1-dérivée D(o-o( D2 fo (j A, g))) (xo) est definie et 8 1 -
admissible. En vue de montrer que la S1-dérivée

est dc-finie et S1-admissible, il suffit, compte tenu du corollaire 2 de 1.6,

de verifier d’abord que la Sl-dérivée D (Di1 ...ip fo (jA, g ) ) ( x o ) est de-

finie et S1-admissible, ce que 1’on voit comme pour les

ci-dessus compte tenu de 1’hypothese (ii). Ensuite, il faut observer que

les Sl-d6riv6es 

definies en vertu de I’hypoth6se de r6currence, sont S1-admissibles. On a
deja remarqué que Dg ( xo ) est S1-admissible. Il r6sulte alors de proche
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en proche des relations (1m), m n, établies en vertu de 1’hypothese de
recurrence, que chaque Dm g ( xo ), m  n, c’ est-à-dire D (Dm -1 g) ( xo ) est

81-admissible. Il reste 4 verifier ( ln ) . Compte tenu du corollaire 2 de 1.6
et de ce que les

sont S1-admissibles, on observe que

c’est-à-dire, d’ apres ce qui precede,

est S1-admissible. Le lemme entraine alors que la S1-dérivée
Dn (fo ( jA , g ) ) ( xo ) est definie et 6gale A

Pui sque il vient :

d’où i

Le corollaire de III.1 admet alors 1’ exten sion suivante a l’ordre



334

COROLLAIRE. Soient f:AxB-.G, ou AXBC EXF et g:A - F telles

que g(A)C B et f (x, g(x)) = 0 pour tout x E A . On suppose que f est
n &#x3E; 1 fois c-dirivable (resp. b-dirivable; resp. dirivable, E itant supposé
normable dans ce dernier cas) en (xo , g ( xo ) ) E A x B et n -1 fois c-

dirivable (resp. b-dirivable, resp. dérivable) dans A X B . On suppose

aussi que D2 f(x,g(x)) E Is (F,G) quel que soit x E A , et enfin que F

est un b-espace et, en outre, si n &#x3E; 2 , métrisable, de Baire ou l. c..

Pour que g soit n-1 fois c-dirivable (resp. b-dérivable, resp.

dérivable) dans A et n fois c-dirivable ( resp. b-dirivable, resp. dériva-

ble) en xo , il faut et il suffit que g soit c-lipschitzienne (resp. b-lips-
chitzienne, resp. l ipschi tzi enne ) dans A .

111.3. Fonctions implicites de classe Cn .

PROPOSITION. Soient f: Al x A2 - F, où A1 x A 2 C E1 x E2, et g: A1-&#x3E; E2
comm e ci-dessus, telles que g (A1) C A2 et f (x, g ( x )) = 0 quel que soit

x E A1, On suppose que f est n fois b-dérivable dans A 1 x A 2’ de classe
Cn en (xo, g (xo )) E A1 X A2 et que D2 f(x, g(x)) E Is (E2 , F) quel que
soit x E A1. On suppose en outre les conditions suivantes:

i) si n = 1, l’application u -&#x3E; u -1 du sous-espace Aut (F ) C L ( F )

dans L ( F ) est siquentiellement continue, à moins que F ne soit un

un b-espace moitrisable ou de Baire.

ii) Si n &#x3E; 1, on suppose que F est un b-espace.
iii) Si n &#x3E; 2, on suppose que F est mitrisable, de Baire ou 1. c.

Alors g est n fois b-derivable dans A1 et de classe C n en x o si

et seulement si g est b-lipschitzienne dans A1 . 
La condition étant ividemment nécessaire, vérifions qu’elle est

suffisante. Il résulte du corollaire de III.2 que g est n fois b-d6rivable

dans A 1. Il s’agit de vérifier que Dn g : A 1-’ Ln (E1; F) est b-continue

en xo . Soit d’ abord n = 1 . Avec les notations de III.2 , on a : 

On observe que Di fo ( jA1 , g), i = 1, 2, est b-continue en xo , parce que,

par hypothèse, D f , et donc D1 f , D2 f sont b-continues en (xo , g(xo))
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et que (jA, g ) est b-lipschitzienne en xo . Si 1’application u - u 
-1 

de

Aut ( F ) dans L ( F ) est séquentiellement continue, alors 

est donc b-continue en xo et par consequent aussi D g. compte tenu de

( 1 ) et de ce que

hypocontinue par rapport au second argument est séquentiellement conti-

nue. Si F est un b-espace, alors d’une part 1’image par u de toute suite

convergente est bornée, et

est encore b-continue en xo , pourvu que E2 soit métrisable ou de Baire,

parce qu’alors ø 1 est aussi hypocontinue par rapport au ler argument en

consequence du lemme de 11.1.

Si n = 2 , on a :

où

est l’application qui i (v, u1, u2 ) fait correspondre

Puisque d’une part D2 f o (jA1 g) est b-continue en xo vu que ( jA , g)
est elle b-lipschitzienne en 1 xo et que D2 f est b-continue en x o , et 1 que
d’autre part D g est b-lipschitzienne en x o parce que b-derivable en

xo , on observe, comme dans le pas sage analogue du corollaire 3 de 11.6,

que Yo D2 fo ( jA, g ) , D g , D g ) est b-continue en x o . Il résulteducorol-

laire de I.7 et de la 1 b-derivabilite de D2 fo (jA, g) en x o que

est b-derivable en x o ,

donc b-continue en ce point. Puisque ø2 est séquentiellement continue, on
observe alors, compte tenu de ( 2 ), que D2g est b-continue en xo .

Dans le cas general of n &#x3E; 2, on a, avec les notations de III.2 :
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La b-continuité de Dn g en xo résulte alors de la continuite séquentielle

de O n , de la b-continuité en xo de o- o (D2 fo (jA1, g )), déjà observée

ci-dessus, de la continuité séquentielle des Y a1 ... ap, de la b-continuite

en xo des Di1.,. ip fo (jA1, g ) et enfin des D g, b-dérivables en xo

puisque ai  n .
COROLLAIRE. Soient f : A x B -&#x3E; G , où AXBCEXF, et g : A - F telles

g ( A ) C B et f ( x , g ( x ) ) = 0 quel que soit x E A . On suppose que F est

un b-espace 1. c. metrisable, que f est de classe Cn dans A X B et que

D2f (x,g( x)) E Is (F,G) quel que soit x E A . Pour que g soi t de classe

Cn dans A, il faut et il suffit que g soit b-continue et quasi-lipschitzien-
ne dan s A,

La condition étant évidemment nécessaire, vérifions qu’elle est

suffisante. Du fait que g est quasi-lipschitzienne dans A , il résulte de

111.2 que g est quasi-derivable dans A et on a :

avec les notations definies ci-dessus. Compte tenu de la proposition pre-

c6dente, il n’ est que de vérifier que g est b-lipschitzienne dans A . Ii

suffit A cette fin de montrer que g est b-derivable, ce qui revient à mon-

trer que la quasi-déri vée D g est b-continue, compte tenu du corollaire de

la proposition 2 de I.4 , F 6tant l.c.. Puisque F est m6trisable,

est hypocontinue par rapport au 1 e r argument; donc il s’ agit, compte tenu 

de (1) , de verifier

et que la suite
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est bornee, quelles que soient la suite bornee (hn ) de E et la suite

( tn ) de R* convergeant vers 0 . Or par hypothese on a

Puisque F est l.c. , métrisable, il existe alors une suite bornee ( kn ) de
F et une suite reelle (t’n ) convergeant vers 0 telles que ( g ( xo + tnhn))
soit la suite ( g( xo ) + t’n kn ). Pour i = 1, 2, on a alors :

parce que D f est b-continue; on a pose t hn= max ( ( l tn l , l t’n l). On a ainsi

vérifié ( 2 ) et aussi, F étant un b-espace, que la suite ( 3 ) est bornée, ce

qui achève la démonstration.

Supirsunt mihi, quae scrikam, sed parco sciens;
Primum, esse ne tike videar molestior,
Distrengit quiem multarum rerum varietas
Dein, si quis cadem forte conari volit
Hakere ut possit aliquid operis residui.

Phèdre (Fakles, III, épilogue)
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