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CAAIERS DE TOPOLOGIE Vol. XV -3
ET GEC 1ETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES VECTORIELS
TOPOLOGIG JES

par Paul VER EECKE

Depuis une dizaine d'années, on essaie d'étendre le Calcul Dif-
férentiel des espaces normables & ceux qui ne le sont pas, au moyen de
procédés qui ressortissent 4 autant de présupposés sur la structure la
mieux adaptée A ce projet, que ce soit celle d'espace vectoriel pseudo-
topologique [6], quasi-topologique [2, 5,6], bornologique [4], quasi-
bornologique [3] ou tout simplement la structure d'espace vectoriel to-
pologique au sens commun [1]. Ce dernier point de vue est partagé par
I'auteur. Pour une application f:A~F, ou E, F sont des espaces vec-
toriels topologiques séparés et A un ouvert de E, étant donné un recou-
vement & de E, on propose une notion de S-dérivabilité en un point o
de A, laquelle, dans le cas ou S est 'ensemble des bornés de E , n'est
autre que la b-dérivabilité introduite ailleurs [7] pour les besoins de la
Géométrie Différentielle des variétés modelées sur un espace localement
convexe. La démonstration des théorémes généraux de S-dérivabilité a
I'ordre supérieur pour une application composée (II.6) ou implicite (III.2)
montre d'une part l'inconvénient d'admettre que les ensembles de S ne
soient pas forcément bornés, d'autre part l'intérét des cas particuliers ou
S est un ensemble remarquable de bornés, par exemple celui des com-
pacts de E (c-dérivabilité). Cet article est essentiellement consacré a
la démonstration des résultats annoncés dans une Note [8]. Mais on
n'a pas retenu la définition primitive de la notion d'application de classe
C"; celle-ci a été remplacée de telle sorte que, les autres résultats étant
saufs, une application f:A—~F, on ACE, b-dérivable en x, € A, soit
de classe C? en ce point, c'est-ad-dire que l'on ait lim f( xn)=/(xo)
quelle que soit la suite (x,) convergeant vers xo au ns_;:s de Mackey.

Mais f est alors continue en %o, si E est localement convexe métrisa-
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2 P. VER EECKE

ble; ces espaces semblent donc particuliérement appropriés au Calcul
Différentiel dans les espaces vectoriels topologiques.
C'est pour l'auteur un agréable devoir que de remercier Mademoi-

selle Frangoise Berquier qui a relu et récrit le manuscrit.

rdusi te ad Legendum; sincenum mihi

Phidre (ffaglea, 111, pwﬂogue)

| DERIVEES DU PREMIER ORDRE

I.1. S-dérivabilité.

Les e.v.t.(espaces vectoriels topologiques) étant supposés réels
et séparés dans ce qui suit, on dira qu'une application [ définie dans
I'ouvert A de I'e.v.t. E & valeurs dans l'e.v.t. F est directionnellement

dérivable en xo € A si

/(Xo+tb)"/( X{;)
t

Df(xo)(h)= Ilim
t—0
t#0
existe quel que soit b€ E.

On dira alors que l'application Df(x0):h~=Df(x0)(h) de E
dans F est la dérivée directionnelle de  en x,. Etant donné un recow
vrement & de E, un ouvert équilibré QC A -x, de E et une application
u de E dans F, les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) Quels que soient M€ § et le voisinage W de 0€F, il existe
0<a<l tel que heM N Q, 0<|t|<a entrainent:

f(xo+th)=f(x0)
t

~u( h)eW.

ii) Quelles que soient la suite (b,) de E subordonnée a ) , Q

(c'est-a-dire telle qu'il existe M €8 de sorte que (bn) soit 4 valeurs
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CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES E.V.T. 3

dans M ) ) et la suite réelle (t,) de [-1,1]-{0} convergeant

vers0, on a:

. /(xo+tnbn)—f(xo)
lim

n-—o
tﬂ

- u( h,)=0.

On observe que [ est alors directionnellement dérivable en xo
et que Df(xo)=u. S'il existe un ouvert équilibré {1C A ~x, et une ap-
plication linéaire continue z de E dans F tels que les conditions équi-
valentes ci-dessus (i) et (ii) soient vérifiées, on dira que f:A~F, on
ACE, est &dérivable en xo et que u, c'est-a-dire Df(x,), est la &
dérivée de [ en xo. Lorsqu'il y aura lieu, on précisera que [ est S-déri-
vable (ou encore que u est la S-dérivée de /) en xo, relativement a ).

On dira que /:A~F, ot ACE, est 8-dérivable si [ est S-déri-
vable en tout x € A; on appellera alors &-dérivée de { 1'application Df:
A-L(E,F) quia x fait correspondre Df( x), ou L(E,F) dénote I'e.v.t.
des applications linéaires continues de E dans F, muni de la topologie

de la convergence bornée.

REMARQUE 1. Si f:A~F, od ACE, est &-dérivable en x0€ A (rela-
tivement & {)) et si le recouvrement &' de E est plus fin que S, alors

[ est aussi S'-dérivable en xo (relativementa ().

REMARQUE 2. Soit O un recouvrement de E borné (c'est-a-dire formé de
parties bornées de l'e.v.t. E) et homothétiquement stable (ce qui signi-
fie que M €8, 0<r<1, entrainent qu'il existe N €8 tel que TMCN).
L'application f:A—~F, ot ACE, est alors &-dérivable en xo0 €4 si et
seulement s'il existe z€ L(E, F) vérifiant les conditions équivalentes
suivantes :

i) Quels que soient M€d et le voisinage W de O€F, il existe

a>0 tel que heM, O<|t|<a entrainent xo +th €A et

f(xot+th)=f(x0)
t

~u(b)eW.

4 - o)
iy tim (ot inba)of(x

n = L
n

- u(bn)ZO,
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4 P. VER EECKE

quelles que soient la suite (b, ) subordonnée a 8 (c'est-a-dire qu'il
existe Med tel que (h,) soit & valeurs dans M) et la suite (2, ) de
R*=R -{0} convergeant vers 0.

L'application linéaire continue u est alors la S-dérivée de [ en
xo relativement & tout ouvert équilibré 0C A ~x,.

1.2. Dérivabilité; b-dérivabilité; c-dérivabilité; quasi-dérivabilité.

On dira que f:A~F, ot ACE, est dérivable (resp. b-dérivable,
resp. c-dérivable, resp. quasi-dérivable) en %o, € A (chacune de ces pro-
priétés entrainant la suivante en vertu de la remarque 1 de I.1) si [ est
S-dérivable en xo, ol & est I'ensemble de toutes les parties (resp. des
bornés, resp. des compacts, resp. des parties réduites A un point) de E.
On dira alors que Df(xo) est la dérivée (resp. la b-dérivée, resp. la

c-dérivée, resp. la quasi-dérivée) de [ en xo,. Compte tenu de la remar-

que 2 de 1.1, on observe:

REMARQUE 1. i) f:A=F, o ACE, est quasi-dérivable en x,€ A4 si
et seulement si [ est directionnellement dérivable en x, et si D f(xo):
E ~ F est linéaire et continue.

ii) f:A~F est b-dérivable (resp. c-dérivable) en %, €A si et

seulement s'il existe u€ L(E, F) vérifiant:

[ b = 4
- lim fxott, b )=f(x0)

-
n t’}

- u(bn)':O

quelles que soient la suite bornée (resp. relativement compacte) (b, ) et
la suite (¢,) de R* convergeant vers 0.

iii) f:A—oF est dérivable en x0 € A si et seulement s'il existe
un ouvert équilibré 0C A=xo tel que l'on ait (1), quelles que soient
la suite (b, ) a valeurs dans et la suite (t,) de [-1,1]-{0} con-
vergeant vers 0.

Les définitions ci-dessus concordent avec la définition usuelle dans le

cas ot E est normable:

REMARQUE 2. Soit f:A~F, ot ACE, comme ci-dessus, E étant sup-
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CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES E.V.T. 5

posé normable, et soit u€ L(E, F). Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes en %0 € A:
i) u est la dérivée de f en xo.

ii) u est la b-dérivée de f en x,.

iii) Il existe une norme | | compatible avec la topologie de E telle que
f(xo+h)=f(x0)=-u(h)
(1) 5o =0
h#0 |51
iv) On a (1) quelle que soit la norme | ] compatible avec la topologie
de E.

1.3. Applications (8, J)-lipschitziennes.

Etant donné un ensemble de parties & (resp. J) de l'e.v.t. E
(resp. F), on dira que f:A~F, ot ACE, est (8,J)-lipschitzienne en
x0 €A s'il existe un ouvert équilibré 0C A-x, de E tel que la suite
(/(xo +1 b )=f(x0)

t'l
(h,) subordonnée a 5|Q et la suite (¢,) de (-1,11-{0} conver

) soit subordonnée a J quelles que soient la suite

geant vers 0. Lorsqu'il y a lieu, on précisera que [ est (S,j)-lipschit-
zienne en xo relativement & (1. En particulier, on dira que f est lipschit-
zienne (resp. b-lipschitzienne, resp. c-lipschitzienne, resp. quasi-lipschit-
zienne) en x0 €A si [ est (8,7 )-lipschitzienne en xo, ot & désigne
I'ensemble de toutes les parties de E et J Il'ensemble des bornés de F
(resp. S et T sont formés des bornés de E et F, resp. des compacts
de E et F, resp. S est formé des parties de E réduites & un point‘et J
est I'ensemble des bornés de F).

Pour que f soit b-lipschitzienne (resp. c-lipschitzienne) en x,
(/('xo +t, bn )=f(x0)

tfl

relativement compacte ) quelles que soient la suite (b, ) bomée (resp.

il faut et il suffit que la suite

) soit bornée (resp.
relativement compacte) et la suite (¢,) de R* convergeant vers 0.

Etant donné un ensemble de parties S (resp. J) de I'e.v.t. E

(resp. F) on dira que I'application linéaire continue u:E~F est (S,J)-
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6 P. VER EECKE

admissible s'il existe un ouvert équilibré (2 de E tel que la suite (u(h,))
soit subordonnée & J quelle que soit la suite (h,) subordonnée a SIQ
S'il y a lieu, on précisera que u est (8,9 )-admissible relativement a (.
Lorsque J est 'ensemble des bornés de F, on dira plus simplement que
u est & admissible. On dira enfin que 1'ensemble de parties S de l'e.v.t.
E est séquentiellement stable si, pour toute suite (b, ) subordonnée a
S et pour toute suite (x,) de E convergeant vers 0, la suite (b, +x )

est subordonnée 3 §.

REMARQUE. Soient f:A~F, AC E, comme ci-dessus, S un recouvrement
de E et J un ensemble de parties de F séquentiellement stable. Si [
est O-dérivable en x, € A, alors [ est (S,g)-lipschitzienne en X, si

et seulement si D f(x,) est (8,3 )- admissible.

COROLLAIRE 1. Soit & un recouvrement borné de l'e.v.t. E. Si f:A~F,

oi ACE, est &-dérivable en x, € A, alors [ est S-lipschitzienne en x,.

COROLLAIRE 2. Si f:A-F, oa ACE, est c-dérivable (resp. b-deriva-
ble, resp. dérivable, E ou F étant supposé normable dans ce dernier cas ),
alors [ est c-lipschitzienne (resp. b-lipschitzienne, resp. lipschitzienne)

en Xo .

1.4. Applications de classe CI.

Etant donné un ensemble de parties & de l'e.v.t. E, on dira qu'une
application f:A~F, ot ACE, définie comme ci-dessus, est S-continue

en xo €A s'il existe un ouvert équilibré 1C A ~x, tel que I'on ait:

lim f( xo+t, b, )=[(x0)

n-w

quelles que soient la suite (b, ) subordonnée & SIQ et la suite (¢,) de
[-1,1]-{0} convergeant vers 0. S'il y a lieu, on précisera que [ est
S-continue en xo relativement 2 Q. Dans le cas od S est I'ensemble de
tous les bornés de E, on dira que [ est b-continue ou encore de classe
C% en x,. Dans le cas on I'espace E est l.c. (localement convexe) et
métrisable, on sait que la b-continuité de f:A~+F en x, équivaut a la

continuité en ce point.
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CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES E.V.T. 7

On vérifie aisément

REMARQUE. Soient f:A~F, oo ACE, et g:B~G, ou BCF, comme
ci-dessus avec f(A)C B. Etant donné un ensemble de parties & de E,
supposons que [ soit S-continue en xo€A. Pour que gof:A~G soit
S-continue en xo , il suffit qu'il existe un ensemble de bomés J de F
tel que g soit J-continue en f(xo) et que [ soit (8,J)-lipschitzienne
en Xo.

Pour que f:A~F soit S-continue en xo € A, il suffit que [ soit
S—lipschitzienne en Xo; compte tenu des corollaires de 1.3, il vient:
PROPOSITION 1. Soit & un recouvrement de l'e.v.t. E. Si [:A~F, oa

ACE, est &dérivable en xo € A et si Df[(xo) est S-admissible, alors

f est Scontinue en xo.

COROLLAIRE. Si f:A~F, od ACE, est b-dérivable en xo €A, alors |

est b-continue en x, .

On dira que f:A~F, ot ACE, est de classe C! en xo € A
s'il existe un voisinage VC A de x, tel que /|V soit b-dérivable et
que Df:V-L(E,F) soit b-continue en x,. On dira que f:A~F est
de classe C° (resp. de classe cl) si cette propriété a lieu en tout point
de A.

PROPOSITION 2. Soit f:A-~F, oa ACE, comme ci-dessus, F étant
l.c., et soit § un recouvrement borné de E. Si [ est quasi-dérivable dans
A et si Df:A~L(E,F) est 8-continue en x. €A, alors [ est -déri-
vable en xo.

Il s'agit de vérifier:

Lim f(xa+tnbn)‘/( Xo )

n —~o© t
n

= Df(xo)(h,) =0

quelles que soient la suite (b,) subordonnée a S et la suite (t,) de
R* convergeant vers 0. Pour tout voisinage convexe fermé W de O€ F,

il s'agit donc d'indiquer 7o tel que 7n>n, entraine

(1) /(xo+tnb”)-/(xa)-Df(xo)(tnbn)eth.
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8 P. VER EECKE

Or il existe par hypothése no tel que n>7, et 7z [0,1] entrainent
xo+T1h €A et (Df(xo+Tt h ~Df(x0))(h )eW.

En effet, on aurait sinon une suite (Tn) de [0,1] et des sous-suites

(t, ) et (b )de (t,) et (b,) telles que
n n
D o+ b ""D ) b W
(Df(xo+7, t by )=Df(xe)(h, )e

quel que soit n. Puisque lim 7, t, =0, ceci contredirait 1'hypothése
n o n

de &-continuité de Df en %o . Pour tout 7> no fixé, on a donc:
Df(%e+7t,b,)=Df(x0)(t, b )et, W, c'est-a-dire
(2) g, (T)et W quel que soit 7€ [0,1],

o g, - [0,1] -F désigne la fonction de la variable réelle, dérivable

par hypothése, et définie comme suit:
gn('r):f(xo +'rtnbn )=TDf( xo)(tn bn ).

En vertu du théoréme des accroissements finis [7] , la relation (2) en-
traine alors: g, (1)-g,(0)et, W, c'est-a-dire (1).
COROLLAIRE. Soit f:A-F, oa ACE, une application quasi-dérivable,
F étant supposé l.c.

i) Pour que [ soit b-dérivable en x, € A, il suffit que Df:A-L(E,F)
soit b-continue en x,.

i1) Pour que [ soit de classe cl dans A, il faut et il suffit que Df

soit b-continue.

1.5. Transitivité.

PROPOSITION. Soient f:A~F, oa ACE, et g:B~G, oa BCF, comme
ci-dessus, avec f(A)C B. Etant donné un recouvrement & de E, on sup-
pose que [ est &-dérivable en x, € A. Pour que gof:A=G soit 8-déri.
vable en x., il suffit qu'il existe un recouvrement (resp. séquentielle-
ment stable) T de F tel que [ soit (8,3)-lipschitziemze en xo (resp.
que Df(x,) soit (8,T )-admissible) et tel que g soit J-dérivable en
f(x0). On a alors D(gof)(x0)=Dg(f(x0))oDf(x0).

Soit {) un ouvert équilibré de F, relativement auquel g est J-
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CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES E.V.T. 9

dérivable ¢ - f(xo ). Soient aussi d'une part V un voisinage de 0 € F et
d'autre part 71 un ouvert équilibré de E relativement auquel / est 8-
dérivable et (& 3')-lipschitzienne en Xo (on tient compte de la remarque

de I.3) tels qu 1'on ait:
(1) Df(xo)()+VCW.
Il s'agit alors de vérifier :

(2 tim BUxottaby))=g([(x0))

n
—
" L,

~Dg(f(x0))(Df(x0)(h,))=0

quelles que soient la suite (b, ) subordonnée a SIQI et la suite (¢,) de
[-1,1] -{0} convergeant vers 0. Or le terme général de la suite (2)

est la somme de

f(xott b )=f(x0)

g(f(x0)+1,( 1)=g({(x0))

n

(3)

t
n

/(Xo+tnbn)‘/(xo))

tﬂ

-Dg(f(xo))(

et de

(xo+t. b )= f(x0)
(4) Dg(f(x0 )y Eottn Pn ) 10

=D f(x0)(h,)).

n

La suite de terme général (4) converge vers 0 parce que [ est S-dériva-
ble en xo, relativement a QI . On observera d'autre part que (3) conver-
ge vers 0 parce que g est J-dérivable en f(xo) relativement a ( et
f(xo+t, b,)=f(x0)

qu'il existe no tel que la suite ( n>n, SOit subor-

n

donnée a J | . En effet, il existe no tel que n>n, entraine:
Q q

f(xo"‘tnbn)"f(xo)

ln

€Df(x0)(h )+V,

oy 150t taby) = [ (%0

tﬂ

1

€{), compte tenu de (1).
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10 P. VER EECKE

(/(xo+t,,b,,)-/'(xo))

Mais n>n. est alors subordonnée a j'l Q du fait
o

n
que f est (8, )-lipschitzienne relativement a QI .

COROLLAIRE 1. §i f:A~F, oo ACE, et g:B~G, oa f(A)CBCF,
sont dérivables (resp. b-dérivables, resp. c-dérivables ) aux points x, € A
et f(xo)€B, alors gof:A~G est dérivable (resp. b-dérivable; resp.
c-dérivable) en xo.

COROLLAIRE 2. Si f:A~F, ot ACE, et g:B-G, oa BCF, suppo-
sées b-dérivables respectivement dans A et BD f(A), sont de classe
¢! aux points x0 € A et f(x0)€EB, alors gof:A =G est de classe c!

en Xo.

D'aprés le corollaire précédent, gof est b-dérivable en x,, et il
s'agit donc de vérifier que
D( gof):A-L(E,G), c'est-a-dire Yo(Df,Dgof)
est b-continue en X0, ot Y :L(E,F)XL(F,G)~L(E,G) désigne 1'ap-
plication (z,v)-=vou. Puisque \/ est séquentiellement continue, il
n'est que d'observer que D[ est b-continue en xo par hypothése et que
Dgof est b-continue en xo en vertu de la remarque de 1.4; en effet,

Dg est b-continue en f(xo) par hypothése et f est b-lipschitzienne

en %o parce que b-dérivable en ce point.

1.6. Applications multilinéaires.

REMARQUE 1. Soit O un recouvrement de l'e.v.t. E, soient [/ et g des
applications définies dans l'ouvert A de E A valeurs dans l'e.v.t. F, et
soit u une application linéaire continue de F dans Il'e.v.t. G. On suppo-

se que [ et g sont &dérivables en xo €A (relativement a (). Alors

i) [+g:A~F est S-dérivable en x, (relativement & ) et on a:
D(f+g)( xo)=Df(x0)+Dg(x0).

ii) uof:A~G est &-dérivable en %, (relativement & (1) et on a
D(uof)(x0)=uoDf(x,).

REMARQUE 2. Soit f une application définie dans l'ouvert A de l'e.v.t.
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CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES E.V.T. 11

E et a valeurs dans 1'e.v.t. produit FZHIFi. Soit & un recouvrement de
i€

E, que l'on suppose borné et homothétiquement stable & moins que I ne

soit fini. Pour que [ soit 'S-dérivable en x0 €A, il faut et il suffit que

chaque pr;of:A-=F,, i€l, soit S-dérivable en x0€ A; on a alors:
Df(xo)(h)=(D(pr;of)(x0)(h)); s quel que soit heE.

PROPOSITION. Toute application multilinéaire u définie dans ['e.v.t.

produit E=E X...X Ep a valeurs dans l'e.v.t. F, bornée sur les bornés

et séparément continue, est de classe cletona:

Du(x)(b): 2 u(xlr"'ixi_lnbi,x
i=1,..00p
quels que soient x,b€E.

it1 ,...,xp)

On observe d'abord, pour x € E fixé, que 1'application

w(x) :h= 2 u(xy,ecco% _11h,x
i=L...p 1 i=1"7

de E dans F est linéaire et continue parce que u est séparément con-

i+1"”’xp)

tinue. On observe aussi que l'application x~u(x) de E dans L(E,F)
est b-continue du fait que u est bornée sur les bornés. Il suffit donc,
x € E étant fixé, de vérifier que u(x) est la b-dérivée de u en x. Quel-
les que soient la suite bornée (b,) de E et la suite (¢,) de R* conver-

geant vers 0, il s'agit de montrer:
u(x+t b )-u(x
lim ( ( n_n (=) _

n—o

> u(xl"“‘xi—l‘bni'xi+1""’xp)):O’

t, i=l.p

c'est-a-dire, # étant multilinéaire :
lim z t*(9)=1y (x;h,)=0
" ey (L))

od P,( {1,...,p}) désigne I'ensemble des parties de {1I,...,p} ayant

k(0 )22 éléments et ou on a posé

(l)ua(x:y)=u(z1....,zp) avec z;=x ,z =y, selon que €0, i€0.

Or (1) résulte de ce que la suite (u,(x;b )) est bornée pour chaque

O'ePZ({I,...,p}) et de ce que k(0 )>2 entraine lim tﬁ(”)"I:O.

n-—+ o
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COROLLAIRE 1. Soient E, F, G des e.v.t.. L'application (u,v) = vo u
de L(E,F)XL(F,G) dans L(E.G) est de classe C!.

COROLLAIRE 2. Soit u:E; X'...XEp—oF une application multilinéaire
d'e.v.t., séparément continue et bornée sur les bornés. Soit f,, i=1,...,p,
une application définie dans I'ouvert A d'un e.v.t. E a valeurs dans E;.
Etant donné un recouvrement & de E, on suppose, pour chaque i=1,...,p,
que f,:A-E; est S-dérivable en x. € A et que Df;(x0) est S-admissible.
Alors u°(/1 yeees /p)"A ~F est &-dérivable en x, et on a:

D(uo (/I,...,fp))(xo)(b):
b3 L1 (%0 Do fiog (%00 D (%0 )(B): [y g (0 )ovees [y (%0)),

1=1L,000,

quel que soit h€E.

Ceci résulte de la proposition précédente et de celle de 1.5 comp-

te tenu de la remarque 2.

I.7. Algébres semi-topologiques.

Dans ce qui suit, on appellera algébre semi-topologique toute al-
gébre associative réelle E, munie d'un élément unité 1, d'une topologie
séparée compatible avec la structure d'espace vectoriel sous-jacente et
vérifiant les conditions suivantes quant 3 la structure multiplicative:

i) L'application bilinéaire (x,y)~xy de EXE dans E est séparé-
ment continue et bornée sur les bornés.

ii) Quelle que soit la suite (xn) de E formée d'éléments inversibles
et convergeant vers I, la suite ( x;l ) est bornée.

Il résulte de (i) que (x;l) est bornée quelle que soit la suite

(xn) de E formée d'éléments inversibles.

PROPOSITION. Soit [ une application définie dans I'ouvert A de l'’e.v.t.
E & valeurs dans le sous-espace des éléments inversibles d'une algébre
semi-topologique F. Etant donné un recouvrement S de E, on suppose
que [:A~F est &dérivable en xo, € A et que Df(xo) est S-admissible.
Alors I'application f1:A~F qui a x fait correspondre f(x)~! est &
dérivable en xo etona: Df 1 (xo)(h)== f(x0)~UDf(x0)(h))f(x0) L.
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Soit () un ouvert équilibré de E relativement auquel [/ est S

dérivable en xo et Df(x,), S-admissible. Puisque l'application
b~ ~f(x0) (D f(x6)(h))f(x0)"
est linéaire et continue, il s'agit de vérifier: (1)

o+ b _1" [ ~1 -
i L b)) S (Dpea (b D) (x0) T =0

t
n —® n

quelles que soient la suite (b, ) subordonnée a SIQ et la suite (¢ )

de [-1,1] -{0} convergeant vers 0. Or le terme général de (1) égale:

-1 -1
[ = [ [ bh )= o
(2) f(x +t"b t) f(xo) +/(xo)"1(/(x +t, n) f(x ))/(xo)—I
n n

f(xo+t ﬂ) /(xo)

~f(x0)71( ; ) =D f(xe)(h,))f(x0) T =
n,
o+ b - o o+ b - 0
e fro by b )t (LRI er O )5y
tn tn
g (xo+t k) =f(x0) -
(o)1 (L B I =D f(xo)(h,))f(x0)7 .

n

On a d'une part:
f(xo+t b )=f(%x0)

lim f(x0)”(

n —®

=Df(x0)(b,))f(x0)71=0

n

en conséquence de la S-dérivabilité de [ en xo. D'autre part, on obser-

;. — S
vera que lim t z =0, ot

n —o
otth )- 0 ot 3
o = flrote b )t L Rl 0 D) oy JO )y,
tn n
ottt b - 4
du fait que la suite (z,) est bornée. En effet, (/(x nby) 10 )) est

tfl
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bornée, puisque (D f(x, )(bn )) est bornée; ceci entraine

lim f(xo+t b )=[(x0)

n —~®
et par conséquent que la suite (f(xo0+12 b ) ¥1) est bornée aussi.

On dira qu'un e.v.t. E est un b-espace si, pour toute suite (”n)
d'homéomorphismes linéaires de E sur lui- méme convergeant vers Ip,
la suite (u7!) est bornée dans L(E). On observe alors que l'e.v.t.
L(E) muni de la multiplication (#,v)~vou est une algébre semi-topo-

logique et la proposition précédente entraine:

COROLLAIRE. Soient E,F,G des e.v.t. et [ une application définie
dans l'ouvert A de E & valeurs dans le sous-espace Is(F,G) de L(F,G)
formé des homéomorphismes linéaires. Etant donné un recouvrement &
de E on suppose que f:A~L(F,G) est S-dérivable en x0€ A et que
Df(x0) est S-admissible. Alors l'application x-*/(x)—l de A dans
L(G, F) est &dérivable en x, et on a:

D(x~f(x) %0 )(b)=~f( x0) To(Df(x0)(h))of(x0)!

quel que soit b €E.

1.8. Dérivées partielles.

Soit [ définie dans l'ouvert A de l'e.v.t. produit EIX“'XEp a
valeurs dans l'e.v.t. F. Pour i€ {1,... ,p} fixé, étant donné un recou-
vrement & de E,, on dira que [ est partiellement S-dérivable (s'il y a
;éme

lieu, on précisera : par rapport au 1 argument ) en X0 € A si l'appli-

cation

x; = f(x01 reeer Xojagye Xp0 Xopin ) ,...,xop)
définie dans un voisinage ouvert de Xo; EEi, a valeurs dans F, admet
au point Xo; une S-dérivée au sens de (I.1), qu'on désignera alors par
D,f(x0) et qu'on appellera la S-dérivée partielle de [ en x, (par rapport

au 7M€ argument ).

REMARQUE. Soit f:A~F, od ACE, X--JXEP , comme ci-dessus et, pout
i=1,..,p, soit Sl. un recouvrement de E,. Si [ est 51 xmxsp -dérivable

en %o €A, alors chaque Si-dérivée partielle D, f(x0), i=1,...,p, est
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définie et on a:

Df(x0)(h)= 5 D,f(xe)(h;) quel que soit heE X...XE

poosy p '
On dira que f:A~F, ot ACE, X...XE, , est partiellement dériva-
ble (resp. b-dérivable, resp. c-dérivable, tesp. quasi-dérivable) en x, € A

© argument si [ est partiellement &-dérivable en xo, ol

par rapport au i®m
) désigne 1'ensemble de toutes les parties (resp. des bornés, resp. des
compacts, resp. des parties réduites 4 un point) de E;. On dira alors que
D,f(x0) est la dérivée (resp. la b-dérivée, resp. la c-dérivée, resp. la
quasi-dérivée ) partielle de f/ en xo par rapport au i*™° argument.

Il résulte de la remarque ci-dessus que la dérivabilité (resp. la
b-dérivabilité, resp. la c-dérivabilité, resp. la quasi-dérivabilité) de [ :
A—~F en xo0 € A entraine la dérivabilité (resp. la b-dérivabilité, resp.‘ la
c-dérivabilité, resp. la quasi-dérivabilité) partielle de f en xo par rap-
port & chaque argument.

Dans ce qui suit, pour £=1,...,p, on désigne par .(Bz. I'ensemble
des bornés du sous-espace de l'e.v.t. produit E;X...XE

p Iimage de

E;X..XE; par l'injection naturelle EIX"'XEi_'EIX"'XEp'
PROPOSITION. Soit f:A~F, od AC EIX...XEP, comme ci-dessus, F
étant supposé l.c. Pour que [ soit b-dérivable en x, € A, il suffit que f
soit b-dérivable en xo par rapport au 1°7 argment et que, pour chaque
i=2,...p, la quasi-dérivée partielle D,f:A~L(E,, F) soit définie dans

A et %i-corztinue en Xo.

On vérifie que I'application linéaire continue

b -.i=§mpDi/(xo)(bi) de EIX"'XEp dans F

est la b-dérivée de [ en xo. Pour toute suite bornée ( b ) de E1><...><Ep

et toute suite (¢,) de R* convergeant vers 0, il s'agit de montrer:

ott b _)- o
im L2 b)) s yh =0,
n—o® tn i=1,...,[7

c'est-a-dire
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o (k0 t (B By 000ess0)) =[ (%04 8y (bg i Byygye 000))
n—=®

t
n

=D, f(x0 )(h,;)=0

quel que soit i=1,...,p fixé. Pour i=1, ceci équivaut 4 la b-dérivabili-
té partielle de [ en xo par rapport au 1°* argument. Soit > 1 fixé. Pour
tout voisinage convexe fermé W de 0 € F, il s'agit maintenant d'indiquer

no tel que n> no entraine:

(1) [0+, (b by 0000000)) =f(%0+ 2, (b p oo hy g0 0.100))

n

=D, f(x0)(t b ;)et W.

n ni
Or la quasi-dérivée D,f étant fBi-continue en Xo, on observe, en
raisonnant comme dans la proposition 2 du I.4, qu'il existe 7, tel que
n>n,, 7€ [0,1] entrainent
v
X0+t (bnl ey bn (i-1)’ 0,...,0)+7’t'2 bm. €A
v
(ot bi ~b; est I'injection naturelle de E; dans E; X.'..XEP ) et
v
(D;f(xo+t,(hy,.sh, (i-1)’ 0,.,0)+ 7t b, .)
=D, f(xo+t, (b, 1smes bn(i-I)' 0,....0)))(t, b )et W.
C'est dire que, pour »>n, fixé, on a g, (7)€t W quel que
soit 7€ [0,1], on 8ni® [0,1] ~F est la fonction dérivable définie par
v
i (T)= (504t (b 1reby; 1) 0, 0)+ Tt b )=TD f(%0) (2, b )
Le théoréme des accroissements finis entraine alors g, ;(1)-g,;(0)et W,
c'est-a-dire (1).
COROLLAIRE. Pour que f:A~F, ou AC E;X..XE_, soit de classe ct,

p
il faut et il suffit que [ soit quasi-dérivable partiellement dans A par

rapport & chaque argument et que chaque D, f:A~L(E;, F), i=1,...,p,soit

b-continue.
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Il DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR

II.1. Les espaces L(E, v E i F).

Etant donnés des e.v.t. E;,....E, et F, la bijection canonique
évidente
F(E ,3(Ep..J(E,,F))... ) ~F(Ex..XE,, F)

n
entre ensembles d'applications induit un homéomorphisme linéaire de

l'ev.t. L(E;,L(E,...L(E, ,F))...) (muni de la topologie définie par
n

récurrence sur 7 au moyen de la convergence bornée) sur un sous-espace

L(E;.....E, ;F) de l'e.v.t. L, (E;.....E ;F) formé des applications

multilinéaires de E;X...XE, dans F bornées sur les bornés.Si 0 <p <n,

on a un homéomorphisme linéaire
L(E, ,...,EP;L(EP+1,..., E, ;F))-oL(EI ,....En;F)
qui & u# fait correspondre u défini par:
;-(xl,...,xn)'—"u(xl ,...,xp) (xp+1 ,..xn).

Lorsque les Ei sont tous égaux A un e.v.t. E, on écrira Ln(E;F) (resp.
L,,(E:F)) au lieu de L(E;....E ;F) (resp. L, (E;....E ;F)).
On observe que le sous-espace vectoriel Lb (EI En ;F) (resp.
L.,(E;F)) de L, (E;,..E ;F) (resp. de L ,(E,F)) formé des ap-
plications multilinéaires hypocontinues est un sous-espace de l'espace
L(E;,...,E,;F) (resp. L, (E;F)).On observe d'ailleurs que toute u de
L(E;,...,E,; F) est séparément continue et hypocontinue par rapport au
premier argument. En outre:

REMARQUE. Soit ke {2,...n} tel que l'e.v.t. E, soit métrisable ou
de Baire. Alors toute u€L(E;,...,E, ;F) est hypocontinue par rapport

au k™€ argument. Compte tenu de l'identification canonique
L(E;...E, ;F)~L(E; ,..E _;;L(E,, L(E,  E iF))),
cette propriété résulte du lemme suivant d'Analyse Fonctionnelle.

LEMME. Soient E,F des e.v.t., E étant supposé métrisable (resp. de

Baire). Pour qu'une partie HC L(E, F) soit équicontinue, il faut et il
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suffit que H soit bornée dans L_(E, F) (resp. que H soit simplement
bornée ).

11.2. S-dérivées d'ordre supérieur.

Soit [ une application définie dans l'ouvert A de l'e.v.t. produit
E=E;X..XE_ & valeurs dans l'e.v.t. F. Soit (i, ""’ip) une suite finie
de {1,.,n} et, pour k=1,...,p, soit ; un recouvrement de E,. On
définit par récurrence sur p l'existence et la valeur de la (SI""'Sp)'
dérivée partielle Dil...i /("°)€L(Ei1""' E; ;F) (s'il y a lieu, on
précisera par rapport & l'argument de multi-indice (i, ""’ip))' Cette no-
tion étant déjad définie (1.8) pour p=1, on suppose que tel est le cas
jusqu'a l'ordre p~1>0,; on dira alors que f:A—~F est partiellement
(‘51""’Sp )-dérivable en xo € A s'il existe un voisinage ouvert VC A de
xo tel que la (§,,..., Sp)-dérivée partielle Diz"'ip f(x)e L(Eiz yoer E; F)

[4
soit définie quel que soit x € V et que 1'application

Dz’ i :V—oL(El. R ;F)
20y 2 o
ainsi obtenue soit Sl-dérivable en Xo. On appellera alors (51,---,5,, )-
dérivée partielle de f en xo (par rapport & l'argument de multi-indice
(g ip) et on désignera par Di]"'ip f(x0) 1'image de la Sl-dérivée

partielle DiI (Di2'°'ip f)(xo) par I'homéomorphisme linéaire naturel

L(E;, ,L(E,,..E,
1 2

;F))~L(E; ,... E;, ;F);
I p

c'est-a-dire :
Dil"'ip fC %0 )(bp,... bp)z(DiI (Diz...ip f)(x0 )(b)(by,....h
quel que soit (bl""'bp)E Eil X...XE; .

14
Si 'Sk’ k=1,..,p, est I'ensemble de toutes les parties (resp. des

»!

parties bornées, resp. des parties compactes, resp. des parties réduites

4 un point) de Eik , on dira que [ est partiellement dérivable (resp. b-

dérivable, resp. c-dérivable, resp. quasi-dérivable) en xo par rapport a

I'argument de multi-indice (i, ""'ip) et on dira que D, . f(x0) est
11-..1

la dérivée (resp. b-dérivée, resp. c-dérivée, resp. quasi-dérivée) partielle

de f en xo par rapport & cet argument. Lorsque 7»=1 et que S désigne
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un recouvrement de E, on obtient ainsi en particulier la définition de la
S-dérivabilité d'ordre p de f:A~F en xo et de ce que l'on appellera
la S-dérivée DP/(xo)GLP(E.‘F) d'ordre p de f en xo.

Il résulte de la définition générale ci-dessus que [ est p fois
&-dérivable en xo s'il existe un voisinage ouvert VCA de xo tel que
la S-dérivée DP “1f(x)e Lp 1 (E;F) d'ordre p -1 soit définie en tout
x€V et que l'application pr-1 /:V-'Lp -1 (E;F) soit S-dérivable en
xo . La &-dérivée DP f(x,) d'ordre p de [ en xo est alors I'image de la
S-dérivée D(D?"I f)(x0) par 1'homéomorphisme linéaire canonique

L(E,L, ;(E;F))~L,(E;F).

En particulier on dira que f:A~F est p fois dérivable (resp. b-dérivable,
resp. c-dérivable, resp. quasi-dérivable) en x0 €A si [ est p fois -
dérivable en ce point, S étant I'ensemble de toutes les parties (resp. des
parties bornées, resp. compactes, resp. réduites & un point) de E; on
dira alors que DP f(x,) est la dérivée (resp. b-dérivée, resp. c-dérivée,
resp. quasi-derivée) d'ordre p de f en xo. Conformément & 1.4, on dira
que f:A~F,od ACE, est de classe CP en x,€A s'il existe un voi-
sinage ouvert VC A de x, tel que [ soit p fois dérivable en tout x€ V
et que Dpf:V-'LP(E;F) soit b-continue en xo. On dira que [ est de
classe CP si cette propriété a lieu en tout x € A, ce qui revient a dire
que [ est p fois b-dérivable dans A et que Dpf-‘A-'LP(E;F) est b-
continue. On dira enfin que [ est de classe C% si f est de classe CP

quel que soit p>0.

11.3. Linéarité; dérivées d'ordre supérieur d'applications multilinéaires.

REMARQUE 1. Soient [ et g des applications définies dans l'ouvert A4
de l'e.v.t. produit E1 ><...><En a valeurs dans l'e.v.t. F, et soient u:F -G
et v,:E/~E;, i=1,...,n, des applications linéaires continues d'e.v.t. .
Etant donnés une suite finie (7, ,...,z'p) de {1,...n} et, pour k=1,...,p,

un recouvrement Sk de Ei

, on suppose que f et g sont (51""'811).

dérivables en xo0 € A. Alors

i) f+g:A~F est(§, ,---,Sp )-dérivable en x, eton a
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DiI.,,ip(f+8)(Xo)ZDiI._'ip/(xo)+Dl.1mipg(xo).
ii) uof:A~G est (51.--..Sp)-dérivable en X, eton a

D. i (uo/)(xo)zuoDi i f(xo),'
1...p 1...p

iii) fo (vgsenv, )i(vysew, ) T(A)=F est (vi;I(SI ),...,v;:(sp ))-

dérivable en tout x5 € (vy,...,v, ) “I(xs) etona
Dil_",-p(/o(vl,.-..vn))(xc'z)=D,-1___,-pf(xa)o(vil.---.v-p)-
REMARQUE 2. Soit f:A~F, ot ACE;X..XE,_, comme ci-dessus, soit

(igse.. ), >0, ¢>0, une suite finie de {1,...,7} et soit O,, k=

'ptq

1,...,p+q, un recouvrement de Eik,. Pour que [ soit (51,...,5p+q)-dé-

rivable en xo0 € A, il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert
VCA de xo tel que [ soit (SP_H,...,5p+q)-dérivable en tout x€V et

que

i F)

f:V-L(E, . E,
: p+q

ip+1...ip+q p+1 i

soit (51 yeres Sp )-dérivable en xo. Alors

i) les applications multilinéaires D; . (D, ; [)(x0) et
p41"iptg

et Dil' f(x0) se correspondent par 1'homéomorphisme linéaire cano-

. ..1p+q
nique

L(E;, ,..,.E, ;L(E, yees E, ;F))"JL(EI.I,...,E. ;F).

TR Tk g ‘pta

i1 el e soit (bh,,.... h )e E, X...XE, , 'application
i) Quel qu 1 p+q i iyt PP

x-.Dip+1"'ip+q/( x)(bp+1""'bp+q) de V dans F

est (51,..., SP )-dérivable en xo et on a
Dil...i (x-Di [ q/(x)(bp+1""’bp+q))(x")(bl"“'bp):

p p+1Tpt
[(%0)ibyocsh, . ).

i]"'ip+q pt+q
PROPOSITION. Toute application multilinéaire hypocontinue
u:EX...XE_~F
n
d'e.v.t. est de classe C* et p>n entraine DP u=0.

Il s'agit de démontrer d'abord que u est p fois b-dérivable quel

que soit I'entier p. Ceci est déja établi d'aprés 1.6 pour p=1.Suppo-
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sons -le vérifié 4 l'ordre p~12>1 et démontrons-le & 1'ordre p. D'aprés

1.6 u est b-dérivable et on a:

(1) Du :i=1§...n[;i o u;0pra,

ou u; désigne l'application de i II "E']- dans L(E;, F) qui fait cor-
respondre, & (Xp,.cc, X, 74 X; 4700000 X, .), x;~u(xy,...x ), ou pry désigne

la projection naturelle de E;X...XE = sur j=I;I nEj et ol P:; désigne 1'ap-

plication linéaire continue v ~ v opr; de L( ]Efl, F ) dans L(51 ><...><E'Z ,F).
On observe que chaque z; est n-I-linéaire et hypocontinue, donc, en
vertu de l'hypothése de récurrence, p-I fois b-dérivable. Il résulte alors
de (1), compte tenu de la remarque 1, que la b-dérivée Du est p-I fois
b-dérivable; donc, d'aprés la remarque 2, u est p fois b-dérivable. D'autre
part p>n, c'est-a-dite p~1>n-1, entraine en vertu de la récurrence
pp-1 u; =0 quel que soit i=1,..,n, d'ou D?*"1(Du)=0, c'est-a-dire
DPu=o0, compte tenu de (1) et de la remarque 1.

COROLLAIRE. Soient E,F, G des e.v.t., F étant supposé métrisable

ou de Baire. L'application y:(u,v)~vou de L(E,F)XL(F,G) dans
L(E,G) est de classe C® etona D3y =0.

En effet, l'application bilinéaire { est hypocontinue en consé-

quence du lemme de II.1.

11.4. Dérivées et dérivées partielles.

Dans la remarque suivante, on généralise par récurrence sur p

les énoncés correspondants de I.8.

REMARQUE. Soit f:A~F, oa AC E;X..XE , comme ci-dessus et, pour
i=1,...,n, soit ‘Si un recouvrement de E;. Si f est p fois SIX... Xsn-
dérivable en xo, € A, alors, pour toute suite (il""'ip) de p éléments de

{1,....n}, [ est («Sil ,...,Sl. )-dérivable en xo et ona
r

D f(x0)(hpseshy)= 2 D ._ipf(xo)(bul,...,b ),

I <n 1
k=1,...,p

b,

quels que soient b, € E;X..XE _, k=1,....,p.
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PROPOSITION. Pour que f:A~F, oa AC E;X..XE,, définie comme ci-
dessus, F étant supposé l.c., soit de classe CP, il faut et il suffit que,
pour toute suite (i, ""'ip ) de p éléments de {1,...,n}, la quasi-dérivée

Dil"'ip f:A~ L(Eil . ...,Eip ; F) soit définie et b-continue.

La condition étant nécéssaire d'aprés la remarque précédente,
vérifions qu'elle est suffisante. Or ceci étant déja établi pour p=1 d'a-
prés le corollaire de 1.8, supposons-le vérifié a l'ordre p-1>0 et dé-
montrons-le & l'ordre p. Quel que soit i=1,...,n fixé, la quasi-dérivée
D,f:A-~L(E;,F) admet, pour toute suite (i ..., ip -1) de p-1 éléments

de {1,...,n},une quasi-dérivée b-continue

(Dif):A=L(E, ... E,

i1...1p '1,'L(E1., F)):

ceci résulte des hypothéses, compte tenu de la remarque 2 de IL.3 et de

I'homéomorphisme linéaire naturel

+E.;F).

L(E; pors By sL(Ej F))™~L(E . B
p-

L'hypothése de récurrence entraine alors que chaque quasi-dérivée D, f,

iyt

i=1...,n, est de classe C? T résulte du corollaire de 1.8 que f est
b-dérivable et , compte tenu de la remarque 2 dell.3, il reste a observer
que D/ est de classe C? 1. Or ceci résulte de ce que les D.f,i=1..n
sont de classe CP71, compte tenu de la remarque 1 de II.3 et de ce que

Dl:i:l%.,np-;iODi/' ot P-f-,- :L(E;, F)-L(E;X..XE,_,F) est l'application

linéaire continue u~uopr;.

11.5. Hypocontinuité et symétrie.

PROPOSITION 1. Soit f:A-F, od AC E X..XE, , définie comme ci-
dessus, une application partiellement quasi-dérivable en x, € A, par rap-
port a l'argument de multi-indice (i ,..., ip)' Soit ke {2,..,p} tel que
Eik soit métrisable ou de Baire. Alors I'application p-linéaire

DiI...ip f(x0): Eizx"'XEip ~F

est bypocontinue par rapport au k*™® argument.

Ceci résulte de la remarque II.1, compte tenu de ce que chaque
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;F).

D, ., f(xo)eL(E, ,..E,
p 1 p

11 1
Dans ce qui suit, on dira que f:A~F, ot ACE, est s-dérivable
en xo€A si [ est &-dérivable en ce point, S étant I'ensemble des seg-

ments compacts
[x,y)={tx+(1-t) y|0<t<1}, x€E, ye€E,

de E. On dira qu'un recouvrement de l'e.v.t. E est segmentiel s'il est
moins fin que celui formé des segments compacts. Etant donnés f:A~F ,

ot ACE, xo0€A et h,keA-x, tels que h+k€A=~x,, on pose
A2 f(x0)(h,k)=f(x0+b+k)=f(xo+h)=f(x0+k)+[(x0).
On peut alors énoncer :

LEMME. Soit f :A~F, ou ACE, une application quasi-dérivable, F étant
supposé l.c. Si Df:A~L(E, F) est s-dérivable en xo0 € A, alors

A2 f(x0 )(th, th
lim o [(xe)(th ) D2f(x0 )b, k),
t—0 t2
t#Z0

quels que soient b, k€ E.

Pour tout voisinage convexe fermé symétrique W de 0€ F et toute
suite (¢,) de R* convergeant vers 0, il s'agit d'indiquer 7o tel que
n>no entraine :

(1) D2 f(xo)(t bt k)=D?f(x0)(t b, t k)etW.

Or il existe n, tel que n>n,, 7€ [0,1] entrainent

tn(b'l-‘Tk)GA'xo, tn'T'kGA-xo et

(Df(Xo+tn7'k)"Df(xo)

tﬂ

=D(D[)(xo )(TR))(k)ELW,

(2)
(Df(xo+fn(b+7'k))"D/(xo)

t’l

-D(Df)(xe)(h+Th))(k)ESW.

En effet, il existerait sinon une suite (7,) de [0,1] et une

sous-suite (¢, ) de (¢,) telles que l'on ait
n
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Df(xot+t, (b+T k))=Df(xo
( [(xott, (b+T k)) /(x)-D(D/)(x,)(b'f-’rnk))(k)f%’w'

4

n

pour tout 7 et ceci contredirait 1'hypothése de s-dérivabilité de D[ en
X0, puisque (h+ T k) est une suite de points du segment [b,bh+k].

Les relations (2) entrainent alors:
(3) Df(xo+t,(b+Tk))€t k)=Df(xo+t, Tk)(t, k)
- sz(xo)(tnb.tnk)etiw,
quels que soient n>7n, et 7€ [0,1] . Pour tout »>n, fixé, la fonction
de la variable réelle g, : [0,1] ~F définie par
g, (T)=[(x0+1 (b+Tk))~f(x0+1t,Tk)=TD? f(x0)(t b, 1t k)
est dérivable et on a:
8,(T)=Df(xo+t, (b+Tk))(t k)= Df(xo+t Tk)(t k)
-D?f(x0 )(t b, t k),
c'est-a-dire, compte tenu de (3):
g, (T)€t2W quel que soit 7€ [0,1].
Le théoréme des accroissements finis entraine alors g, (1)-g,(0)€ tiW ’
c'est-a-dire (1) pour n>n,.

PROPOSITION 2. Soit f:A-F, ot ACE, définie comme ci-dessus, F
étant supposé l.c. Si [ est p fois s-dérivable en x, € A, alors l'applica-

tion p-linéaire DP f(x, ) : EP -~ F est symétrique.

L'énoncé étant établi pour p =2 en conséquence du lemme précé-

dent, on suppose p > 2. Il suffit de démontrer :

D? f(xo )(h,; ,...,bp):DPf(xo hpssh, _goh 15k, br+2,...,bp)
quels que soient (b, ""'bp) €E et r=1,...,p ~1. Tout d'abord, dans le
cas particulier ot 7=1, compte tenu de la remarque 2 de II.3 et de ce que

I'énoncé est établi pour p =2, il vient:
DPf(x0)(hyoshy)=D? (x=DP 2 f(x)(h3,00b ) )(%0)(hy by )
=D?(x=DP 2 f(x)( by, ) )6 )( by, by )
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=DPf(x0)(by by hg,h,).

b
Dans le cas général, ou I <r<p, on obtient, compte tenu de ce qui pré-

céde:
—pr-l 1
DP [(x0)(byseeshy )=D"71 (x=DPTHL (o) (b sy ))(%0)(byscsh y)
- Dr-l (x_,DP‘T+1/(x)(br+1,b', br+2 ”"’bp))(xo)(bl""'br-l)

=DPf(x0)(hyserbygihypgshybyginhy).

COROLLAIRE 1. Soit f:A~F o2 ACE une application p fois s-dérivable

en xo€A. Si F est Lc,alors DP f(xo):EP - F est bypocontinue.

Ceci résulte de ce que 1'application p-linéaire symétrique D? f(x,)

est hypocontinue par rapport au 1°° argument.
Compte tenu de la remarque de II.4, on peut énoncer aussi:

COROLLAIRE 2. Soit f:A=F, o2 ACEX..XE,  etoa F estl.c., une
application p fois s-dérivable en xo € A. Pour toute suite (i1....,ip) de

p éléments de {1,....,n}, I'application p-linéaire

Di1...ip f(xo ):EiIX...XEi,J -F

est bypocontinue et on a:

igenniy [(%0 ) (b1oe by )=D [(%0 W hygyrerby(y))

fo(1yiop)

quels que soient (b ""’bp JEE; X...E, et la permutation o de {1,...,p }.
1 p

I1.6. Transitivité.

Etant donnés des e.v.t. E; ""'Ep’ F et un ensemble de parties
S de E;, on généralise une définition de I.3 en disant que u est S-ad-
missible od u€ L(Ey,..., E,;F) sil'image z de u par I'homéomorphisme
linéaire canonique L(E;,...E, ;F)~L(E; ,L(E,,...E,;F)) est&
admissible au sens de I1.3. Etant donnés des entiers m,n,p >0 tels que
m<n et pS(n=m)+1, on désignera par P [m,n]p l'ensemble des suites
(a ,...,ap) formées de p sous-suites ai=(al.1 ,...,ai!ai ! ), i=1,...,p, de

(m,m+1,...,n), vérifiant o, I“I l <a, |a2 ! <..< A | a, | et telles que

(g 0y |a1 |;a21,...,ap1,...,aplapl)

347



26 P. VER EECKE

soit une permutation de {m,m+I,..,n}. On écrira Pnp au lieu de
P[I.n]p'

PROPOSITION. Soient f:A-~F, ct ACE et g:B~G, ou BC F, comme
ci-dessus avec f(A)C B. Etant donné un recouvrement S de E, on sup-
pose [ n-1 fois S-dérivable dans A et n fois S-dérivable en xo, € A.

Si n>1, on suppose que les applications multilinéaires
D"f(xo)€L (E;F) et D*{(x)eL,(E;F), x€A, k=2,..,n~1,

sont S-admissibles. Pour que gof:A~G soit n fois S-dérivable en x.,
il suffit qu'il existe un recouvrement (resp. séquentiellement stable) T
de F vérifiant les conditions suivantes :

i) f est (8,7 )lipschitzienne en x, (resp. D[(x.) est (8,F )-ad-
missible ) et, si n>1, [ est (S, 3')-lipscbitzierme en x (resp. Df(x)
est (8,7 )-admissible)quel que soit x€ A.

ii) g est n~1 fois 9-dérivable dans B et n fois 9-dérivable en f(x0).

1ii) Si n>1, les applications multilinéaires D" g(f(x0))€ Ln(F; G)
et Dkg(/(x)) € Lk(F,'G), x€A, k=2,...,n~1, sont J-admissibles.

iv) Si n>2, F est métrisable ou de Baire, @ moins que G ne soit
lc. et T segmentiel.

Quel que soit (hy,....h )€ E", on a alors:

(1) D"(g°/)(xo)(b1,---.bp),=
I"'1|

b3 p? ) 0 seees pore
(a ""'a'p)epnp g(f(x0))(D . If(x )(bo,“ ba’l ‘01 |)
p=1,...,n ..., D P f(xo)(ba ""’ba ))
vl P|a'[,|

L'énoncé étant déja établi en 1.5 pour »=1, supposons-le vérifié
a l'ordre »~12>1 et démontrons-le & I'ordre 7. L'hypothése de récurrence

entraine que go [ est n-1 fois S-dérivable dans A et que l'on a:

2 D™ (gof)= b ‘/’al___ap"(ngOf.D,al I/,...,Dlai’ l/),

(ag,..., @ )eP( -1
p={,’...,n-nl »

ou ¢1a1 o désigne l'application multilinéaire
e ay,
de Lpb(F;G)XL'al |(E,'F)X...L|ap|(E;F) dans L, _,(E;G)
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qui a (v,uI,-...up) fait correspondre wvo(ujo 770.1""' Uy o T, ); on a

désigné par 77, la projection
1

(hpreerby)=(hy semh ) de E"7! sur E
1

% 'a.. l
1
Dans le second membre de (2), chaque application D? gof:A~ LP(F,' G)
peut en effet, moyennant un abus véniel de notation, &tre considérée comme
prenant ses valeurs dans le sous-espace Lph(F’ G), compte tenu de
I'hypothése (iv) et de la proposition 1 ainsi que du corollaire 1 de IL.5.

Il s'agit maintenant en premier lieu d'observer que
-1 CA .
D" 1(gof):A~L _(E;G)
est O-dérivable en xo. Compte tenu de (2), ceci revient & vérifier que
a. a
chaque L/Jal... g oDPgof, D T'4,..,D P f) est S-dérivable en xo.
Or I'application multilinéaire \/jal"' o €st bornée sur les bornés et sé-

parément continue. D'aprés le corollaire 2 de 1.6, il suffit donc d'obser-

ver d'une part que, par hypothése, les &-dérivées
a.
D(D" ' f)(%0)€L(E,L|y |(E;F)), i=1,...p,
1
sont définies et S-admissibles, d'autre part que la S-dérivée
D(DPgof)(xo), définie et égale & D(D? g)(f(x0)) oD f(x0)
d'aprés 1.5, est aussi S-admissible. Or soit {1 un ouvert équilibré de F,
relativement auquel D(D? g)(f(x,)) est J-admissible. Il existe un voi-
sinage V de 0€ F et un ouvert équilibré QI de E relativement auquel
f est (8,F )-lipschitzienne en xo tels que I'on ait:
(3) Df(xe)(8)+VC Q.
On observera alors que D(DPg)(f(x,))oDf(x,) est S-admissible rela-
tivement a (1;. Soient en effet (h,) une suite subordonnée a SlQI et
(t,) une suite de [-1,1]-{0} convergeant vers 0. Il existe 7o tel

que 7> no entraine

f(xo‘f‘tlbn)"f(xo)

b

€D f(xo )(h,)+V;

(/(xo+tnbﬂ)-/(xo)

donc, compte tenu de (3), la suite est

>
n’n
t’l o
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subordonnée a J Q- On a:

f(xo +L,'lbn) -f(xo ))

b

D(DPg)(f(x0))(Df(x0) (b, ))=D(DPg)(f( x0))(

(xott b )=f(xo
-D(DPg)(f(xo))(/ ul "t" f(x.)
n

~Df(x0)(h,)).

Puisque

fim L2t b)) b yeh )0

n—+o tn

et que la suite

[(xot+2t b )=f(x0)

(D(DPg)(f(x0))( ))

n>n,
n

est bornée d'aprés ce qui précéde, D(DP g)(f(x0)) étant J-admissible

relativement & (0, il vient finalement que la suite
(D(ng)(f(xo))(D/(xo)(bn)))

est bornée. Il reste & vérifier (1). Compte tenu de la remarque 2 de II.3
et de I'hypothése de récurrence, ceci revient & démontrer que le second

membre de (1) égale

(4) D(x~- E ng(f(x))(Dlal lf(x)bal,,..,D'ap ,/(x)ba M xo)(by ).
|4
On a posé:
b“i:(b“il""'b“ilail) et M=|(az,...,a,)eP[;.1,
p=1,..,n1

Or (4) admet pour expression
7 Iall 7 |a'pl
(5) D(%(ﬁpO(DPgO/,baIOD frevnh , oD

[))(xo)(hy).
|4

¢p : Ly(F;G)XFP~G étant 'application (U’kl""’kp) “v(ky,ky)

et h o L I“i | (E;F)~F l'application linéaire continue

u*u(ba“,...b ).

aila.il
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On observe que les ¢p ci-dessus sont multilinéaires, séparément
continues et bornées sur les bornés. Il résulte alors du corollaire 2 de

1.6 que (5) s'écrit:
l I la, |

2(¢ (D(DPg of)(x0)(by), b, f(%0)), .. ap(D P f(x0)))
+ __12 p¢ (DPg(f(x0)) b I l/(xo))

— |a

by (D i'Ilf(xo)),D(-l;a.oD i f)(x0 )by ),
1

b, I(Dlai""lI/(xo)),...,;ap(DlapIf(xo)))) =

i+

|a|

=2 ((D(DPg)( {(xo))(D {(x0)(b1)) X D o I/(xo)bal D% !/(xo)bap)

|y | |a

+ 5 DPg(f(xo)(D' ! f(x0)bg 1uees D i-1|/(xo)ba.1'

i=l,...,p

)
|a..| | a,

(D(D " ?f)(xo)(b;))b, , D '+1|/(xo)ba ,...,Dla"I/(xa)ba))=
i i+1 »

+1 Ed %71
:%(DP g(/(xa))(D/(xa)ba(()o): D f(x")bago)""'D /(xc)b ' (0)
%
» (1)’ |a[gi)!
P VL R TP R AN Ty ()

Ceci achéve la démonstration, compte tenu de ce que 1'on a

- (0) 0 1 (1)
p=1 U P = i {(af®,..af®) (@4 D,....all),.. alP),....alp)},

ol on a posé, d'une part,
0) - — —
af® =(1), al¥=0a, pour k=1,..5p,
et, d'autre part, pour i = I,..., p:
agl):(l,a“,..., aila,-l) et agi): a, si jAi.

7
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COROLLAIRE 1. Si f:A-~F, o0 ACE, est n fois dérivable en x,€ A
et si g:B-G, oa BCF, est n-1 fois dérivable dans BD f(A) et n fois
dérivable en f[(x0), alors gof:A~G est n fois dérivable en x, dans
les cas suivants :

i)n=1;

ii)n=2 et E est normable;

iii)n> 2, E est normable, G est l.c., a moins que F ne soit métrisable

ou de Baire.

On a remarqué que les hypothéses (i) et (ii) dans la proposition

précédente entrainent, compte tenu de (I.5), que les S-dérivées
D(D" Tgof)(xo) et D(Dkgof)(x), x€A, k=1,..n-2,

sont définies. On peut alors dans la proposition précédente, et sans affec-
ter le résultat, remplacer I'hypothése (iii) par la S-admissiblité des
applications linéaires ci-dessus. Cette hypothése étant un fait trivial
quel que soit & lorsque E est normable, il vient que 1'énoncé du corollai-

re résulte de la proposition précédente.

COROLLAIRE 2. 8i f:A~F, oa ACE, est n fois b-dérivable (resp.
c-dérivable) en xo €A et si g:B—-G, ou BCF, est n-1 fois b-dériva-
ble (resp. c-dérivable) dans BD f(A) et n fois b-dérivable (resp. c-
dérivable ) en f(xo0), alors gof:A~G est n fois b-dérivable (resp. c-
dérivable) en xo, lorsque n<2 ou que l'une des deux conditions suivan-
tes est vérifiée :

i) F est métrisable ou de Baire,

ii) G est l.c..

COROLLAIRE 3. Si f:A-F, oa ACE, supposée n fois b-dérivable
dans A, est de classe C" en x, €A et si g:B-G, o2 BCF, suppo-
sée n fois b-dérivable dans BD f(A) est de classe C" en f(x,), alors
gof:A-G est de classe C" en x, pourvu que n<2, ou que F soit

métrisable ou de Baire, ou encore que G soit L. c..

Il résulte alors du corollaire précédent que gof est n fois b-déri-
vable dans A et il s'agit de vérifier que D" (gof): A ~L,(E;G) est b-
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continue en xo. Or, ceci est déja démontré pour n =1, d'aprés I.5. Dans le

cas n=2,on a:
D?(gof)=¢o(D?gof,Df,Df)+yo(Dgof,D?f),
ol
¢:L,y(F,G)XL(E,F)XL(E,F)~L,(E;G)
désigne 1'application (v, u ,u,)~vo(u;,u,), eton
Y :L(F,G)XL,(E;F)~L,(E;G)

désigne l'application (v, u)—=vou. On observe d'abord que 1'application

bilinéaire Y est hypocontinue par rapport au 1°° argument, donc séquen-

tiellement continue, ce qui entraine,
(Dgof,D?f): A — L(F,G)XL,(E;F)

étant b-continue en xo (en effet, { est b-dérivable en %o, donc blipschit-
zienne en xo, et D g est b-continue en xo, donc Dgof est b-continue en
%0), que Yo(Dgof, D2/) est b-continue en X, . D'autre part pour les rai-
sons suivantes ¢ 0(D2g of,Df,Df) est b-continue en x,: d'une part,
I'application trilinéaire ¢, parce que bornée sur les bornés et continue

par rapport au 1 argument, vérifie la propriété suivante:

lim  P(uotuy, vott b ,wotti w )=p(uo,vo, wo)

n—+®

quels que soient
(o, vo,wo)€L,(F;G)XL(E,F)XL(E,F),

les suites bornées (v,), (w,) de L(E, F), la suite (u,) de L,(F;G)
convergeant vers 0 et enfin les suites réelles (t,), (¢,) convergeant
vers 0. Puisque d'autre part ngo/ est b-continue en xo (du fait que [
est b-lipschitzienne en x, et que D? g est b-continue en f(%o))et que
D est b-lipschitzienne en xo, parce que b-dérivable en ce point, il vient
que ¢0(ngo/,Df, Df) est b-continue en Xo, ce qui achéve de mon-
trer que D2(g of) est b-continue en xo. Soit n>2; avec les notations
précédentes, compte tenu des hypothéses sur F ou G, on a:
Di(gof)=_5 Y,

(agsmeity)ePyp 1%
p=1....n

o(DPgof,D oy |/,...,D o |/)
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et il s'agit donc pour (a, ,---,ap)EPnp, p=1,...,n fixés,d'observer que

Yo

1000 %
est b-continue en xo . Or d'une part,

: G
Sbal...ap Lpb(F’ JXL

lag | la, |
o(ngole ! fresD p f)"A_.Ln(E"G)

(E;F)><...><LI (E;F)~L _(E;G)

a, |

b

. er . .
est hypocontinue par rapport au 1 argument, donc séquentiellement conti-
a

|a1|

nue. D'autre part D? gof et les D ' [ sont b-continues en Xo.

COROLLAIRE 4. Si f:A-F, ot ACE, et g:B-G, oa f(A)CBCF,
sont de classe C", alors gof est de classe C", pourvu que n<2, a

moins que F soit métrisable ou de Baire, ou encore que G soit l.c. .

11l FONCTIONS IMPLICITES

l1.1. S-dérivabilité des fonctions implicites.

On vérifie le lemme suivant de la méme fagon que la remarque 2

de I.1.

LEMME. Soit [ une application définie dans l'ouvert AX B de l'e.v.t.
produit EXF A valeurs dans l'e.v.t. G. Soit S (resp. 3-) un recouvre-
ment de E (resp. F) homothétiquement stable, J étant en outre supposé
borné. Pour que [ soit OxJ -dérivable en (xo,y0)€AXB, il faut et il
suffit qu'il existe un ouvert 'équilibré 0CA-xo de E et ue L(EXF,G)

tels que 1'on ait:

+t b ,yo+t k)= ,
tim [(Fe b yo bt by )of(xorye) 0 420,
n—=o tn n n

quelles que soient la suite (b, ) de E (resp. la suite (k,) de F) subor
donnée a S'Q (resp. a J) et la suite réedle (tn) de [-1,1]1-{0}

convergeant vers 0. On a alors u=D f( %0, yo).

On précisera, s'il y a lieu, que [ est Sx J -dérivable en (%0,7yo0)

relativement 2 () et on peut adapter les remarques de 1.6 au cas présent.
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PROPOSITION. Soit f:AXB~G, ot AXBC EXF, comme ci-dessus; soit
g:A-F, telle que g(A)C B et f(x,g(x))=0 quel que soit x€ A; soit
enfin 8 un recouvrement homothétiquement stable de E. Pour que g soit
S-dérivable en xo € A, il suffit qu'il existe un recouvrement borné et homo-
thétiquement stable J de F, tel que f soit 8X T -dérivable en (x0,g(%,))
avec Dy f(x0,g(x0))€ls(F,G) et que g soit (S, 3')-lipscbitzienne en

xo . On a alors
Dg(xo)==(D,f(x0,g(x0))) 10D [(xs,g(x0)).

Soit € un ouvert équilibré de E, relativement auquel / est Sx J -
dérivable en (xo,g(%0)) au sens ci-dessus, et relativement auquel g
est (3, J )-lipschitzienne en xo . D'aprés les remarques de 1.6, adaptées
au cas présent, on observe que l'application /:AXB-=F qui & (x,y)
fait correspondre y =(D,f(x0,g(%0))) “T(f(x,y)) est §xJ -dérivable

en (%0,g(x0)) relativement 2 . On a:
D;f(x0,g(x0))==(Dyf(x0,g(x5))) 10D f(x0,g(x0)),
D,f(x0,g(%0))=0.
Il s'agit donc de vérifier:
lim g(xott b )-g(xo0)

-
n t"

=D, f(x0,g(%0))(b,)=0,

quelles que soient la suite (b ) de E subordonnée a 5IQ et la suite

(t,) de [-1,1 ] -{0} convergeant vers 0. Or la relation précédente

équivaut a
i T(xo+t b, g(xo+t b ))=[(x0.g(x0))
n-—@ t

n
=D f(x0,g(x0))(h )=0.
Puisque D2/—'.(xo ,8(x0))=0, ceci équivaut aussi a:

-— o+ b had o
Tlxatt b, glxe)te, (ELE2E0m t") g(xo)
n

))-ﬁxo.g(xa))
lim
n—+o© t
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- (x0o+t b )=g(xo)
-D[(xo.g(xo))(bn.g AR LG Raut A8 )=0

t’l

Cette derniére relation résulte de ce que [ est 8x J -dérivable au point

(x0,8(%0)) relativement & {1 et de ce que la suite

(g(,xo+tnbn)-g(xo))

t
n

est par hypothése subordonnée a J.

COROLLAIRE. Soient, comme ci-dessus, [:AXB-G, o2 AXBCEXF,
et g:A-F telles que g(A)CB et f(x,g(x))=0 quel que soit x€A.
Soit xo0 € A tel que [ soit dérivable (resp. b-dérivable, resp. c-dérivable)
en (x0,g(x0)) et que D,f(x0,g(x0))€Is(F,G}. Pour que g soit
dérivable (resp. b-dérivable, resp. c-dérivable) en x., il suffit (resp. il
faut et il suffit) que g soit lipschitzienne (resp. b-lipschitzienne, resp.

c-lipschitzienne ) en x,.

Ceci résulte de la proposition précédente, compte tenu du corol-
laire 2 de 1.3.

111.2. 8-dérivabilité a I'ordre supérieur.

Etant donnée une suite (il'”"ip) de p éléments de {1,2}, on
np défini en

1.6, formé des (a;,..., OLP) tels que 7, =1, k=1,...,p, entrainent Iak |=

désigne par Pn;il...,z’ , oo n2>p, le sous-ensemble de P
I. On désignera par Sn(pZ) I'ensemble des suites (i;,..., ip) de p éléments
de {1,2} telles que P

et celles de II.6 on peut énoncer:

niig ... i ne soit pas vide. Avec ces notations
LEMME. Soit f une application définie dans I'ouvert A; XA, de l'e.v.t.
produit E;XE,, & valeurs dans l'e.v.t. F et soit g:A;~E, telle que
g(A;)C A,. Soit enfin 51 un recouvrement de E; tel que g soit n-I
fois 81-dérivable dans A; et n fois SI-dérivable en xo€A;. Sin>1,

on suppose que les applications multilinéaires

D"g(x0)eL,(E;;E,) et Dkg(x)eLk(EI;Ez), x€A;, k=2,...,n-1,
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sont SI-admissibles. Pour que 1'application x - f(x,g(x)) définie dans
A; CE; soit n fois Sl-dérivable en Xo, il suffit qu'il existe un recouvre-
ment 52 de E, vérifiant les conditions suivantes:

i) g est (51. 52)-lipschitzienne en xo et, si n>1, g est (51,52)-
lipschitzienne en tout x € 4.

ii) / est n~1 fois 8, x 8,-dérivable dans A;X A, et n fois 8; xS,
dérivable en (%0, g(x0))

iii) Si n>1, les applications multilinéaires
D" f(xo0,g(x0)) €L (E;XE,;F) et D*f(x,g(x)), x€ Ay, k=2,..,n-1
sont 51 X 52 -admissibles.

iv) Si n>2, E, est métrisable ou de Baire, & moins que F ne soit
4

lc. et 51 , 52 segmentiels.

On a alors:
(1) D*(x~f(x,g(x W %0 )(hyseesb )=
1 |a1|
s D pevsi 150 8(xo D B b Sé“’ glxe)bg )y

(a. o P
Y (712)11 i,
(le.-,Ip)ES p

p=L..,n

la, |
W8 b +2(D'? g(xa)b )
% %

quels que soient b, € E;, k=1,...,n
Pour n=1, I'énoncé résulte de L.5, puisque (4 ,g):A4;~E XE,

est (8,8, x8,)-lipschitzienne en xo (i A1 ~E; désignera I'injec-

tion naturelle ), et que
D(fo(jA1,g))(xo)=D/'(xo,g(xo))oD (]A 2 8)(%0)=

=D, f(xo ,g(xo))+D /(xo ,g(x0))oDg(xa).
L'énoncé étant supposé établi & I'ordre n~12>1, démontrons-le & 1'ordre

n. L'hypothése de récurrence entraine alors que fo(]A ,8) est n-1

fois 8 -dérivable-dans A; et que l'on a:

(2) D""(/o(fAl,g))=
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Zqeeel _ Ia I Ia I
-2 %i...a‘,’,”D,-,...,-fo(iArg)'D gD ),
(apa,)€p, . iy b 1

(2)
(11: i )Es(n"'l)p

p=1l...,n-1
i 'ip
ol :
b2

62) : . CF )= .
L% (EI.I,...,EI.?,F)XLIQI |(Ei1,F)x...><L|ap I(Eip'F) L, _,(E;;F)

est 1'application multilinéaire qui & (v, u ..., u, ) fait correspondre
vo(8l 7. +82(uyom. ), 8177 +82(u T, )),
ip e, T 5 1% ey R A ¢ °
a
oun M, : E'II-I - EIIe est la projection naturelle, déja définie en II.G, et ob
k

LI(JZ)(EiI""’Ei ;F) est le sous-espace vectoriel de L(Eil,...,Ei ; F)
14
qui est formé des applications multilinéaires u:E; X...XE; ~F telles

1 b
que i, =2, k=1,....p, entrainent que u est hypocontinue par rapport au

kiéme argument. Dans le second membre de (2), chaque application

D’I ..ip/°(jA1'g)"A1 —-L(El.l,...,Eip;F)
peut en effet moyennant un abus véniel de notation &tre considérée comme
prenant ses valeurs dans l'e.v.t. LEZ)(Ei ,...,Eip ;F) en vertu de la pro-
position 1 et du corollaire 2 de II.5, compte tenu de I'hypothése (iv). Il
s'agit maintenant, en premier lieu, de montrer que
D"-I(I'O(jAI.g)):AI ~L_ _(E;;F)
est Sl-dérivable en xo , c'est-a-dire, compte tenu de (2), que

igeced . |
xpal___{;p o (DiI... ipfo(]AI,g),D la1 Ig,...,D ia, Ig)

est SI-dérivable en Xo, quels que soient

(i1,...,z'p)€S (aj,ea, )€EP , p=1,...,n-1, fixés.

-1)p’

Wi
Or l'application multilinéaire ¢’a1... P est bornée sur les bornés et sépa-

n; i1,---,z

a

rément continue. D'aprés le corollaire 2 du 1.6, il suffit donc d'observer

d'une part que, par hypothése, les Sl-dérivées
D(Dlailg)(xo)eL(EI,LIai‘(El;Ez))
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sont définies et Sl-admissibles, et d'autre part que la Sl-dérivée
D(Dil ; fo (]'AI » 8))(x0), définie et égale a
sy

DI (Dil'”ip f)(xo , g(Xo ))+D2(Di1...ipf)(x° ,g(xo))ng(xo)
est Sl-admissible. Or, compte tenu de la remarque de II.4 et de I'hypothe-
se (iii), on observe que

1

D(D; . [)(xo.g(x0)) € L(EXEp L(E; v By iF)):
ik, ,

est 51 X Sz-admissible donc

Dy (Dy ..., [)(%o: g(xe)) €L(E L L(E; .y iF))

b
est SI-admissible et

}'F))
4

est Sz-admissible. Puisque g est (51. 52)-lipschitzienne en Xo, on ob-

DDty (o) €L(E L(E; E,

1

serve, comme dans le passage analogue de la démonstration de la proposi-
tion de I.6, que D, (Dil...i f)(x0,g(%0))oDg(x0) est Sl-admissible,
ce qui achéve de montrer que D(Dz’I...i /o(]'AI,g))(xo) est Sl-admis-

sible. Il reste a vérifier (1), dont le second membre égale:
> ( > D. . X0, g8 s.1¢s! b
(aI,...,ap)eP;lp [I$ik$2 l]--.:pf( 0,8(x0))( i l"‘] l a'I)
p=1...,n k=1,..,p
2 o lagl 1 /sl 2 |a, |
+8i2(D g(x")baI)""'Sip(S bap)+8ip(D L4

o 8(xe)k, )))=

S 0P fxarglra (8], 01 g,
[(al""'“ )eP [(x0 g(x0 ))(( lag | %a; g(x )ba1) ,
. P np
p=1...,n |

“Plg(x.,)ba ).

(8 B D

C'est-a-dire qu'il faut vérifier:
(3) D"(/O(iAI 1 8))(x0)(bysecsh, )=

leg |
z DP o ° D ! i ’ 4 vee
[al,...,ap)ePnP /(x g(x )N (7A1 g)( X )bal,

ol b erxarn, ).
p (]AI g)(x ) ap)
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o Y, :LP(EIXEZ,'F)X(EIXEZ)[’-'F désignant l'application multi-
linéaire, bornée sur les bornés et séparément continue
(v. kg ""'kp)"”(kz ""’kp)'
il vient, comme dans II.6 et compte tenu de l'hypothése de récurrence:
p* (fO(iAI 180 (%0 )(hyssh )=
D(x—oD"'I(IO(]'AI,g))(x)(bz,--..bn))(xo)(b1)=

— a
D( I odPfelis 1 8)ihg oD | (ig .g)--
L{al,.-,ap)eP[z’n]p p 1 1 1
p=L...,n~1

ley | . B
b 0D P iy g))) (%0 )(hy)=

|a
= b3 DPf(x0,g(x0))(D ! (7a +8)(x0)by ...
(agnay) e, ! !
p=L...,n

oy |
w D (]A .g)(xo)ba )
1 4
ce qui achéve la démonstration, compte tenu de (3).

Avec les notations ci-dessus, on peut énoncer:

PROPOSITION. Soient f[:A;XA,~F, oa A XA,CE,XE,, et g:
Ay ~E, telles que g(A;)C A, et f(x,g(x))=0 quel que soit x€A,.
Soit 51 un recouvrement homothétiquement stable de E;. Pour que g soit
n fois Sl-de’rivable en xo € Ay, il suffit qu'il existe un recouvrement bor-
né et homothétiquement stable 82 de E, tel que [ soit n-1 fois SIXSZ'
dérivable en (xo,g(x0)), les conditions suivantes étant en outre rem-
plies :

i) Dyf(x0,8(x0))€Is(E,, F) et, si n>1, Dyf(x,g(x))€ls(E,, F)
quel que soit x€ A;.

ii) Si n>1,

1
n

D“z'"in f(xo,g(x0))eL(E,, Eiz"“’E' ‘F)

et

1

b4
sont Sl-admissibles quels que soient, d'une part, la suite (i2,---,in) de

Diiyiy (%1 8(x))€L(ELE, By i F)
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n-1 éléments de {1,2}, et d'autre part, x € A et la suite (/i2 ,...,ip)de
1$p-1<n=-2 élémentsde {1,2}.

iii) g est (51 ) 52)-lipscbitzienne en tout x € AI .

iv) Si n>1, E, est un b-espace.

v) Si n>2, E, est métrisable ou de Baire, & moins d'étre l.c. et que
(51 , 52) soient segmentiels.

Les Dk g(xo), k=1,...,n,vérifient alors :

(1,) Dg(x0)==(D,f(%0,g(x0))) LoD [(x0,g(x0)),
(1 ) D™g(xe)=~(D,f(x0,g(x0)))7
1<m<ﬂ z D. . , 0
of o e, ’1""p/(x° g(x0))
4 m,zz)l..,zp
(il,...,ip)esgnp
p=2,..m
of i17Ta.1+ i2(D g xo)°77a1):---

a

8l + 82 (D
b % p

a, |
4 g(x0)om, ))).
|4
L'énoncé étant déja démontré en III.1 dans le cas n=1, suppo-
sons-le établi & 1'ordre n=1>1 et vérifions-le & 1'ordre 7. Il résulte des
hypothéses générales et de 1I'hypothése de récurrence que g est n-1 fois

Sl-dérivable dans A1 et on a, avec les notations du lemme:
D" lg=¢ _ o (Dyfolia,-8)r0o(Dyfo(js ~8)))
(2) | ou bien

D" g=d, o > WP o (D, ., folia g)

8=¢n-1 (aI....,ap)egt_I_ilmi¢41--.ap° 11...1p/° IAI g)

. . (2) b
(11,”.,11,)58”_1)?
p=2,....n-1.

D]aII |a.p]

gD g).O'o(DZfo(jAI,g))))

selon que =2 ou 2>2. Pour k>1, on a désigné par ¢, I'application
(uov)""UOH de Lk(EIIF)XL(F:Ez) dans Lk(El’EZ)

et par O l'application

u-u"l de Is(E,,F) dans L(F,E,).
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Vérifions donc d'abord que D" Tg:A;~L__ (E,;E,) est §,-dérivable
en Xxo. Puisque l'application bilinéaire ¢n_1 est bornée sur les bornés

et séparément continue, il suffit de vérifier que les Sl-dérivées
D(DIfO(jAI:g))(xa)GL(EI: L(EI, F));

D(0o(Dyfo(js +8)))(x0 JEL(E;, L(F,Ep)),

|a1 |g,...,Dl“p |g))(xo)

GL(EI’Ln"I(EI;F))

fqeeei i
D(‘/’a;...at; ° (Dil...ip/°(7A1'8)' D

sont définies et 51-admissibles. Puisque 52 est bomé et que g est
(51, 52 )-lipschitzienne en %o, il résulte d'abord de la remarque de I.3
que la Sl-dérivée Dg(xo) est Sl-admissible. Mais alors les Sl-dérivées
D(Di/o(iAI.g))(xo), i=1,2, définies et égales &

D(D; /')(xa.g(xa))oD(jAI,g)(xa)=
DI(Di /')(xo.g(xo))'f‘Dz(Di f)(xo'g(xo))° Dg(xa)

d'aprés 1.5, sont 51-admissibles, compte tenu de 1'hypothése (ii).

Puisque la 51-dérivée D(p, /°(iA1 ,8))(x0) est définie et 51-
admissible, il résulte du corollaire de 1.7, compte tenu de l'hypothése
(iv), que la 8 -dérivée D(UO(D2/°(iA1:g)))(xo) est définie et 8-

admissible. En vue de montrer que la Sl-dérivée

I"ql

i |a, |
D(ba) 5 o(D; i [o(ia, 8):D " gD P g))(x0)

est définie et SI-admissible, il suffit, compte tenu du corollaire 2 de I.G,
de vérifier d'abord que la Sl-dérivée D(Dil ; fO(]'A1 »8))(x0) est dé-
TN

finie et SI-admissible, ce que l'on voit comme pour les

D(D,-f°(7'A1,g))(xo), i=1,2,

ci-dessus compte tenu de l'hypothése (ii). Ensuite, il faut observer que

les 51 -dérivées
a.

D(D *''g)x)eL(E;,L  (E;;E,)), i=1,....p,

o,

définies en vertu de I'hypothése de récurrence, sont 51-admissibles. On a

déja remarqué que Dg(xo,) est Sl-admissible. Il résulte alors de proche
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en proche des relations (I ), m<n, établies en vertu de l'hypothése de
récurrence, que chaque D™ g(x, ), m<n, c'est-a-dire D(D™ “lg)(x0) est
Sl-admissible. Il reste a vérifier (1, ). Compte tenu du corollaire 2 de 1.6

et de ce que les

DD; i fo(ia, 8))(x0): (igomi S p=1nL,

et D(oo(D,fo (]A ,8)))(%x.) sont & ;,-admissibles, on observe que
D(D" 1 g)(x0), ¢ est-é.-dxre, d'aprés ce qu1 préceéde,

. I"‘1,
D(¢ _ b U D fef .g),D “g,.
¢n 1° (ay. ..,a )eP > 1, .K/’al...ap 11...1pf ]AI 8
11 p

s(2)
Cipeesip) 52,
p=2,....n-1

|a

, D ? g):0'°(D2/°(iA1’8))))("o)

est Sl-admissible. Le lemme entraine alors que la SI-dérivée
D"(/O(]'AI ,8))(x0) est définie et égale a

> D. . , 81 7
l-(al,...,a)ep o 11...11’/(507 g(xa))o( 11
2 14
(ipe ,zp)esf,i
l_p:],...,n
|a | !a |
+82(D ! g(xo)o'rTaI),...,SiI Wap’fsfp(’) p glxo)omy ).

Puisque /o(]'AI.g)=O. il vient :

sz(xo,g(xo))ODﬂg(xo) (O~1 ,a. )%P y il_“ip/(xoyg(xo))
J 1 p
(2
(11: ’1[7) [ p)
p=2,..

|a
o(8! my +87 (D1 |g(xo)°71a1):---.8i1 Ty + 5"21>(D o lg(xo)O’fTap))

p P
=0,
do (1, ).

Le corollaire de III.1 admet alors l'extension suivante & ['ordre
n>1.
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COROLLAIRE. Soient f:AXB-G, ou AXBCEXF et g:A~F telles
que g(A)CB et f(x,g(x))=0 pour tout x€ A. On suppose que [ est
n>1 fois c-dérivable (resp. b-dérivable; resp. dérivable, E étant supposé
normable dans ce dernier cas) en (xo0,g(x0)) €AXB et n-1 fois c-
dérivable (resp. b-dérivable, resp. dérivable) dans AXB. On suppose
aussi que D2 f(x,g(x))els(F,G) quel que soit x€ A, et enfin que F
est un b-espace et, en outre, si n> 2, métrisable, de Baire ou l.c..
Pour que g soit n=1 fois c-dérivable (resp. b-dérivable, resp.
dérivable ) dans A et n fois c-dérivable (resp. b-dérivable, resp. dériva-
ble) en xo, il faut et il suffit que g soit c-lipschitzienne (resp. b-lips-

chitzienne, resp. lipschitzienne ) dans A.

l11.3. Fonctions implicites de classe C”.

PROPOSITION. Soient f:A;XA,~F, o2 A XA,CE;XE, et g:A ~E,
comme ci-dessus, telles que g(A;)C A, et f(x,g(x))=0 quel que soit
x€A;. On suppose que [ est n fois b-dérivable dans A X A,, de classe
C" en (x0,8(x0))€A; XA, et que D,[(x,g(x))€lIs(E,,F) quel que
soit x € AI . On suppose en outre les conditions suivantes:

i) si n=1, l'application u-u"! du sous-espace Aut(F)C L(F)
dans L(F) est séquentiellement continue, & moins que F ne soit un
un b-espace métrisable ou de Baire.

ii) Si n>1, on suppose que F estun b-espace.

iii)Si n>2, on suppose que F est métrisable, de Baire ou l.c..

Alors g est n fois b-dérivable dans A, et de classe C" en x, si

et seulement si g est b-lipschitzienne dans A,.

La condition étant évidemment nécessaire, vérifions qu'elle est
suffisante. Il résulte du corollaire de III.2 que g est n fois b-dérivable
dans A ;. Il s'agit de vérifier que D" g:A ~L (E;;F) est b-continue
en Xo . Soit d'abord »=1. Avec les notations de III.2, on a:

(1) Dg=¢1°(D1f°(7'A1'8)'U°(D2f°(7'AI'g)))'

On observe que D,-/O(]'AI ,8), i=1,2, est b-continue en %o, parce que,

par hypothése, Df, et donc D;f, D, sont b-continues en (xo,g(x0))
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-1

et que (]'Al,g) est b-lipschitzienne en xo. Si l'application u~u de

Aut(F) dans L(F) est séquentiellement continue, alors
(DI/o(jAI,g),O'o(DZ/o(jAI,g))):AI-oL(EI,F)XL(F,EZ)
est donc b-continue en xo et par conséquent aussi D g, compte tenu de
(1) et de ce que
¢, L(E;,F)XL(F,E,)~L(E;,E,),

hypocontinue par rapport au second argument est séquentiellement conti-
nue. Si F est un b-espace, alors d'une part I'image par O de toute suite

convergente est bornée, et
b, °(D1f°(]'A1 .g),UO(szO(]'AI,g)))
est encore b-continue en %o, pourvu que E, soit métrisable ou de Baire,
parce qu'alors ¢; est aussi hypocontinue par rapport au 1°* argument en
conséquence du lemme de II.1.
Sin=2, ona:
(2) ng=¢2(¢o(DZ/o(jAI,g),Dg,Dg)),ao(02/o(;'AI,g))),
ol
W :Ly(E,XE,; F)XL(E;,E,)XL(E; ,Ey)~Ly(E,;F)
est l'application qui & (v, u;,u,) fait correspondre

(b hy)=v((huyby)), (by, uylby))).

Puisque d'une part D? /O(JAI ,g) est b-continue en Xo Vu que (7A , g)
est elle b-lipschitzienne en xo et que D2f est b-continue en o, et que
d'autre part Dg est b-lipschitzienne en xo parce que b-dérivable en
%o, on observe, comme dans le passage analogue du corollaire 3 de IL.G,
que y o(D? f°(]A .8),Dg,Dg) est b-continue en xo . Il résulteducorol-
laire de 1.7 et de la b-dérivabilité de D?fo (7A ,g) en Xo que

oo(D,fo (]AI ,g)) est b-denvable en Xo,

donc b-continue en ce point. Puisque ¢2 est séquentiellement continue, on
observe alors, compte tenu de (2), que D2g est b-continue en Xo .

Dans le cas général oi 7> 2, on a, avec les notations de II1.2:
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[P §
Z ] 4 D. . O(' , )
Pe=é 0((‘1 a )eP . . WGI...apo( 11-..zp/ 7A1 8/»
retpl nsig ey
(11: :1 )€S(2)
p=2,..
8reees g,00 2/0(]A1'g) .

La b-continuité de D" g en xo résulte alors de la continuité séquentielle
de &, , de la b-continuité en xo de Oo(D,fo (’AI »g)), déja observée

4

ci-dessus, de la continuité séquentielle des ¥, 1 _a » de la b-continuité

en %, des Dil i /0(jA1,g) et enfin des D “ g, b-dérivables en xo
A

puisque I a; l<n.

COROLLAIRE. Soient f:AXB-G, ot AXBCEXF, et g:A~F telles
g(A)CB et f(x,g(x))=0 quel que soit x € A. On suppose que F est
un b-espace l.c. métrisable, que f est de classe C" dans AXB et que
D,f(x,g(x))els(F,G) quel que soit x € A. Pour que g soit de classe
C" dans A, il faut et il suffit que g soit b-continue et quasi-lipschitzien-

ne dans A.

La condition étant évidemment nécessaire, vérifions qu'elle est
suffisante. Du fait que g est quasi-lipschitzienne dans A, il résulte de
III.2 que g est quasi-dérivable dans 4 et on a:

(1) Dg=¢1°(01/°(fA1rg):Uo(sz9(7'A1»g)))

avec les notations définies ci-dessus. Compte tenu de la proposition pré-
cédente, il n'est que de vérifier que g est b-lipschitzienne dans A. Il
suffit & cette fin de montrer que g est b-dérivable, ce qui revient & mon-
trer que la quasi-dérivée D g est b-continue, compte tenu du corollaire de

la proposition 2 de 1.4, F étant l.c..Puisque F est métrisable,
¢, L(E,G)XL(G,F)~L(E,F)

est hypocontinue par rapport au 1 argument; donc il s'agit, compte tenu '
de (1) , de vérifier

(2) lim D;f(xo+t, b ,g(xo%+ 8, b ))=D;f(x0,g(%0)),

n- ©

et que la suite
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(3) ((Dy f(xo+1,b, . g(xo+1,h ))"]

est bornée, quelles que soient la suite bornée (bn) de E et la suite

(t,) de R* convergeant vers 0. Or par hypothése on a

lim g(xo+t,h,)=g(x0).

n—wo
Puisque F est l.c., métrisable, il existe alors une suite bornée (kn) de
F et une suite réelle () convergeant vers 0 telles que (g(xo+t,b ))

soit la suite (g(x0)+¢ k ). Pour i=1,2, on a alors:

Lim D, f(xo+1,b,,g(x0+1,b,))=

n-o !

t t
lzm D /(xo +t;(_n)bn ;g(xo)"'t:‘(—ll‘)kn):Dl/(xo' g(xo ))l
tr t

n n
parce que D[ est b-continue; on a posé t"'1=max(|tn I. lt;l). On a ainsi
vérifié (2) et aussi, F étant un b-espace, que la suite (3) est bornée, ce

qui achéve la démonstration.

Supenaunt mibi, quae acribam, sed parca aciens;
Primum, esse ne tibi didear malestian,
Distringit quem multarum nerum Qarietas

Dein, si quia eadem farte canasi 2alit

Halere ut possit dliquid operia residui.

Phidre (Fables, 111, epilague)
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(3]

(4]
(5]

(s]
(7]
(s]

[s]
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