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REMARQUES SUR LES MACHINES ET LES STRUCTURES*

par René GUITART

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Vol. XV- 2

L’ idée essentielle que l’on voudrait dégager ici est que la théorie

des structures pourrait être fondée sur la notion de machine (la donnée

d’un type de structure T s’assimilant à la donnée d’une machine uT,
et un modèle de la théorie ’r dans la théorie T’ étant la donnée d’un mor-

phisme de u , vers uT,). Pour suggérer ce fait on indique au paragra-
phe 4 comment quelques présentations de la notion de structure (telles
les théories des esquisses et des algèbres de monades ) se réduisent à la

fabrication de machines particulières; on donne à ce propos des construc-

tions basées sur la notion d’ébauche [81, une ébauche étant la donnée

d’endomorphismes locaux sur une catégorie, i.e. un type spécial de ma-

chine. Les variations qui suivent sur le thème des monades et de la re-

présentation des structures (R-algèbres, J-ades, submonades, ... ) sem-

blent utiles en soi à cause des nombreux exemples que chacun peut en

trouver, mais sont surtout destinées à cerner les problèmes qu’il est uti-

le d’aborder dans le contexte des machines; ces questions ont fait l’objet

d’exposés plus détaillés au Séminaire Bastiani-Ehresmann durant l’année

1972-73, et les exemples intéressants proviennent de [lOb] et [10c].

En réalité les diverses théories des structures que l’on connait

actuellement sont basées ou bien sur la théorie des relations ( e.g. théo-

ries formelles du ler ordre ), ou bien sur la théorie des catégories (e.g.
monades, esquisses ), de sorte que, si l’on en envisage une synthèse dé-

cente, il est naturel d’abord d’en placer les ingrédients (relations, caté-

gories, ... ) dans un même contexte simple. Pour cela il convient de dé-

velopper une théorie abstraite des relations dans une catégorie quelcon-

que ( voir à ce sujet [10c]), puis de particulariser à cat: or précisément
il semble que les machines soient aux catégories ce que les relations sont

aux ensembles. Ceci se conçoit aisément si l’on note la forte analogie

Conférence donnée au Colloque d’Amiens 1973.
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entre la suite

"Ens / topos / monade des parties)

et la suite

a / di-topos ou 2-topos / bi-monade des diagrammes) 

La recherche d’une monade involutive (cf. [10c]) sur la caté-

gorie Cat «analogue» à la monade des parties sur la catégorie Ens est
en fait la raison qui nous a conduit à la bi-monade iÎÎ (paragraphes 1 et

2 ) (pour finalement aboutir à la monade involutive 2(-) sur Cat). Et puis
l’examen de la catégorie de Kleisli de -0 a montré qu’un morphisme de

cette catégorie était un bon outil étendant, à la fois, le concept de machi-

ne avec sortie utilisé en théorie des automates, et le concept d’ébauche

avec lequel nous avions travaillé antérieurement [8] pour essayer de faire

une synthèse entre le point de vue des esquisses et celui des espèces de

structures et catégories d’opérateurs. On pourrait noter que les distribu-
teurs (ou bi-modules généralisés ) sont plus précis que les machines,

surtout parce que leur composition O est plus « fine » , mais on rencontre

néanmoins de nombreuses situations naturelles ( en Analyse par exemple,

cf. [141) dans lesquelles se présentent des spans A F K- G B où F

est une fibration mais où G n’est absolument pas une cofibration.

Aux paragraphes 1 et 2 donc, on construit la bi-monade g), en ré-
alité remarquée déjà par d’autres auteurs ( [11] et [13]), mais en ba-
sant la démonstration sur la proposition 1 de manière à préparer une cons-

truction analogue dans éventuellement d’autres bi-catégories que C-zd. On

démontre que sa bi-catégorie de Kleisli est isomorphe à la bi-catégorie
des machines avec sorties, où la composition se fait par produits fibrés.

Comme on a ensuite en vue l’étude des structures à l’aide des

machines, afin d’avoir des théorèmes d’existence de structures libres, on

donne au paragraphe 3 une généralisation de 1"extensions de Kan appelée
extension de Kan avec paramètres, car l’on récupère l’extension ordinaire

lorsque les foncteurs «paramètres» considérés ( p , et p ) sont tous cons-
tants sur 1 .
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On a expliqué plus haut ce que l’on trouve au paragraphe 4.

Les résultats des paragraphes 1 , 2 et 3 ont été résumés dans une

conférence en juillet 73 ( [9b] ) et une note ( [9a] ). Pour le paragraphe
4 et encore le 3 on en trouve des traces dans une conférence de Septem-
bre 72 à Varna ( [8]).

1 . Diagrammes et produits croisés ............................................................ 4

2 . Machines et diagrammes ............................................................ 10

3 . Extension de Kan avec paramètres ...................................................... IR

4. Ebauches et types de structures ...................................................... 23
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1. Di agrammes et produits croisés.

Soit Il et ’U deux univers tels que Heit et que U C U, Cat et
Cat les catégories correspondantes de foncteurs, et Cat la sous-catégo-
rie pleine de Cat ayant pour obj ets les catégories C telles que pour

tout c , c E |C| (classe des objets de C) on ait HomC(c,c’)EU.
Pour tout A E |Cat|, soit DAE |Cat| la catégorie ayant pour

objets les foncteurs p : X -&#x3E; A où X E |Cat|, et où un morphisme de p
vers p’ : X’ -&#x3E; A est un couple (f , l) , où f : X -&#x3E; X’ est un foncteur et l : 

p -&#x3E; p’ . f une transformation naturelle. La composition est définie par

On note dA le foncteur de DA vers Cat qui à (f, 1) associe f . Si F:

A - B est un foncteur, on note d F le foncteur de D A vers D B défini

par la composition avec F à gauche. Ainsi on a D 1 = Cat et, A dési-

gnant l’unique foncteur de A vers 1 , on a dA = D AV.
Le couple (DA , dA) sera désigné par D A , et l’application asso-

ciant D A à A détermine un foncteur D : Cat -&#x3E; Cat/ Cat que l’on appelle

foncteur diagramme. (W Cat est la catégorie des flèches de Cat au-

dessus de l’objet Cat de éa1.)
Soit X E |Cat| et n : X -&#x3E; Cat un foncteur. La catégorie produit

croisé [2] de n, notée K n, a pour morphismes les triplets ( z , f, u )

où fEX, uE 17T( a ( f )) | et zEn(B(f)), avec n(f)(u)=a(z) source de
z . La composition y est définie par

le composé étant défini si et seulement si u’=B(z) ( but de z ) . On note

kn le foncteur de Kn vers X qui à (z, f, u) associe f.
Si n’ : X’-&#x3E; Cat est un foncteur où X’E |Cat|, G : X -&#x3E; X’ un fonc-

teur et X : .. 7T- 7T’ . G une transformation naturelle, on définit le foncteur

KG, X&#x3E; de K7T vers KTr’ par:

En particulier, si l’on se restreint aux X, X’ E 1 Cat 1 , on voit que
K- détermine un foncteur noté K1;DCat-&#x3E;Cat. De même (si À. est l’i-
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dentité ) on voit que K- détermine un foncteur noté K : Cat/ Cat - Cat,

que l’on appelle foncteur produit croisé.

REMARQUE. Si X est fixé et si l’on regarde les (G, X), où G est l’i-

dentité sur X , en associant à 7T: X - Cat le foncteur kn et à À: 7T- 7T’

le foncteur KIdX,X&#x3E;, on détermine un foncteur k (X) : CatX -&#x3E; Cat/X.
En associant à tout foncteur M: Y -&#x3E; X où X , Y E 1 Cat | le foncteur M § :

X - Cat dont la valeur en x E 1 X | est la catégorie comma (M , x), on dé-

termine un foncteur (-)§(X):Cat/X-&#x3E;Cat X. Si X E 1 Cal l, alors k(X)
est en fait à valeurs dans Cat/X.

PROPOSITION 0 ( J. GRAY ). Si X E |Cat|, le foncteur 

est adjoint à droite au foncteur (-) § (X) : Cat/X -&#x3E; CatX .

On trouvera la démonstration dans [7]. Nous indiquons ce résultat uni-

quement pour que le lecteur ne le confonde pas avec la proposition 1

ci-dessous. La proposition 0 ne sera jamais utilisée dans ce travail.

On désigne par P1 et P2 les foncteurs- de Cat vers Ens asso-

ciant à une catégorie C E | Cat 1 l’ensemble 1 ci de ses obj ets et l’en-

semble C de ses morphismes, par P’1 et P2 leurs adjoints à gauche.
Pour un foncteur n : X -&#x3E; Cat avec XE 1 Ca | on note Hn la caté-

gorie K (P’1 . P1 . n) ; ses morphismes s’identifient aux couples

la composition étant définie par

si et seulement si u’ = (f) (u). On désigne par h n: H-&#x3E;Kn le fonc-

teur qui à (1, u) associ e (n(f)(u),f,u).
Si n, n’ : X -&#x3E; Cat sont deux foncteurs de source X E C.1 , la

donnée d’une transformation naturelle t : n- 7i équivaut à la donnée d’un

morphisme plat de k 77 vers kn, c’est-à-dire d’un foncteur T: K n’" K 71’

tel que kn’.T=kn et que T . h7T factorise à travers hn’. ( Si t est don-

née, on lui associe T’ = K IdX , t &#x3E; ; autrement dit T est défini par
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P R O P O SI TI O N 1 . L e foncteur K : Cat/Cat-&#x3E;Cat est adjoint à gauche
au foncteur D : Cat-&#x3E; Cat/Cat.

D E M O N S T R A T IO N . Soit 7T: X - Cat un foncteur, avec X E |Cat|. Pour

tout e E 1 X 1 notons ie : n(e)&#x3E;- Kn le foncteur associant ( z , e , a, (z))

à z E n(e) , pour f : e -&#x3E; e’ dans X désignons par Xf:i e -&#x3E; ie.n (f) la

transformation naturelle définie pa!

pour

On définit le foncteur 17T: :X-DK7T en associant 1,(e)-i e à e E | X| 
et à f : e - e’ E X le morphisme dans D K TT de ie vers ie. déterminé par

le couple (n(f), Xf). On vérifie que dKn. ln = n , de sorte que 1 7r dé-
termine un morphisme noté L TT dans Cat/ Cat de n vers dK7. 
Montrons que (K7T, Ln) détermine Kn comme D-structure libre sur 7T -

Soit Y E 1 ea.t | et O : X -&#x3E; DY un foncteur tel que n=dY.O. On pose
B1

et on cherche un unique , Pour

Kn on a, avec f : e -&#x3E; e’ ,

de sorte que

Donc un foncteur F : Kn -&#x3E; Y est complètement déterminé par les compo-
sés

pour tout

Or si l’on regarde S F . 1 lu on a , pour e 6 j |X| :

et, pour

soit pour
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Ainsi O étant donné comme plus haut, O est nécessairement unique et

défini par

ou encore, pour

ou

Il reste à vérifier que 4Y est bien un foncteur, ce qui est facile, compte-
v

tenu de la fonctorialité des O (e) et de la naturalité des O(f).

Notons comme corollaire que, si X et Y E 1 Ct 1 et si G : X -&#x3E;D Y

est un foncteur quelconque, il lui est associé un foncteur

où K ( dY . G ) est la catégorie produit croisé du foncteur dY. G ; X - Cat
(à ne pas confondre avec le foncteur K  dY . G , Id&#x3E; de K ( dY . G ) vers

K(IdCat)). Ce foncteur G sera noté désormais KY G . 
En particulier si X E |Cat|, alors

Soit deux

foncteurs, et (F,O):-G-&#x3E;G’ un morphisme dans D2 Y . Donc F est un

foncteur de X dans X’ et (D une transformation naturelle de G vers

G’ . F ; O (e), pour tout e E |X|, consiste en un morphisme (fe, Oe) dans
DV de G(e) vers G’ . F ( e ) , d’où le morphisme ( K  F , dY . O &#x3E; O ) de
Ky G vers Ky G’ dans S y que l’on notera Ky  F, O &#x3E;, en posant

PRO POSITION 2 . En associant KY F, O&#x3E; à tout ( F,O) de D2 Y, on

détermine un foncteur et en associant à tout Y E | Cat| 
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le foncteur KY, on détermine une transformation naturelle K : D2-&#x3E; D.

La vérification est aisée, nous ne la donnons pas ici.

Par ailleurs, pour tout Y E |Cat|, on désigne par U Y le foncteur

de Y vers S Y qui à e E |Y| associe UY(e):1-&#x3E;Y: à f de
e vers e as socie le morphi sme (Id1 , f) de U Y ( e ) vers U Y ( e’ ) défini

par f I = f . Il est clair qu’en associant ainsi à tout Y le foncteur U Y on
détermine une transformation naturelle U : IdCat-&#x3E;D.

Si F : A -&#x3E; Y est un objet de DY, UDY(F):1 -&#x3E;DY est le fonc-

teur constant sur F et est le foncteur dé-

fini par

Si, pour tout A E |Cat| , on désigne par -IA l’isomorphisme de A sur

1XAX1, l’application de D Y dans lui-même qui à F: A - Y associe

F . yA 1 détermine un isomorphisme Ày de D Y sur S Y et on a

Enfin si l’on compare KY . D Ky et KY . K Dy on constate qu’ils sont

égaux à un isomorphisme près:
Soit F : A -&#x3E; D2Y un objet de g)3 Y; désignons par T F l’ensemble

de s tripl et s ( a , b , c ) , où

En notant H1 et H2 les sources de (KY . DKY)(F) et ( K y . KDY)(F)
respectivement, on voit que

et que

On a ainsi une bijection entre 1 Hl et |H2| , qui se prolonge en un iso-

morphisme wF : H1 -&#x3E; H2 , et on a

En fait w détermine entre Ky . 9 Ky et KY.KDY un isomorphisme na-
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ture 1.

PROPOSITION 3. D =(D, U, K,X, w) est un triple «à isomorphisme

près» .

Cette proposition signifie que, si l’on désigne par CAT la caté-

gorie quotient de (2cd par la congruence qui identifie deux foncteurs

s’ils sont naturellement isomorphes, alors D induit un triple dans CAT

(via les isomorphismes naturels k et w ) .

Pour cette notion de triple «à isomorphisme près» on pourra aussi

se reporter à la définition de A. Kock d’une À -monade [11]; nous ne

détaillerons pas plus ici.

Il n’y a néanmoins aucune difficulté à parler de la «catégories de

Kleisli du «triples D, qui n’est donc qu’une catégorie " à isomorphisme

près s, que l’ on notera diag , et dont un morphisme sera appelé une f a-
mille de diagrammes. En fait, si F, G : A - B sont deux foncteurs et t:

F-G une transformation naturelle, on définit Dt : DF -&#x3E; DG en posant:

Ceci assure le caractère « doctrinal" de D, dont la «catégorie» de Kleisli

apparait donc comme une bicatégorie, notée DIAG . Il parait naturel de

dire que D est un bi-tripl e dans ea.t. La première loi de composition
dans DIAG ( celle provenant de diag ) sera notée o et la deuxième sera

notée oa, comme la composition longitudinale des transformations natu-
relles. Pour mémoire la composition « 0) dans DIAG se fait suivant le

schéma
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et la formule: t’ o t = Kz . 9 t’ . t .

REMARQUE. Le bi-triple D est complètement décrit par la donnée de g),
de K1 et de U1, car pour tout P E |Cat|, les deux diagrammes

sont des produits fibrés. En fait, pour P, Q E 1 eall et pour F

quelconque, les deux carrés du diagramme

sont cartésiens.

2. Machines et diagrammes.

Soit E un ensemble ( appelé ensemble des états ), M et N deux

monoioes (dont les éléments sont appelés respectivement signaux d’en-

trée et signaux de sortie ) . Une machine d’entrée M et de sortie N sur

l’espace E est la donnée d’une action 77 MXE -&#x3E; E sur E et d’une appli-
cation S : MXE -&#x3E; N telle que

et que S ( u , e ) = u’ , u et u’ étant les unités de M et N .

La donnée de n équivaut à la donnée d’un foncteur 7T’ M -&#x3E; Ens

défini par

ou encore à celle du foncteur P’1n.n’ = n: M -&#x3E; Cat. On a alors la catégo-
rie K 17 ( qui dans ce cas est isomorphe à H n) et le foncteur kn: Kn-&#x3E;M.
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La donnée de 7T équivaut à celle de la loi de composition de la catégorie

Kn, et la donnée de S revient à la donnée d’un foncteur, encore noté S ,

de K 7T vers N . Finalement la machine (M , N , E , n, S) = M est représen -
tée par le diagramme

DEFINITION 1 . Soit M et N deux catégories. On appelle machine d’en-

trée M et de sortie N la donnée d’un couple

M = (7T, S), où n:M-&#x3E;Cat et S:Kn-&#x3E;N

sont deux foncteurs. La machine sera dite discrète si 7T est en fait à

valeurs dans Ens.

DEFINITION 2. Soit M=(n,S) et M’=(n’, S’) deux machines d’entrée

M et de sortie N . Un bimorphisme de M vers M’ consiste en la donnée

d’un couple (T, O), où le foncteur T: K 7T - K 7T’ est un morphisme’plat
de kn vers kn’ et où O: S -&#x3E;S’. T est une transformation naturelle.

sont deux machines (M d’en-

trée M et de sortie N , N d’entrée N et de sortie P ) où M, N , P E Cat | ,

la machine composée N . M s’obtient par un produit fibré canonique:

M étant déterminé par (kn, S) et N par (kn’, S’), il s’agit de vérifier

que ( k - S* k n’ , S’ . k*n, S) détermine une machine d’entrée M et de sortie

P ; pour cela il faut trouver un

ce qui résulte des lemmes 1 et 2 ci-dessous.

Les machines d’entrée et sortie des éléments de 1 et | s’orga-
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nisent avec la loi. en une catégorie «à isomorphisme près» notée mac .

Par ailleurs si M = (n, S), M’ = (n’, S") et M" = (n", S") sont des ma-

chines d’entrée M et de sortie N, si (T,O) est un bimorphisme de M

vers M’ et (T’ 1 ¥’) un bimorphisme de M’ vers M", on définit le com-

posé (T’, O)1&#x3E;(T,O) comme le bimorphisme (T’ . T, (O’.T)HHO) de
M vers M" , comme on voit sur le dessin.

L’ensemble des bimorphismes entre machines éléments de mac est noté

MA C .

PROPOSITION 4. Muni des deux lois. et 1&#x3E; l’ensemble MAC devient

une hicatégorie. 

THEOREME 1. Les deux bicatégories DIAG et MAC sont isomorphes.

La proposition 4 et le théorème 1 résulteront des propositions
5 et 6 et des lemmes 1 et 2 ci-dessous.

PROPOSITION 5. La donnée d’une machine M= (n, S) d’entrée M et

de sortie N équivaut à la donnée d’un foncteur uM : M -&#x3E; D N .

En effet, d’après la proposition 1 la donnée de S : K 7T - N revient

à la donnée de AL : M ... g) N tel que dN . u = 7T (et donc, si u est donné

on retrouve n = dN .u, puis Kn, enfin S = KN u). u est donné par

u =DS. ln.
Pour prouver que k 7T - S*ke est de la forme kE ( voir plus haut )

notons d’abord que S*kn’ = kn’ . S : ceci résulte du

L E MM E 1 . Dans le diagramme ci-contre où TT’ . G = n, le carré supérieur
est un. produit fibré.
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COROLLAIRE. Désignons par Càt la catégorie K(IdCat) produit croisé

du foncteur identité de Cat vers Cat , et par kld = k o le foncteur ca-

nonique de Cal vers Cat . Alors pour tout X E |Cat| et 7T:X-Cat on a
kn = n*ko.

On trouve le corollaire dans Gray [7]. La vérification du lemme

et du corollaire est immédiate.

Pour trouver e ci-dessus on est donc ramené à prouver le

L E MM E 2. Soit X E 1(?,ail, 7T: X ... Cat et p: K 7T-- Cat deux foncteurs;
soit 17T X-&#x3E;DKn le morphisme défini dans la proposition 1, et soit K 1 :
D(Cat)-&#x3E; Cat la multiplication du bi-triple D au point 1 . Alors on a

La preuve est sans surprise. Disons seulement que l’on a un iso-

morphisme de K p sur K(K1 . Dp. ln) en associant à (Z, (z, f, u), U) de

K p l’élément 

avec u’ = p ((n(f)(u), f , u))(U). Ainsi à isomorphisme près la machine

composée N.M de M = (n , S) et N = (n , S’ ) est le couple

En désignant par Span la catégorie « à isomorphisme près s des spans

(ou angles) de ea.t, où la composition est définie par produits fibrés,
on vient de montrer que l’ensemble mac forme une « sous-catégorie) de

Span , notée donc mac .

PROPOSITION 6. Les deux catégories « à ispmorphisme près» diag et

mac sont isomorphes.

D’après la proposition 5 , en associant J..L M à M on établit une
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bijection de mac sur diag . Il faut vérifier que celle-ci est compatible
avec les compositions dans mac et diag . Soit

on a

il nous faut établir, puisque g) S . ln = u, que

c’est-à-dire

Remarquons d’abord, pour simplifier les formules par la suite, que

En effet,

et, pour toute catégorie P , on a

K 1 . g) d p = d p . Kp ,
de sorte que K1 . Dn’ = d p . K p . g) v et

K . Dn’ . u = dP . KP . Dv . u = dP.(vou).
Ceci dit, la formule que l’on a en vue s’écrit, compte tenu de la valeur

de v : 

Or KP . D2 S’ ~D S’. KK n’ (naturalité de K ) et il vient à prouver:

pour cela il suffit que

il s’agit donc du foncteur obtenu par la proposition 1 à partir de
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c’ est-à-dire de k*n.Y : K(n’ . Y) -&#x3E; Kn’. Si Y’ : A’ -&#x3E; N est un autre objet
de SN et ( F , 4Y ) un morphisme de Y vers Y’, avec les notations intro-
duites après la proposition 1 , le morphisme (KKn’.Dln’)(F,O) est

égal à (KF, n’.(O &#x3E;, A), où A est défini par

pour tout a E |A|.
Soit maintenant m:x-yEM et posons u(m) = (F,O). On vient d’ex-

pliciter KKn’.Dln.u(m). Calculons D(k*n,S).ldP. (vou)(m):
Dans le lemme 2 on a indiqué comment les catégories

étaient isomorphes. Si x6 |M|, ix étant l’injection canonique de n(x)

dans K7T, compte tenu des lemmes 1 et 2 on peut vérifier que

et puis que

ou encore k*n’((DS . ln)(x)) soit k*n,(u(x)). La vérification complète
sur les morphismes m est longue mais sans difficultés particulières.

NOTA. Si n: X -&#x3E; Cat est un foncteur,- on aura remarqué ci-dessus le fonc-
te ur k*n : DX -&#x3E; DKn. En f ai t, on a

Pour terminer la démonstration du théorème 1 , il reste essentielle-

ment à vérifier que la donnée d’un bimorphisme de M vers M’ revient à

la donnée d’une transformation naturelle de J.L M vers uM, ce qui est

facile.

REMARQUE 1. Le cas discret. Si M=(n, S) et M’ =(n’, S’) sont des

machines discrètes, alors Kn~ Hn et Kn’~Hn’ , de sorte que T:

Kn-&#x3E;Kn’ est plat si et seulement si kn’. T=kn. On désigne par MAC 8
la sous-bicatégorie de MAC ayant pour objets les machines discrètes.

Désignons par Dd le sous-foncteur de -0 défini par
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est une catégorie discrète}.

s détermine un sous-bi-triple D 8 de D dont la bicatégorie de Kleisli

DIAGd est isomorphe à MAC 8.
Enfin on peut désigner par MAC 8u la sous-bi-catégorie de MAC 8

dont les bimorphismes sont les (T,O) où O = Ids ( avec S’.T=S).

C’est cette bicatégorie MAC 8u (alors désignée par MAC ) que P. Le-

roux a décrit C12] . Je finissais la rédaction du § 1. de cet article lorsqu’il
m’en a parlé, ce qui m’a évidemment suggéré les considérations ci-dessus

( § 2 ) . Quant au triple D dans Cat on en trouve pour la première fois

une construction laborieuse dans D. Prochasson [13], la construction

de la doctrine D s (cas discret ) préexistant dans un article de W. Lawvere
et dans un article de A. Kock, ces constructions étant développées à

chaque fois en vue dé complétions. (Il est facile de remarquer que X de

Cat possède des petites limites inductives si et seulement si UX :
X-&#x3E;D X possède un adjoint à gauche.)

R E M A R Q U E 2. En réalité une machine discrète est un cas particulier
de la notion de système guidable préférentiel introduite en 1964 par A.

Bastiani dans [14]. Les situations en Analyse étudiées dans [14]
sont donc autant d’exemples de machines intéressantes qui d’ ailleurs ne

sont pas toujours des bifibrations (au sens, par exemple, de M. Bunge

C16]) 
RE M A R QU E 3. Une machine est aussi une extension du concept de couple.
de catégories d’opérateurs de C. Ehresmann [ 2 ] ou, ce qui est’essen-

tiellement la même chose, du concept de distributeurs (J. Bénabou C15]),
un distributeur de X à Y étant un foncteur 8 : X X Y*- Ens, ce qui peut
se voir - c’est bien connu - comme bifibration : Si X E Cat 1 , le composé

qui à Tr : X - Cat associe la catégorie K n sera noté K(X). Le foncteur de
Cat dans Cat qui à toute catégorie C associe la catégorie duale C* est

noté "*" . Alors si X , Y E ) |Cat| et si d : X X Y* -&#x3E; Cat est un foncteur

dont l’associé par transposition est noté d : X -&#x3E; CatY*, le composé
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est noté d : X -&#x3E; Cat , et la catégorie produit croisé K (d) est notée S.

D’après la proposition 1, 8 détermine univoquement une machine

qui est en fait une bifibration. Par exemple, si X = Y et si d=HomX, 
alors d = X2. Si d : X X Y* -&#x3E; Ens est un distributeur de X vers Y et S’

un distributeur de Y vers Z , le composé d" = 8’0 d est défini par S"=
d’od/~, où d’od est la source de a*d(Bd,)=Bd*,(ad) et où - est la

relation d’équivalence bicompatible engendrée par les identifications

élémentaires

où dE d(A, B), d’ E d’(B’, C) et b E HomY (B,B’) (voir [15]).

REMARQUE 4. Peu après mon exposé d’Amiens sur ce travail, D. Pro-

chasson a, indépendamment, considéré des objets qu’il a baptisés Sesqui-
fibrations et qui ne sont autres que’les machines. Un peu plus tard encore
J. Penon a généralisé à une 2 -catégorie la construction des machines dis-

crètes. Enfin (conférence à l’université du Sussex en juillet 74 ) R. Street

dans le cadre de ses recherches sur les 2-topos a également considéré les

machines dans une 2-catégorie, lesquelles machines il nomme «idéaux s;

pour cela il semble que la proposition 1 ci-dessus s’avère un axiome es-

sentiel à imposer, et que la formule explicite du lemme 2 § 2 est indispen-
sable.

Au paragraphe 4 de cet article on indiquera comment on peut dans
le cadre des machines (ou des diagrammes) fourni ici faire une théorie

des structures. Un point essentiel à ce sujet est de savoir faire l’exten-

siôn de Kan «avec paramètres ou encore l’extension de Kan d’une appli-
cation covariante le long d’une autre [9] .
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3. Extens i on s de Kan avec paramètres.

Rappelons d’abord que, si H est une catégorie cartésienne fermée

et complète, alors iÎÎH est cartésienne fermée. Ce résultat est dû à F.

Foltz [6]. En particulier :D(Cat) est cartésienne fermée, et nous avons

un foncteur hom-interne

que nous ne préciserons pas ici.

Soit p , p et P trois objets de d(Cat) et n=(F’,f’) un mor-

phisme dans 9(Cat ) de p vers fi. Soit U un foncteur de g) ( C at) vers
Cat tel que P1 . U . H soit égal à HomD(Cat). Alors U(H(n,p)) est
un fonc teur de source U (H((p, p)) et de but U(H(p , p)).

DEFINITION. Si un élément À de HomD(Cat)(p,p)) admet une structure
libre v pour U H(n,p)), on appelle v une U-extension de Kan à ga.u-
ch e de À le long de n.

Soit H le foncteur de D(Cat) vers Cat associant à un foncteur

p de X vers Cat la catégorie K ( P’. P1 . p) = Hp.
T H E O R E M E 2 . Si les extensions de Kan le long de F’ existent et si le

foncteur P2.p A est à quasi-quotients, alors le foncteur H(H( n, p)) admet
un adjoint à gauche.

Compte tenu des définitions de H et Y on peut préciser la nature

de la catégorie H(Hp,p)):
- Un objet dans cette catégorie est un couple ( T , f ), où T : A - A est

un foncteur et f : p -&#x3E;p. T une transformation naturelle.
- Un morphisme 1: ( T’ , f’)-&#x3E; ( T, f ) est déterminé par une transforma-

tion naturelle notée 1: T’ - T’ telle que f = (p . l) mf’.
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Quant au foncteur H (H(n,p)), il agit sur (T,f) pour donner

Avant d’esquisser la preuve du théorème, rappelons la définition

d’une structure quasi-quotient ( essentiellement cette notion a été intro-

duite dans [3]): Soit P : A - B un foncteur, e un objet de A et f :
P ( e ) -&#x3E; E un morphisme de B. ’Un P-quasi-quotient de e par f cons iste

en un objet e de A équipé d’un morphisme j : e -&#x3E; e et d’un morphisme

v : E -&#x3E; P (é) dans B tel que P (j) = v. f , avec la propriété universelle:

Pour tout e’E |A|, j’: e-&#x3E;e’, v’:E-&#x3E; P(e’) tel que P(j’)=v’. f,
il existe un unique z dans A de è vers e’ tel que

Nous dirons que P est à quasi-quotients si pour tout e E |A 1 et tout

f E B de source P (e) il existe un P-quasi-quotient de e par f . Une con-

dition suffisante pour que P soit à quasi-quotients est que P admette un

adj oint à gauche et que A soit à sommes fibrées (ce lemme est utilisé

déjà dans [6] ).

L E MM E 1 . Soit Q :A - Cat un foncteur. Alors Q est à quasi-quotients si

et seulement si P2. Q:A-Ens est à quasi-quotients.

P R EU V E DU T H E O R E M E . Avec le lemme 1 on a donc comme hypothèse

que p lui-même est à quasi-quotients. Soit donc (F, f) un objet de

H(H(p , p)) et (F, f) la structure libre sur ( F, f ) que nous cherchons,

et soit t le morphisme de (F, f) vers (F . F’,(f . F’) m f’) qui définit

(F , f) comme objet libre. t est une transformation naturelle de F vers

F. F’ satisfaisant à
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Soit (F,f) un obj et de H(H(p , p)) et 1 un morphisme de (F , f) vers

F . F’ , ( 1. F’)m’ .t est une transformation naturelle de F vers F . F’
et

Nous voulons prouver qu’il existe un unique t’ de F vers F tel que

Nous allons définir F comme un certain quasi-quotient de l’extension de

de Kan L de F le long de F’.

A étant la source de p , pour x6 | A| et ( v , h , u) dans la catégorie
« comma) ( F’ , x) avec h : a -&#x3E; b élément de A , on obtient dans Cat le

diagramme ci-après, où Sa , u est le morphisme canonique de F ( a ) dans

la limite inductive L(x). Recollant tous ces diagrammes dans Cat lors-

que ( v , h , u ) décrit (F’, x), on obtient un diagramme noté D ( x ) :

( F ; x) -&#x3E; Cat . Soit M(x) la limite inductive de D(x) , jx et ix les mor-

phismes canoniques de p (L(x)) et p(x) vers M(x).

On désigne alors par F ( x ) un p-quasi-quotient de L(x) par jx, défini
donc par jx : L(x)-&#x3E; F ( x) et par vx : M (x)-&#x3E;(p.F)(x). Nous désigne-
rons par l la transformation naturelle canonique de F vers L . F’ , et

définirons t et f par les égalités

Maintenant supposons que F, f et t satisfassent la condition (eq. 1).
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Alors, d’après la propriété universelle de l’extension de Kan, il existe

t: L - F tel que

Puis, d’ après la propriété universelle du quasi-quotient, afin de trouver

t’ il est suffisant de trouver un g:M-&#x3E;p.F avec g mj = p . t . Mais nous

avons

c’est-à-dire

Pour x6 ixi | et tout ( u , a ) E |(F’, x)| considérons le diagramme sui-

vant :

L’hypothèse ( eq. 1 ) implique que la partie horizontale de ce diagramme
commute. Par naturalité les deux rectangles verticaux commutent aussi,
et par définition on a ja = Sa F’ ( a)   aussi le triangle commute. Alors,

par la propriété d’une limite, il existe un unique gx : M(x)-&#x3E;(p.F)(x)
tel que

Il est maintenant facile de terminer la preuve du théorème.

NOTA. Dans cette preuve la limite inductive M(x) existe toujours, car
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c’ est un P2-quasi-quotient de [p(x)-LL(p.L)(x)] ( cela peut se déduire

d’ un théorème de [2b]).

COROLLAIRE. Supposons que:

1 ) A e Cat ( A est cu-petite 
2) A E Cat (A est U-localement petite).
3) Â est 1 Cati -cocomplète (A" admet des colimites U-Petites).
4) Le foncteur P2 - ’P" est représentable.

Alors le foncteur H(H(n, p)) admet un adjoint à gauche.
On remarquera que l’hypothè se 4 signifie que p : A -&#x3E; Cat détermi-

ne une catégorie interne à A* .

On retrouve l’extension de Kan classique ( sans paramètres P,

p et p) lorsque p est le foncteur Â -&#x3E; Cat constant sur 1.

Pour XECat, p et P E |DX| on désigne par AX(p,p) la caté-

gorie dont les obj ets sont les (T , f) où T:-&#x3E;A et f : p -&#x3E; p.T, et où

un morphisme de (T’ , f’ ) vers (T’,f) est déterminé par une transforma-

tion naturelle l.- TI - T telle que f=(p.l)mf’ . Alors Ax (p, p ) E Cat
détermine un foncteur

La catégorie H(H(p , p)) du théorème 2 n’est autre que OCat ( p’ P)
On peut alors reprendre telle que la preuve du théorème 2 pour énoncer :

TH E O R E M E 2bi s . Soit p , p et p trois objets de D X, où X E 1 eall, et

n = ( F’ , f’) un morphisme dans DX de p vers p . Supposons que
1 ) Les extensions de Kan le long de F’ existent.

2 ) X est à petites limites inductives.

3 ) p : A - X est à quasi-quotients.
Alors le foncteur AX(n,p) admet un adjoint à gauche.
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4. Ebauches et types de structures.

Si G est un graphe multiplicatif [2a] , un endomorphisme local
de G est un triplet (V, f , U), où f est une appl ication de U C G vers

V C G telle que

si x , y et x. y appartiennent à U ,

si x et a(x)[resp. x et B(x)] appartiennent à U .

Les endomorphismes locaux de G forment une catégorie notée el ( G ) .

Soit gram la catégorie des homomorphismes entre graphes multi-

plicatifs G tels que Gel[ et Eb’ la catégorie ayant pour objets les mor-

phismes de gram de la forme E : X -&#x3E; el (G) avec X et G obj ets de grayn , 

un morphisme de E vers E’ : X’ - el ( G’ ) étant un triplet ( E’ , ( S , T ) , E ) ,

où S: X ... X’ et T: G - G’ sont des morphismes de gram vérifiant la

condi tion :

Si E(x)(g) est défini pour x E X et g E G, alors E’(S(x)) (T(g))
est défini et E’( S(x))(T(g))=T(E( x)(g)).

La composition dans Eb" est induite par celle de gram .

On note Eb la sous-catégorie pleine de Eb’ dont les objets sont

les E : X -&#x3E; el (G) , où X et G E Cat 1. On désigne par Em la catégorie
des espèces de morphismes au-dessus de 11, équivalente à D(Cat).
Les objets de Eb’ sont appelés ébauches (voir [8] et [9a] ) .

PROPOSITION. Les inclusions canoni ques de Em dans Eb et de E b

dans Eb’ admettent des adjoints, notés M et N, et les catégories Eb’

et Eb sont à 1 Cat -limites inductives ou projectives.
Nous ne donnerons pas la preuve; pour éclaircir la situation nous

indiquerons à titre d’exemple la manière de construire les conoyaux dans

Eb : Soit (E1 , (S, T), E) et (El’( S’, T’), E) deux morphismes de E :

X - el ( G ) vers E1 : X1 -&#x3E; el ( G1). Soit K’ le conoyau de T et T’ dans

gram et K le graphe multiplicatif quotient de K’ par la congruence dé-

finie par les relations élémentaires suivantes: Si c est le foncteur cano-

nique de G1 vers K’ et si c(g) = c(g’) pour g , g’ E G1 , pour x1 dans



136

X1 on identifie c(E1(x1)(g)) et c(E1(x1)(g’)). Il y a un moyen ca-

nonique de définir un foncteur E2 du conoyau Z de S et S’ dans gram

vers el ( K ) et le conoyau cherché est N(E2).
Pour prouver l’existence de M on utilise le théorème principal

de l’article d’Ehresmann dans le Lecture Notes n° 92.

Soit E’, E , F et Q des ébauches, J un morphisme de E’ vers E,

L un morphisme de E’ vers F , R un ensemble de morphismes de F vers

Q . Soit D une somme fibrée de J et L dans Eb’, L’ et j’ les morphis-
mes canoniques de F et E vers D . Notons i l’inclusion de Em vers

D(Cat) et considérons un f oncteur U de D(Cat) vers Cat .

On pourra prendre par exemple pour U les foncteurs K1 , H , dcat ou S,
en désignant par dCat ( resp. S) le foncteur de D(Cat) vers Cat qui
à 7T:A-Cat associe la catégorie A (resp. la catégorie S EeE|A|n(e)).
D E F I NI TI O N . (a) Une R-algèbre de (j, L ) d’espace S et de loi e est

un couple ( S, 0) où S E R et où 0 est un morphisme de E vers Q tel

que S.L=0.J.
(b) La catégorie U(H(iM(D),iM(Q)) est appelée ca-

tégorie des ( U, R )-algèbres de ( , L ), U(H(iM(L’), iM(Q))) étant
le foncteur d’oubli des lois et U ( h ( 1 M ( J ’ ) , 1 M ( Q ) ) ) le foncteur d’ou-

bli des espaces.

On voit alors comment l’existence de structures algébriques li-

bres sur un espace ( ou sur une loi ) repose sur des théorèmes du type de

celui donné au § 3 . Notons aussi que notre définition met en évidence la

symétrie des rôles joués par la loi et l’espace d’une algèbre, ainsi que
la pluralité des notions «naturelles » de morphismes entre les algèbres
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( dépendant du choix de U ) .

A propos des types de structures et des ébauches nous voudrions

juste indiquer comment les notions usuelles de type de structure revien-

nent, chacune, à la description d’une classe spéciale d’ébauches.

( a ) Si H’ ’ 1 est une catégorie double, e et e’ deux unités dou-

bles de H , f : e - e’ ( resp, f : e’ -&#x3E; e ) dans Ho une unité de H L, on note
’ f (resp. 1-) l’endomorphisme local de H L qui à z E HomH. (e, e) as-

socie z . f (resp. f . z) ; la catégorie HL munie de tous les f et f 
devient une ébauche E ( . ) qui, pour toute unité double u , induit une

ébauche E ( . ) u sur HomH. ( u , u ) . Eà particulier pour une catégorie C

regardée comme unité double de la 2-catégorie des transformations natu-

relles NAT , nous, obtenons l’ébauche E (m) C de End( C ) vers

el (NAT (C, C)m).
(b) Si H est une catégorie, h : H*X H -&#x3E;Cat un foncteur et e une

unité de H , l’opération de H* sur E h(u,e) détermine une ébauche

A(h , e). En particulier, si H est la catégorie S des réalisations entre

prototypes projectifs [4] o = ( C,u), où C E |Cat| , et h la domination

évidente de S par Cat , l’ébauche A ( h, o) ainsi associée à 0- est no-

tée A(o); 8 définit un plongement pleinement fidèle de S vers E b

(catégorie des ébauches relative à Û).
On peut aussi définir un foncteur de S vers Eb en associant à

tout ( C, u ) l’ébauche consistant en C munie des endomorphismes lo-

caux «provenant des cônes donnés par J.L), tels le produit fibré le long
d’un morphisme donné (notion à préciser).

Nous reprendrons en détail cette question dans un prochain article,
où nous indiquerons aussi comment une théorie formelle du ler ordre,

dans la présentation usuelle, peut être assimilée à une machine (les

symboles fonctionnels devenant les actions de la machine, etc... ) . Mais

en ce qui concerne les esquisses projectives, il est plus facile encore

de les voir comme machines (les ébauches n’étant dans notre esprit
qu’ un intermédiaire technique utile pour certains exemples, la thèse pro-

posée étant que les types de structures peuvent se décrire commé des



138

machines ) : Si o= (C,u) est un prototype projectif ( resp. une esquisse)
où les cônes donnés par f.L sont indexés par un ensemble m E ’U, si

Mo-=Pi(m) est la catégorie P2-libre engendrée par m , et si 2 p C (resp.
e 11 C ) est la sous-catégorie de Se ayant pour éléments les morphismes
de DC définissant des limites projectives ( resp. des cônes projectifs),
la donnée de o équivaut à la donnée d’un foncteur

i.e. à la donnée d’une machine particulière de MeT à C . Ainsi passer de

la notion d’esquisse (sous la forme Fo: Mo-&#x3E;Cp C ) à la notion de machi-
nes (I -&#x3E;DC) consiste à remplacer les cônes par des cylindres (certains

auteurs appellent cylindre .un morphisme de S C ) et à organiser de ma-

nière cohérente une famille de cylindres en une catégorie I . L’enrichis-

sement apporté par la deuxième opération semble compenser avantageuse-
ment l’imprécision apportée par la première.

(c) Soit Uj le graphe multiplicatif sous-jacent à l’esquisse
de catégorie donnée dans [4]; le quotient UMon de U5 par l’identifi-
cation de a et b à un seul élément e de but un élément final est sous-

jacent à une esquisse des monordes. On note U’Mon le sous-graphe multi-

plicatif de UMon obtenu en supprimant e, v 1 ’ v2 , w1 et w2 ’ On obtient

une ébauche M S en munissant UMon des opérateurs Si et S2 définis

aux points uo , u, u*u, i, k et e , leurs valeurs y étant, dans l’ordre,

et V 1 pour Si 
et v2 pour S2 ’

On désigne par J Mon l’inclusion canonique de MS dans MS , où MS est

l’ébauche induite par MS sur U Mon’
( d ) Pour une catégorie C, soit E’(C) l’ébauche consistant en

C muni de tous ses endomorphismes; pour une unité e de C , le foncteur

de NAT’ (C, C) = CC vers C dont la valeur en F est F(e) détermine

un morphisme é de E(m)C vers E(C); soit Re l’ensemble des ê

où e E 1 CI -
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PROPOSITION. Ün triple T sur une catégorie C est déterminé par la

donnée d’un morphisrrte T de M’S vers E ( m)C, et une algèbre ( au sens

d’Eilenberg-Moore) du triple T s’identifie à une Re-algèbre de (JMon, T )
au sens de la définition (a) de ce paragraphe 4 .

Ceci nous conduit au problème de la :

Représentation des types de structure.

Si C est une catégorie, E’ et E deux ébauches et j un morphis-
me de E’ vers E , on appelle 1-ade sur C la donnée d’un morphisme T

de E’ vers E(m)C . Une algèbre de T est alors par définition une

Re-algèbre de (J, T). Dans les exemples ,j est un monomorphisme et

E «ébauche» un type de structure cr (c’est-à-dire que, 0- étant une es-

quisse et oEns le type associé à une catégorie pleine d’applications
Ens au-dessus d’un univers U, il existe une ébauche Ei telle que

S(o, oEns) et H(H(i(E),i(E1))) soient isomorphes); une J-ade
doit alors être vue comme une représentation locale de 0- sur C, et une

algèbre de T comme un élargissement à E en un point e E |C 1 de la re-

présentation T. 1

Comme exemples, indiquons quelques variations sur le thème

des monades : 

10 Soit, avec les notations déjà introduites, fl une partie de

U Mon’ MnS la sous-ébauche de M induite sur UMonBn, et JnMon l’in-

clusion canonique de M f vers M SI Une JnMon-ade sur une catégorie C
est appelée une D. -monade. Ainsi pour n = {0,v1, v2}, une f2 -monade
est une monade (un triple). Une 0-monade sur C est la donnée d’un

triple T sur C et, en plus, d’une transformation naturelle e : T-ld telle

que, pour toute unité e de C, 0e soit une T-algèbre en e .

2° On appelle di-monade sur une catégorie C un quintuplet T =

( T, E, u i, m ) tel que (T, E,u ) soit un triple sur C , (T, i, m) un

cotriple sur C et que, pour tout e E |C|, ie (resp. Ee) soit une al-

gèbre de ( T E ,u) (resp. une coalgèbre de (T’, i, m)). Alors si
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le triplet (T , a, b) est une D-monade dite sous-jacente à T dont les

algèbres sont appelées hypo-algèbres de T .

Par exemple, dans une catégorie pleine d’applications Ens , les

foncteurs associant à un ensemble X l’ensemble X2

sont les endofoncteurs de di-monades ( pour V c’est une remarque de D.

Bourn) .

Les idempotents dans un triple (voir [l0a] et [lOb] ) sont des

exemples d’algèbres d’une n-monade; ainsi c’est le cas des pseudo-con-
gruences et des topologies gauches [1lOb] . En substituant à la monade
des parties B la monade V ci-dessus, on obtient comme idempotents les

congruences. De même les ordres, les topologies, les involutions appa-

raissent comme hypo-algèbres de di-monades.

3° Comme relevant de la notion de j-ade, indiquons encore les

J-triples de Diers, les lois distributives de Beck, les monades involuti-

ves [10c], les monades virtuelles, les submonades. Pour ces dernières

donnons quelques précisions: Si dans notre présentation des monades on

rempl ace UMon par Uj et E ( m ) C par une ébauche E ( A , B ) consis-

tant en la catégorie Nat (A , B)~BA sur laquelle agissent à droite (ou
à gauche ) les endofoncteurs de A ( de B), en désignant par n une par-
tie de UF: on aboutit à la notion de .0- submonade. Plus précisément
donnons la définition suivante :

Soit A et B deux catégories. On appelle sùbmonade sur (A, B)

la donnée K=(Uo, U,*U, U*,a,b,i,k), où Uo, U: A - B, *U:A-&#x3E; A

et U*: B -&#x3E; B sont des foncteurs, où 1 : Uo - U et k : U* . U = U . *U -&#x3E; U,
sont des transformations naturelles, et où a et b sont des isomorphis-
mes naturels inverses de k m U* i et k m i* U respectivement. On suppose
de plus que

k mk*U = k m (a*U m U*. b ) m U*. k . 

Etant donnée une submonade K on pourra appeler algèbre de K un couple
(v, 0), où v ElA et où 6 est un morphisme dans B de U v vers
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U o v tel que

On définira aussi les bi-algèbres de K comme des triplets ( u , * a. , B),
où (u ,B) est une algèbre de K et *a un morphisme dans B de U* U u

vers Uo * U u tel que, en posant a=B . b-1u. * a . Il*1. a u , on ait les éga-
lités

Alors, pour tout u 6 j A j. ( * U u , b u . k u ) est une K -algèbre et, pour

toute K -algèbre (v ,8), le triplet (v ,bv . a-1v . v*e, e) est une K -.bi-

algèbre.
Les submonades sont liées à la notion de (U1, U0)-structure

libre ( comme les monades sont liées à la notion de p-structure libre ) :

Si U1 : A1 -&#x3E; A et Uo : A - B sont deux foncteurs et si a ElA 1, , on ap-

pelle (U1 , U0)-structure libre sur a un couple (a1, j), où al E |A1 
et où j : Uo a -&#x3E; Uo U1 a1 est un morphisme de B , tel que pour a’1 dans

1 Al | et j’ : a -&#x3E; U1 a’1 E B , il existe un unique j’ : a1 -&#x3E; a’1 dans A 1 tel

que (Uo U1)(j’)j = Uo (j’).
Bien entendu une telle ( Uo , U1)-structure libre n’ est pas néces-

sairement unique à isomorphisme près. Le lecteur verra lui-même que l’on

peut obtenir cette unicité en imposant de plus à (a1, j) d’être minimal

parmi les Ul , Uo)-structures libres sur a , i.e. telle que si (a1, j’) est
aussi une Uo , U1)-structure libre sur a , il existe un unique morphisme

h : a1-&#x3E; a’1 tel que Uo U1(h).j = j’.
Le cas typique de (U1 , Uo)-structure libre est celui où Uo est

fidèle et où il existe un foncteur U’1 de A vers A1 et, pour tout a, al ,
une bijection

cette bijection n’étant pas représentée par un morphisme
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mais par un morphisme j : Uo a-&#x3E; (UoU1)(U1(a)) de B . Nous ne déve-

lopperons pas plus ces questions car, bien qu’il y ait de nombreux exem-

ples, ces situations sont passablement anecdotiques. En effet, la véri-

table question est de réussir à dégager la notion de catéade qui soit aux

catégories ce que la notion de monade est aux monoides. Les submona-

des ci-dessus, de même que les ,j-triples de Diers ne sont pas encore de

bons candidats à ce statut. Nous pensons qu’une possibilité intéressan-

te est précisément de substituer à C C dans la définition des triples la

catégorie Se, en substituant parallèlement à UMon une esquisse UF
de catégorie judicieusement choisie.

4° A propos des extensions naturelles du concept de monade

notons enfin qu’il est naturel de considérer la bicatégorie des machines.

Pour en avoir une description manipulable, on utilise l’isomorphisme en-

tre DIAG et MAC et la remarque suivante: Soit X et Y E 1 eall, , F, G :

X -&#x3E;DY deux foncteurs, F, G: D X-&#x3E;DY les foncteurs KY.DF et KY . DG
et soit T: F -&#x3E;G une transformation naturelle dont la valeur en 7TE g) X

s’écrit (Tn, tn). Utilisant la naturalité de "r sur les morphismes de la

forme (â , Id):n(a)-&#x3E;n, on vérifie que tn est complètement déterminée

(à un isomorphisme près ) par T. Ux et que, pour déterminer Tn , il reste

à connaître seulement sa valeur sur les morphismes horizontaux ( i.e. les

éléments de H(dY.F.n)). En fait, on vérifie que

si et seulernent si

Ainsi si F : DX -&#x3E;DY et F’.D Y -&#x3E; DX représentent deux machines M et

M’ , ces machines sont adjointes dans la bicatégorie MAC si et seulement

si F et F’ sont adjoints et si les morphismes d’adjonction e et q sa-

tisfont à

Donc une adjonction dans MA C induit un triple sur 3) Y .

Rechercher l’ adj ointe d’une machine X -&#x3E;DY serait particulière-
ment utile pour les machines de la forme X - Ext Y où Ext Y est la sous-

catégorie de S Y constituée des extensions de Kan à droite (ou à gauche).
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Notons pour terminer qu’une ébauche E : Y -&#x3E;el(G) détermine une

machine E : Y-&#x3E;Cat~D1. Le lecteur reformulera lui-même la définition

des R-algèbres de ( j , L ) dans le cas des X-machines, i.e. des machines

A-DX. Ainsi dans ( b ) on substituera à U(H(iM(D), iM(Q))) la

catégorie AX (D , Q ) .
De nombreux problèmes sont ouverts par l’idée de présenter les

structures à l’aide des machines, parmi lesquels on peut citer celui con-

sistant à trouver la X-machine d’un type de structure donné (comme on

«esquisse» un type de structure), celui de la «représentation» d’un type
de structure (en particulier donner une bonne définition de catéade) et

de l’étude des algèbres d’une telle représentation (comme on développe
la théorie des algèbres d’une monade) .
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