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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XV-1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LA REFUTABILITE
par Jean-Pierre BARTHELEMY

INTRODUCTION

Les catégories cartésiennes fermées apparaissent, ainsi que l'a
remarqué Lambek ( [13] , [14]), comme des systémes déductifs (intui-
tionnistes positifs ) assujettis a vérifier certaines équations. Il est donc
naturel d'étudier, dans ce cadre, certaines notions de logique. Le pro-
bléme examiné ici est celui de la réfutabilité .

Etant donnée une catégorie cartésienne fermée C (on désigne
par <— son foncteur exponentiel ) et un objet ¥ de C, le foncteur _| =
x <=- définit une «négation» (voir Curry [2] et P. Destouches-Février
(3], [4]). Un premier paragraphe est consacré a 1'étude de ce foncteur.
Il permet d'établir quelques liens entre les algébres de Boole et les caté-
gories cartésiennes fermées.

Le second paragraphe est consacré a4 la démonstration du résultat
suivant:

Etant donnés une catégorie cartésienne fermée C et un ensemble
F d'objets de C, il existe une catégorie cartésienne fermée C < F >, un
objet x de C< F> et un foncteur cartésien fermé @, injectif sur les ob-
jets, de C vers C<F> tels que:

1° Pour tout e € F, il existe une fleche f¢ de C<F > et une seule
de ®(e) vers x.

2° Pour tout objet e de C et pour tout morphisme / de C< F> de
®(e) vers x, il existe e’ € F et un morphisme g de C de e vers e’

tel que le triangle :

f

X —=a— P(e)

/e'\\ /fl)(g)

d(e’)
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2 J.P. BARTHELEMY

soit commutatif.

On peut interpréter ce résultat en assimilant F a une collection
de propositions fausses déclaratives. Il montre qu'on peut, sans pertur-
ber le calcul de la réfutation, passer de plusieurs propositions déclarées
fausses 4 une seule proposition déclarée fausse. En fait ce «passage»
ne perturbe pas, non plus, le calcul de I'assertion.

Nous nous sommes placés dans le cadre de la théorie des ensem-
bles de Zermelo-Fraenkel, avec 1'axiome des univers. Toutefois, les ré-
sultats énoncés restent vrais si l'on «choisit CAT comme univers de
discours».

D'une maniére générale, les notations utilisées sont celles de
[5]. En particulier, si C est une catégorie, Co désigne l'ensemble de
ses unités et C* sa duale. Une transformation naturelle 7) d'un foncteur

F vers un foncteur G est représentée par un triplet (G, T F).
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4 J.P. BARTHELEMY
1. LES FONCTEURS DE NEGATION

1.1. Rappels sur les catégories cartésiennes fermées.

Les quelques rappels que nous allons faire ont pour but d'introdui-
re, dans les catégories cartésiennes fermées, le «point de vue du logicien».
Ce point de vue est développé essentiellement dans [13] et [14].

Une catégorie cartésienne fermée (stricte) (en abrégé une C.C.F.)

est un quadruplet
C=(C,1,(A 1), ((-<=¢e), 8(-,e))e cC, )

tel que:

C.C.F 1: C est une catégorie et I est un objet final de C.

C.C.F2:(-A-) est un foncteur CXC-C coadjoint, naturalisé
par II, au foncteur diagonal A(C):C~CXC.

C.C.F 3 : Pour chaque unité e de C, (-<=e) est une application
de Co dans Co et €(-,e) une application de Co dans C telles que,
pour toute unité e’ de C, (e(e’',e), e’ <=e) soit un -Ae-éjecteur
(au sens de [5]).

Nous conserverons tout au long de ce texte les notations suivan-
tes:
1° Pour chaque unité e de C, O(e) désigne l'unique morphisme de e
vers 1.
2° Pour chaque couple (e’, e) d'unités de C, on désigne par p(e'.e):
e'Ae-e’ et g(e',e):e’Ae—~e les projections canoniques faisant de
II(e’', e) un produit naturalisé .

30 Si e,e' et e" sont trois unités de C, pour chaque morphisme [ de
e”"Ae vers e', il existe un morphisme et un seul f :e"~(e’'<=e)
tel que (e, e).(f,Ae)=f.

En particulier, 1'application qui, au morphisme g, associe le
morphisme (g. €(a(g),e )), définit un foncteur C -~ C, dénoté encore
(- <=e), coadjoint au foncteur -Ae.

4o Ce foncteur se prolonge en un foncteur (-<=-):CXC*~C défini
par:

2%



SUR LA REFUTABILITE 5

(a) (g<=f)=(g<=qa(f)).(alg)<==/),
(b) pour toute unité e de C,
(e<=/f)=(e(e,B(f)).((e <"e—=,3(f)A/))a(/)-
5° Nous dirons qu'une unité e de C est démontrable s'il existe un mor-
phisme f:1-e.
A C est attachée une famille cohérente de transformations natu-
relles dont nous citons les principales (sans rappeler leur définition

cf. [6]).

- Equivalences naturelles.

(a) ;,de C vers (-<=1);

(b)y de (1A-) vers C, y' de (-A 1) vers C.

()X de <=(CXA*) vers <=.(<=XC*).Z(C), on Z(C) dési-
gne l'isomorphisme canonique CX(C¥X C¥)~(C X C*¥)X C*,

(d) X' de <=(=XC*) vers <=.(<=XC*).Y(C), ou Y(C)

désigne 1'isomorphisme canonique
((x,y),z)~((x,2z),y) de (CXC*¥)XC* vers (CXC*)XC*,

(e) c:A(CXC)-A(CXC).T'(C), on
I'(C):CXC-CXC: (x,y)~(y,x).
Lambek a donné de la définition d'une C.C.F la «version équation-

nelle» suivante ( [14] ):

- Axiomes: O(e):e~1, p(e',e):e'Ne—~e’', g(e', e):e'Ne—e,

e(e',e):(e'<=e)Ae—e'.
- Reégles d'inférence :

f:e"—=e', g:e"~e, h:e'Ae—e”

[/.g]:e"=e'Ae h,re'~e"<=e
- Equations: d=0(e), pour d:e~1.
ple’.e). [f.gl=f q(e'.e). [f.gl=g, pour f[:e"~e', g:e"~e.
[p(e',e). b, qle' e).h]=h, pour h:e"~e'Ae.
e(e',e). [b,.p(e" e),q(e" e)]=h, pour h:e"Ae-(e'<=e)Ae.

(e(e',e). [b.p(e”,e),q(e”,e)])e=b, pour h:e"-e'd<=e.

25



6 J.P. BARTHELEMY

Soit C et C' deux catégories cartésiennes fermées. On définit un
foncteur cartésien fermé de C vers C' comme étant un triplet (C'®,C)
ot ®:C~C' est un foncteur qui commute strictement avec toutes les
données de C et C'. Si l'on désigne par ¥ (resp. par F) la catégorie
des foncteurs cartésiens fermés (resp. des foncteurs) relatifs 4 un uni-

vers U, on dira que F est« équationnelle sur F».
1.2. Le triple de la double négation dans une catégorie cartésienne fer-
mée pointée.

Une catégorie cartésienne fermée pointée (en abrégé C.C.F.P.)
est un couple (C,x), oi C est une C.C.F et o x est une unité de C.

On note QI le foncteur x <=- : C¥*-C.

LEMME 1.1. Les foncteurs (_|-¢=-) et (j-<=-)F(C*) de C*X C*

vers C sont naturellement équivalents.

PREUVE. L'application associant 7, (e’,e)=7y (x,e',e) au couple
(e'.e) d'unités de C définit une équivalence naturelle # de ( |-<=-)
vers (|-<=-)T'(C*) m

PROPOSITION 1.2. —|.-|* est l'endofoncteur d'un triple N fort et commu-
tatif sur C (voir [11,12]).

PREUVE. _]-|* est l'endofoncteur d'un triple N dont l'unité 7 est défi-

nie par:
Tn(e):(8(x,e).'rc(e,x))x¢e,
et la multiplication u par:
T#(e)Zx@'Tn(x@e).
Les égalités:
po(n | 1 )=pm ] T*p="1"*,
pmlp T = g ),

proviennent de la cohérence.

Pour tout couple (e’, e) d'unités de C, posons
7n(’T]e,“le').(vrn(']e)cz']e').Tn(‘le',e).(Tn(e')cze)

=T,(ee).

26



SUR LA REFUTABILITE 7

T ere=""le
7 1 e, Te’)

T 1 lee=e

Tn(—le)<=:_]e' Tn(_]e',e)

—] e<==—| e’

T, définit une transformation naturelle de -<=- vers |—|*<==—|~|*—

et, par cohérence, le couple (—‘—]*,st) définit un C-endofoncteur de la
C-catégorie C.
Toujours en vertu de la cohérence, 7 et i sont des C-transformations

naturelles; par suite ((]7]* st), 7, 1) définit un triple fort N (strong
monad cf. [10]) sur C.

A st est associée la transformation naturelle t” de -A_~|Q|*-
vers —I_]*('A') définie par: T,u(e',e)=

e(_]——|(e'/\e),n|—|e).('rst(e'/\e,e)/\h]je).((e'/\e)el\——]je).

Tt"(e" e)

1 lce'Ae) - e'A ] e
8(77(e'1\e),77e) (e'Ae)eAjje

(1 Ve'hAe)e="]"1e)A | Je —a— ((e’'Ae) <=e)A ] ]e
'Tst(e'Ae,e)A—lje

On pose alors:

t'=("] T*c)met"mec(Cx | ]*).
t' et t" permettent d'obtenir deux structures monoidales ¥ et v sur N:
W=(puA)oa( ] [*m)me( ] *x ] *),
T =T T*c)m (¥ (C)mie ] 71*).

Et, par cohérence: Y=V m
En utilisant les résultats de [12], on obtient alors:

COROLLAIRE 1.3. §i C est a noyaux, la catégorie d'Eilenberg-Moore cN

du triple N peut étre munie d'une structure de catégorie fermée.

27



8 J.P. BARTHELEMY

1.3. Exemples et applications.

1o Soit M la structure cartésienne fermée canonique sur la caté-
gorie M des applications relatives a 1. On se place dans le cas ot C=

M et ot x=2. Dans ce cas mN est, comme l'a montré Guitart dans [9],
~

isomorphe a la catégorie B des homomorphismes d'algébres de Boole
atomiques complétes: % est une catégorie fermée.

2° En général, le triple N n'est pas cartésien fermé [11] ain-
si que le montre dans (M, 2) le contre-exemple: 221X221#221X1
On obtient toutefois des résultats dans cette direction lorsque C est &
quivalente a une algébre de Heyting (une logique Brouwerienne selon la
terminologie de [6] , en convenant qu'une «algébre de Heyting» est un
ensemble ordonné cartésien fermé). En effet, sur une algébre de Heyting,
tout triple fort est cartésien fermé. Cela permet de conclure que cN est
aussi une logique Brouwerienne. On a en fait un résultat beaucoup plus

fort :

PROPOSITION 1.4. Soit (C,x) une C.C.F.P. Si C est une logique Brou-
werienne, CV est une logique classique (i.e. une catégorie équivalente

@ une algébre de Boole ).

PREUVE. On se raméne au cas ol C est une algébre de Heyting. cN est
le sous-ensemble ordonné de C formé des unités e telles que _‘[‘] e=e.
Il est clair qu'alors —-l induit une complémentation sur cN
30 On appelle foncteur de négation sur une C.C.F. C tout fonc-
teur _I :C*¥= C tel qu'il existe une équivalence naturelle de (_|~<==:-)
vers ( |-<=-)['(C*). Toute unité x de C définit le foncteur de né-
gation x <=-. Réciproquement, tout foncteur de négation —I de C dé-
finit l'unicé | 1.
Considérons les catégories FPoee F™ définies comme suit:
- Les objets de FP sont les C.C.F.P. (C,x) relatives a Us; les
morphismes de Fe sont les triplets ((C",x'),®,(C,x)), ot (C',®,C)
est un foncteur cartésien fermé tel que x' et ®(x) sont isomorphes.
- Les objets de F™ sont les couples (C,7]), ou C est une C.C.F.

relative 2 U et od | est un foncteur de négation sur C. Les morphismes

28



SUR LA REFUTABILITE 9

sont les triplets ((C, “]7),®,(C,7])), oa (C',®,C) estun foncteur
cartésien fermé tel que ®. | et |'.®* sont naturellement équivalents.

PROPOSITION 1.5. Les catégories §™ et P sont naturellement équi-

valentes.
PREUVE. Considérons les foncteurs:
U:Fm-FP.(C, 7)), 0.(C, 1)-((C, 1710, ®,(C, 1)),
F:FPoFm((Cx'),®,(C,x))~((C' x"<="-),0,(C,x<=-1),
U.F(C,x)=(C,x<=1) et F.U(C, |)=(C, |1<=-);

x et x <=1 sont isomorphes. D'autre part, _l ] <=- et —|-¢=1 sont
naturellement équivalents, donc ~|1<"—‘- est naturellement équivalent
a T . Il est clair, en outre, que ces isomorphismes induisent des équiva-
lences naturelles: U. F~F?, F.U-F™ =

On peut donc, paradoxalement, définir les C.C.F.P. de maniére
«non ponctuelle». Malheureusement F™ et Fe ne sont pas équation-

nelles sur .

1.4. Négations intuitionnistes.

Nous dirons que la négation _—l=x <=- sur la C.C.F.P. C est
intuitionniste lorsque x est un objet initial de 6, noté alors 0. (Les
régles de calcul que l'on obtient se rapprochent de celles indiquées dans
(3], [4] et [2], ce qui justifie la définition) .

Soit §P la sous-catégorie de FP dont les morphismes sont les
triplets ((C_'.x’),_d).(ax)) tels que: ®(x)=x". La catégorie ?P est
équationnelle sur F .

Soit ff_r;_ la sous-catégorie pleine de ?P dont les objets sont les
couples (C,0), ot 0O est un objet initial de C. Considérons un objet
(C,0) de i‘. fixé une fois pour toutes et désignons toujours par N=
(171*.m,4) le wiple de la double négation relatif 4 la C.C.F.P.

(C,0). Supposons que (C, x) est une C.C.F.P. intuitionniste.

LEMME 1.6. Pour tout couple (e',e) d'unités de C, l'ensemble

Hgm(_l e',e) posséde au plus un élément.

29



10 J.P. BARTHELEMY

PREUVE. Hom(—-l e',e)=Hom(0<=e',e) et Hom(0,e'Ae) sont équi-
potents. Or, vu [7], dans une C.C.F. avec un objet initial 0, Hom(0, u)
est vide, sauf si # est isomorphe & 0, auquel cas Hom(0,u) est réduit

a4 un élément W

PROPOSITION 1.7 (M. Szabo). S _] est une équivalence de catégories,

C est une logique classique.
PREUVE. Ceci découle immédiatement du lemme ci-dessus ®

Cette proposition montre que les catégories de Boole de [1] ne
sont que les logiques classiques et rend trivial le «théoréme de complétu-

de » énoncé dans cet article.
PROPOSITION 1.8. Le triple N est cartésien fermé et dégénéré.

PREUVE. Soient e’ et e deux unités de C et soit & un endomorphisme

de —I—]e/\—|—|e'. En vertu du lemme 6, on a nécessairement:
pC1le T e k=p T e, T ]en)

et
a1 e Tle k=g 1 e, T e,
donc k=_|—| eA —|—|e'- Comme N est un triple fort, on a un morphisme
f: 1 TeA ] ler="1 1eAer).

Par ailleurs il existe un morphisme
g | ltehe )= leA ] ]e".
En appliquant la remarque précédente et le lemme 6, on trouve
f-g="]l(eAe"), g.f=—|—|eA.-|~|e'.
Ainsi N est cartésien fermé. En outre, toujours en appliquant le lemme
G, on voit que T#(e) est inversible pour tout e. D'od N dégénéré m

PROPOSITION 1.9. (i) CN est isomorphe a la sous-catégorie pleine de
C dont les objets sont les unités e telles que ’rn(e) est inversible.
(ii) CN  est €quivalente a la catégorie de Kleisli

CN de N.

(iii) CN est une logique classique.
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SUR LA REFUTABILITE 11

PREUVE. (i) et (ii) sont des conséquences immédiates du fait que N
est dégénéré.

(iii) Soit T,;I(e).'—l_le-'e et 'T;;I(e').‘_l_]e'-'e' deux N-
algébres et soient f et g deux morphismes de T{I(e) vers 'T_,';I(e')-
En vertu du lemme 6, Tn(e')-/=’7'n(e)-g, donc f=g et CN est équi-
valente 4 un ensemble ordonné .

Considérons toujours deux N-algebres 7 1(e) et 77 1(er).
(1 N(p(e,e)), 17 1(q(e 1)), 1 1(eAe’)) est un produit, dans
C, de (_|—|e,—]~|e'), car | |(eAe’) est isomorphe a _|je/\_]-le'
et—l—lp(e,e')et .—|—|q(e,e’)sont les seuls morphismes de _—]_l(el\e')
vers _|_|e et _]_Ie'. Par suite, il existe g:eAe’-'—|—|(eAe') tel
que:

_mp(e.e')-g:’rn(e).p(e,e')

et

_]_‘q(e.e')-g=’rn(e').q(e.e').
et nécessairement g =7, (eAe’). Posons
f=lrte). 1 Npte,er) 7 er). T lale, e')],

En vertu du lemme 6: g./=_|_|(e/\e’). Par ailleurs:

p(e,e')-/'-g=’r,'7-1(e)-_|_]p(e.e')

— -1 ry)— ’

=T (e).'Tn(e).p(e,e )=p(e,e')
et de méme g(e,e').f.g=q(e,e"). Donc f.g=eAe’ et /=7';1(e1\e').
Ainsi eA e’ définit une N-algébre. Il est clair en outre que p(e’, e) et
q(e', e) naturalisent T;I(eA e') comme produit dans CN.

Par ailleurs O définit une N-algébre 'T;;I(O) et on voit facilement que
7‘7;1(0) est un objet initial de cN . De plus si a 7'7;1 (e): | Je~e, on
associe la N-algébre ~ (’T;I(e)):—]—]‘l e -‘|e , définie par:
=1 —
~(rle))="1(T, (e)),
. . : N*_ ~N : N
on obtient une équivalence de catégories C° - C™ et par suite C" est
a sommes finies. L'ensemble ordonné associé 3 CN est un treillis com-

plémenté.
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12 J.P. BARTHELEMY

Il reste a montrer que ce treillis est distributif. On remarque que
—lj(e@e’) Al ]e" est isomorphe & —|~|((e<=e')/\e')- Par suite,

il existe un morphisme
b: | Jes=e )~ | Jlee=]]e"

De plus si e et e’ définissent des N-algébres,
— ’ -1 ’
k—'rn(ege ).(7‘17 (e)c’fn(e ))

est un morphisme de kl—le@_]hle' vers —]‘l(e <—¢e’'). Toujours

en vertu du lemme 6:

e( | TeA | e ). ((h.k)A ] Je')= e(jjeAjje');
d'otr b.k:j-—le%“:wlu—]e'. Donc —I‘]e<=»|——|e’ et | [(e<=ce’)

sont isomorphes.

Cette remarque permet de définir une exponentiation, notée C, sur
ch (car ’7’.,)(6 <—=¢e') est alors inversible ). Par ailleurs, T (O==e)=
(0 <:°——'rn(e)) et I'on a dans CV

~(T',,1(e)):r;1(0)cf1(e).

En outre, le foncteur produit partiel sur cN admettant un co-adjoint, il
est compatible avec les limites inductives: l'ensemble ordonné relatif a
CN est un treillis distributif ®

En particulier, si, dans C, toute unité non isomorphe a4 0 est
démontrable et si 0 n'est pas démontrable, cN (et CN) est équivalente

au treillis de Boole a deux éléments. Ceci s'applique au cas ou C est

la C.C.F. sous-jacente a un topos bien pointé [7].

1.5. Négation intuitionniste et négation classique.

La_ catégorie ?‘: est équationnelle sur 71‘. On obtient en effet un
objet de ¥, en adjoignant & une C.C.F.P. (C,0) :
- les axiomes i(e):0~e,
- les équations f=i(e), pour f:0~e.
Soit §$ la sous-catégorie pleine de i dont les objets sont les
couples (C,0), ot C est une logique classique. Un tel objet est obtenu

en ajoutant 2 (6,0)6(_3?‘:% :
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SUR LA REFUTABILITE 13

- les axiomes b(e): | |e—e;
- les équations b(e).’TT’(e):e.

_ _Il s'ensuit que les foncteurs d'inclusion entre les catégories .‘fp,
3"‘; et 3"3 admettent des adjoints.

Désignons par B 1a catégorie des homomorphismes entre alge-
bres de Boole relatives a U et par B le foncteur canonique fB*Ef—i. 11
est clair que le foncteur canonique .(B—'—?‘ﬁ admet un adjoint. Par suite,
B admet un adjoint.

Soit (C, 0)e(¥,)o. Notons b(C) une algébre de Boole équi-

valente & CN (et a CN).
PROPOSITION 1.10. b(E) est une B-structure libre au-dessus de (C,0).

PREUVE. Au cours de la démonstration de la proposition 1.9, nous avons
construit un objet (CN,0) de f?i, porté par cN . 1l résulte immédiate-
ment de cette construction que les foncteurs FN er UN, qui factorisent
le triple N a travers CN, définissent des foncteurs cartésiens fermés.
Donc si 0 désigne I'objet initial de b(C), FN deéfinit un morphisme
®:(C,0)~(b(C),0) de F,.

Soit A’ une algébre de Boole d'élément initial 0’ et soit ®' wun
morphisme de f?i de (C,0) vers (A’,0").

L'application qui, au morphisme ('7’_:’1 (e'). ], ‘Tq;l(e)) entre
N -algébres, associe ®’(f) définit un homomorphisme entre algébres de
Boole  de b(C) vers A' tel que B(y ). ®=®'. On vérifie facilement
que Y est l'unique homomorphisme vérifiant cette relation m

Cette proposition traduit, en fait, le théoréme de Glivenko qui
affirme que P est démontrable en logique classique si et seulement si

‘| *I P est démontrable en logique intuitionniste [8,2].
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14 J.P. BARTHELEMY
2. THEORIE DE LA REFUTABILITE

2.1. Objets polynomiaux d'une catégorie cartésienne fermée .

Soit C une C.C.F. et soit x une «indéterminée» (x}.’C). Intro-
duisons deux nouveaux symboles A et <= et considérons la suite (Pn)
définie par:

PO = Co U {x }-
P,=P _, U{(AAB)|AeP _,,BeP _ }U
U{(A<B)|AeP, _ . BeP .}

On pose P={ P, . Un élément de P est appeléunobjet polyns-
mial de C. Le nombre d'occurrences de x dans l'objet polyndmial A est
appelé le degré de A. On dit que A est constant s'il est de degré 0.

Sur chaque ensemble P, , on définit une relation d'équivalence Rn

en posant:
R, est I'égalité,
R, est engendrée par
S, ={((e'Ae).(e'Ae))| (e e)eCoxCo} |
{(( e'<=¢e),(e"E=¢e))| (e’ e)eCoXCo}.
R, est engendrée par
$,=R,_, U {((AAB),(A'KB'))| (A, A")eR_ _,.(B,B")eR __,}
U{l((A<==B),(A<=pB"))|(A,A4")eR _ ,(B,B')eR _ }.

R= U R, est une relation d'équivalence sur P. On désigne par P le quo-

tient P/ R.

LEMME 2.1. Soient A et B deux objets polyndémiaux de C qui vérifient
A et BEP _,, et (A,B)eRn. Alors (A,B)e€ Rn—1'

PREUVE. Effectuons une récurrence sur l'entier 7.
1° n=1. La relation R1 est facile 4 décrire. Elle identifie (& la

symétrie et & 1'égalité prés) les éléments suivants:

e'Ae et e'Ae,
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SUR LA REFUTABILITE 15

e'<=e et e’ e,
e'Ae et e”Ae” si e’Ae=e™Ae”,
'<=e et em<T=e" si e'<T—e=em<—¢",
e’Ae et e™ <=e" si e'hAe=e™ <=e"
pour (e, e’,e”,e™)€eCoXCoXCoXC,.
Il s'ensuit que deux éléments de Co |J {x} sont identifiés par

par R; si et seulement s'ils sont égaux, c'est-a-dire identifiés par R,

2° n> 1. Supposons d'abord que (A, B)¢€ Sn . On est alors dans l'un
des cas suivants:

-(A,B)eR _;.

-A=(A"AA"), B=(B'AB") avec A',A",B’, B” dans Pn_2, (A',B")
et (A",B"”) dans R, _;: le résultat découle immédiatement de 1'hypo-
thése de récurrence.

-A=(A’'<=A"), B=(B' <=B"). Ce cas se traite comme le précédent.

Dans le cas général, (A,B)e Rn si et seulement s'il existe une
suite finie (H;) ;¢ i<p telle que:
H;eP _,, Hj=A, H =B, H;=H, ; ou (H,,H, ;)€S
ou (H,\ ,,H;)€ES, .

b

Montrons le lemme pour l'entier » en effectuant une récurrence sur

la longueur p de la suite.

-Pour p=2, on est dans le cas (A,B)€S traité ci-dessus.

- Pour p> 2 on est dans l'un des cas suivants:
(a) Il existe 7 tel que H € Pn -1 - En appliquant I'hypothése de récurren-
ce sur p, on trouve

(A,Hl.)eRn_I, (Hz.,B)eRn_I.

Donc (A,B)eR, _;.
(b) Pour chaque i, H;£ P, _ . Supposons que A est de la forme A=
(A'AA”) avec A'€ Pn_2, A" € P,,-z . Puisque H, ¢ Pn-I et (A, H,)
appartienta S , ona H,=(H',AH}) avec

H ePn_I, ngPn_I,(A'.Hé)eRn_I, (A",H'z')eRn_I .
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16 J.P. BARTHELEMY

En raisonnant ainsi, de proche en proche, onobtient deux suites
[} ” .
(Hi)1<i<p et (Hz‘)1<i<p telles que:

H'iepn"l' H'IZA', H'p:B', (H;,H;+1)€Rn__1, Hi"EPn—'I’ HI"ZA',

H»=B", (H?,H?,;)eR _ et B=(B'AB").

A’, B', A", B"” sont donc tels que A’, B’, A” et B” appartiennent &
P,, et (A',B") et (A",B") a R _
(sur n), (A'",B")eR _,, (A", B")eR__, et, par construction, (4,B)
appartient 2 R _;.

1 - Par hypothése de récurrence

Si A est de la forme (A’ <= A"), on raisonne de la méme ma-

niére en remplagant le symbole A par <= ®m

LEMME 2.2. Soient A et B deux objets polynémiaux de C tels que
(A,B)eR, AeP ,BeP . Alors (A,B)€R, .

PREUVE. Soit p le plus petit entier tel que (A,B)GRP. Si p<n, le
résultat s'ensuit immédiatement. Sinon, on effectue une récurrence sur
q=p-n:

-Si g=1, on est dans les conditions du lemme 2.1.

-Si (A,B)e Rn+q' g> 1, de toute fagon A et B appartiennent a
Pn+q_1 donc, toujours en vertu du lemme 2.1, (A,B)eR
hypothése de récurrence, (A, B)eR, =

n+q_1 et, par
LEMME 2.3. La restriction @ Co |J {x} de la surjection canonique

P~ P est injective m

LEMME 2.4. Si A est un objet polynémial constant, il existe e€ C,
tel que (e, A)eR.

PREUVE. On effectue une récurrence sur le plus petit entier n tel que
AeP .
n
-S8i »=0, nécessairement A € C,, puisque A est constant.
-Si >0, on est dans I'un des cas suivants:
(a) A=(A’AA"), ou
(b) A=(A'<=4")
’ ”n
avec A €Pn~1 et A EPn—-I'
Nécessairement, A' et A” sont constants et, par hypothése de
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SUR LA REFUTABILITE 17

récurrence il existe deux unités e’ et e” de C telles que
(e’ A’")eR, (e”,A")eR.
Donc
(a) ((e'Ae”),A)eR, ou (b) ((e'<=e"), A)eR.

Mais ((e'Re”),(e'Ae”))€R; et (' Se”), (e <=e"))€R,.

Donc:
(a) (e'Ae”",A)eR, ou (b) (e'<=e",A)eR m

LEMME 2.5. R n'identifie jamais un objet polynémial constant et un ob-
] ] Y

jet polynémial non constant.

PREUVE. En vertu du lemme 2.4, il suffit de démontrer que, pour chaque
(e,A)eCo, si (e,A)eR, A est un polyndbme constant, ce qu'on obtient
trés facilement en effectuant une récurrence sur le plus petit entier 2 tel

que Ac P =

LEMME 2.6. Pour tout objet polynémial A, les conditions ci-dessous
sont équivalentes :

(i) (x,A)eR,

(ii) A=x.
PREUVE. Soit 7 le plus petit entier tel que A€P_. On a alors >0
et, en vertu du lemme 2.2, (x,A)e€ Rn.

-8i n=1, le résultat est évident.

- Dans le cas général, si (x,A)€S , on ne peut avoir (x,A)eR__;
(car AﬁPn_I) et
(x,A)e {((B'AB"),(A'AA")) Yy {((B"&B"), (4 &A"))}
est également impossible, puisque x est «atomique». D'ot (x,A4)¢S, .
Il existe donc une suite (H,); ¢; ¢, telle que:
Hy=x, Hy=A, H;=H; ; ou (H;,H;\1)€S, ou (H

Le cas que nous venons d'examiner écarte H2€ Pn -1 €t, de proche en

410 H)€S, .

proche,on obtient x =H; =H, =... :HP =A =

LEMME 2.7. Soient A,B,D,E quatre objets polynémiaux dont l'un est
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18 J.P. BARTHELEMY

non constant. R n'identifie pas (AAB) et (D<=E).

PREUVE. Nous allons montrer que, pour tout n, ((AAB),(D <= E))
n'appartient pas & R, en effectuant une récurrence sur 7.

- Pour »=1, il suffit de se reporter & la forme explicite de R; (cf.
preuve du lemme 2.1).

- Supposons 7> 1. Si ((ANB),(D &E))e R, , d'aprés I'hypothése

de récurrence et la construction explicite de Sn , le cas
((AKB),(D<E))€S,

est a4 exclure. En outre, par hypothése, 1'un des objets polynémiaux A
ou B est non constant. Supposons que c'est A.

Il existe une suite (H;); ¢, ¢ p telle que:

H;=AANB, H,=D&=E, H,=H,, ou (H H, )eS

ou (Hi+1’Hl)Esn'
On déduit de ce qui précéde que H, est nécessairement de la
forme H'2KH5 (remarquer la nécessité de l'hypo.thése A non constant)

et, de proche en proche, H;AHlf'=Hi. On trouve finalement
((H,  AH}_;).(D<=E))eS, ou ((DE=E) (Hy_ AH_;))eS,,

ce qui est impossible ®

On remarque que R est compatible avec les opérations A et <.

Si 1'on note A la classe modulo R de A€ P, on pourra poser:
(AANB)=(AKB) et (A<=B)=(A&=B).
En outre, on pourra noter A la classe d'un élément A€ Co |J {x}
(lemme 2-3, 2-6).
2.2. Modeles de réfutabilité.

Une catégorie signée est un couple (C, F) formé d'une C.C.F. C
et d'une partie F de Co. On appelle foncteur signé un triplet @, de la
forme ((C',F'),®,(C,F)) , oo @ est un foncteur cartésien fermé de C
vers C', ot (C,F) et (C', F') sont des catégories signées et D(F) CF"

Désignons par 3:0 la catégorie des foncteurs signés relatifs a l'u-
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SUR LA REFUTABILITE 19

nivers U. ? est équationnelle sur .‘;F

Une théorie de la réfutabilité est un quadruplet C =(C,F,x, F)
tel que:

(TR;) (5 F) est une catégorie signée, (C,x) est une C.C.F.P.

(TR,) F est une famille de fléches de but x de source dans F, telle
que, pour tout e € F, il existe un élément fe de F et un seul de e vers
x dans C.

(TR3) Si f:e—~x est un morphisme de C et si e€F, fzfe.

Cp est équationnelle sur (C, F). On l'obtient en adjoignant a
(C,F):

- I'objet distingué x,
- les axiomes ;’Ie:e—ox, si e€eF,
- les équations f:/ve ,pour fre~x, e€F.

Un foncteur de réfutabilité est un triplet CDP =(C;,(I)o, Cp)' ol
®, est un foncteur signévde (VC&)F) vers (C',F') tel que ®(x)=x" et
que, pour tout e€ F, (/€)= (e) La catégorie gp des foncteurs de
réfutabilité relative 2 U est équationnelle sur fT'a. Le foncteur canonique
2 ffp *3:0 admet donc un adjoint.

Si (C,F) est une catégorie signée, un modéle de réfutabilité de
(C,F) estun couple (Cz',, ®,), ot C; E(ffp)o et oi @ estun foncteur
signé de (C,F)vers 2(Cp).

2.3. Le langage R(C, F).

A une catégorie signée (C.F), nous allons associer un langage
R(C,F) (noté plus brievement R, quand il n'y a pas de risque de con-
fusion).

- Les symboles primitifs de R sont

- - - -V - - _

[ ], : e~A < ( )OI fPQ &~ x.
- Les termes de R sont les éléments de P (cf. 2.1).
- Les preuves de R sont définies inductivement comme suit:

(a) Preuvesde longueur I:
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20 J.P. BARTHELEMY

fv(e).'e-'x, si e€F,
f:e~e', si [ est un morphisme de C de e vers e’,
P(A,B):(AAB)~A, Q(A,B):(ANB)-B,
8(A,B):((BEA)AA)~B.
(b) Preuves de longueur > 1:
Si R:A-B et S:B-C sont des preuves, (SeR):A~C est une
preuve.
Si R:C~A et S:C~B sont des preuves, [R,S1:C~(AAB) est
une preuve.
Si R:(CAB)~A est une preuve, R:C~(A<=B) est une preuve.
A partir de R, on sait construire une S-structure libre au-dessus
de (C,F) (cf. [13], [14] ). 11 suffit pour cela de considérer la plus pe-
tite relation d'équivalence r sur l'ensemble P des preuves de R telle
que:
- r identifie les deux membres des équations d'une catégorie [14].
- r identifie les deux membres des équations supplémentaires d'une
C.C.F. ([14] et 0.4).
- r identifie les deux membres des équations supplémentaires d'une
théorie de la réfutabilité (2.2).
- La surjection canonique C~2%/r induit un foncteur szgne Xg -
Cette S-structure libre sera notée (C<F>,F,x, F) on F=
{ ,/y(e)f, ecF} ( IPI désignant la classe modulo r de la preuve P).
On remarque que (C<®>,x> est une [l-structure libre au~dessus
de C, ou II désigne le foncteur canonique Fr-F.
On dira qu'une preuve P est indécomposable s'il n'existe pas de
preuves R et S telles que P =R oS. Chaque preuve P admet une unique

décomposition en preuves indécomposables.

LEMME 2.8. Si P:e=e' est une preuve de R, il existe un morphisme

fre—e' de C tel que (P,f)er.

PREUVE. Nous allons effectuer une récurrence sur la longueur de P.
-Si long(P)=1, le résultat est trivial.
- Si long(P)>1:
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(a) P=[R,S], on a alors e’=e;Ae,, R:e~e;, S:e~e,. Par hypo-
thése de récurrence, il existe k& et k' dans C tels que: (R, k) €r,
(S.k")er. Donc ([R,ST, [k.k"1)er. Le résultar se déduit du fait
que ([, k'T, [k, &1 )er (C~P/r définit un foncteur cartésien fer-
mé).

(b) P=R, alors e'=e; <=e,, R:eMAey~e;. Par hypothése de récur-
rence il existe k€ C tel que k:eAe~e; et (k,P)er. Or (kez,z) €r,
donc (kez,P)er.

(c) P=SeR, on peut toujours supposer que S:A-e' est indécomposa-
ble.

Si long(S)=1, en vertu du lemme 2.5, A€Co , il suffit alors d'ap-
pliquer 1'hypothése de récurrenced R et a S.

Si Jong(S§)>1:
-s=1Uu,v], alors e':eIAeZ,'U.'A*eI, V.‘X-*e2. Il suffit d'appli-
quer l'hypothése de récurrence 2 (U®R) et (VOR).
-5=0, e'=e; FT=e,, U:/_{/—\ez-'el. Si long(U)=1, on trouve A€ C,
et il suffit d'appliquer 1'hypothése de récurrence 3 R et S. Sinon, on rai-
sonne sur W=Ue [Re@P(e, ey), O(e, 92)] =W, eW,, ce qui permet de
se ramener au cas d'une preuve: W, oW, eAe,~e; ou W; est indécom-
posable et telle que long(W, )< long(U)-1.

D'une maniére précise, long(W)=long(P) et (W,P)er. Si W,
est de la forme [U’, V’-]-, on raisonne comme précédemment et on trouve
le résultat. 'Si W, est de la forme U’, on construit Wi=(W;eW,) tel
que (W', W)er, long(W};)<long(W,).

En opérant ainsi, de proche en proche, on exhibe une suite

wim)=win)ewi{n), .. w=w, oW,
telle que
long W(i)———long w(itl ), longW(1i+1)<long Wl(i), (‘;(HI ), W(i))(—: r
ec (W), f)eronfecC.

En appliquant 1'hypothése de récurrence a w(m) | on voit qu'il

existe g€ C tel que (win), g)€r. Le résultat s'ensuit immédiatement ®
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22 J.P. BARTHELEMY

Une conséquence de ce lemme est que e € Co est démontrable
dans C si et seulement si e est démontrable dans C <F> . Autrement
dit, le calcul de I'assertion n'est pas perturbé par le passage de C a
C<F>.

2.4. Réfutabilité minimale

PROPOSITION 2.9. Soit (C, F) une catégorie signée, soit e € C, et soit
P:e~x une preuve de R(C,F). Il existe alors une unité e'€ F et un

morphisme g:e—e' tel que le triangle (T ) soit commutatif modulo r.

\P\
e

A

el

X

v
fle’) (T)

PREUVE. Si P est de longueur I, le lemme 2.5 écarte les cas suivants:
P=0(A), P=I(A), PeC, P=P(A,B), P=Q( A,B), P=8(4,B).

v
Il reste donc e € F et P=f(e). On pose alors e'=g=e.
Si long(P)>1, le lemme 2.6 écarte les cas P=[R,S] et P=
R. 1l reste donc P:(..(R1o...oRn)...),Ri:/TiH—oA—i avec ZI: x,
Zrz+1 =e, chaque R; étant indécomposable.
Supposons que l'un des R; est de la forme €(A,B), pour i<n.

Le diagramme ci-dessous est alors commutatif modulo 7:

A;4oAB
O(4,,,.B) \rA_HTE(/T,E)oRiH—]
e(A,B) Ri+1 z

E_A—i-H .6(A,B)e R, .1 1 écant indécomposable on peut se restreindre a
ne considérer que les preuves P telles que
Dans la décomposition de P en preuves indéchmposables
(*) { (R,), <i<n» aucune preuve R;, pour i<7, n'est de la forme
€(A,B).
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Nous démontrons alors la proposition en effectuant une récurrence
sur la longueur d'une preuve P vérifiant (x).

Le cas long(P)=1 ayant déja été examiné, supposons que
long (P)>1.

Si I'un des A, pour i<n+1 appartient 2 Co, il suffit d'appliquer
le lemme 2.8 2 (...(R,®...8R )...) et I'hypothése de récurrence &
(..(Rje...®R,_;)..). S'il existe i tel que A-in (1<i<n), on est
dans le cas oi (P,ReS)er avec S:e—=x, R:x—x et long(ReS)=
long (P ). L'hypothése de récurrence indique qu'il existe y€C et e'€F

v
tels que (S,f(e')eg)er. En outre, par construction de r:
v v
(Ref(e'),f(e'))er.

Donc (P,/y(e')Og)ér.

On peut donc supposer que pour tout 7 tel que 1<i<n+I, on a
A,£C, U {x}.

Moyennant cette remarque et en utilisant les lemmes 2.5 et 2.6,
on trouve que R; est nécessairement de longueur ! et de la forme
P(x,A) ou Q(A,x). De méme R~ est nécessairement de longueur > I
(le cas Rn =g(A,B),P(A,B) ou Q(Z, B) est donc exclu). Par suite,
il existe un indice i<n tel que R;=P(A,B) ou Q(A,B) et pour tout
k, 1<k<n-i, R, n'est ni de la forme P(A,B), ni de la forme
Q(A,B).

Supposons Ri:E(Z, B) (le cas RiZQ(A_, B) se traitera de
maniére analogue). R, ; est alors nécessairement de la forme [—U, VT
ou U.

Si R, ;= 7, il existe quatre objets polyndémiaux A, B, C,D tels
que (AAB,C <=D)eR, I'un de ces quatre objets étant non constant.
w=Luv]
avec long(U)<lang(R; ;). Or (R,®R, ,,U)€r. On obtient ainsi une

Le lemme 2.7 indique que c'est impossible; il reste donc R

preuve P’ telle que long(P')<long( P) et (P', P)er.Il suffit d'appli-
quer & P' 1'hypothése de récurrence ®

Désignons par | Pl la classe modulo 7 d'une preuve P e R(C, F).

COROLLAIRE 2.10. Soit (C, F) une catégorie signée, soit f(x) un mor-
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24 J.P. BARTHELEMY

phisme de C<F> de e vers x, oi e€ Co. Il existe alors e'€ F et un
morphisme g de e vers e' tel que le triangle (T') soit commutatif

X ——————— ¢

el S _#Tel

Nous dirons qu'une unité e de C est F-réfutable s'il existe une

fléche de C de source e, de but dans F.

COROLLAIRE 2.11. Soit (C, F) une catégorie signée et soit e€ C,. Les
conditions ci-dessous sont équivalentes :

(i) e est F-réfutable dans C.

(ii) e est { x }-réfutable dans C <F> .

(iii) e <=e est démontrable dans C <F >.

(iv) Pour tout modéle de réfutabilité (CI'J , (Da) de (C,F), ®(e)
est { x}-réfutable dans C' et x' <=®(e) est démontrable dans C'.m

2.5. La réfutabilite intuitionniste.

Nous nous posons le probléme suivant: «quand peut-on dire qu'il
n'existe pas d'objets de C & la fois démontrable et F-réfutable?». La

réponse a cette question est donnée par la proposition ci-dessous.

PROPOSITION 2.12. Soit (C,F) une catégorie signée. Les conditions
ci-dessous sont équivalentes :

(i) Il n'existe pas d'unité démontrable et F-réfutable dans C.

(ii) 1 n'est pas F-réfutable dans C.

(iii) x n'est pas démontrable dans C <F >.

(iv) Il n'existe pas d'unité démontrable et { x }-réfutable dans
C<F>.

(v) (C,F) admet un modéle de réfutabilité ((C',F', x", I*!'),(I)a)

ou x' est un objet initial non nul.

PREUVE. (i) entrafne (ii): c'est clair.

(ii) entraine (iii): c'est une conséquence immédiate du corollaire 2.11.
(iii) entrafne (iv): c'est clair.

(iv) entraine (i); c'est une conséquence immédiate du corollaire 2.11.

Les quatre premiéres conditions sont donc équivalentes. Montrons
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que (v) entraine (ii). Soit ((C',F', x', I!“'),fl)a) un modéle de réfuta-
bilité de (C.F), ot x' est un objet initial non nul de C’. 1I' n'est
alors pas { x' }-réfutable dans C'-vPar ailleurs, il existve un foncteur de
réfutation lpp de (C<F>,F, x,F) vers (C',F',x',F') tel que:
Z(‘pp)'xa:(ba'

Par suite 1 n'est pas { x }-réfutable dans C <F >, donc ( corollaire 2.11)
I n'est pas F-réfutable dans C.
(ii) entraine (v). Nous avons vu (1-5) que §P est a f;:._-projections.
Si I'on construit explicitement une ?i-proiection de (C, x)€ffp, on con-
serve les objets de C et on identifie les morphismes de la forme x—~e .
Par suite, si ((C',0),\) est un (7;'. ?P)-projecteur pour (C<F>,x),
la restriction de A\ aux unités de C induit une bijection A, de Co vers
Cs.

On peut alors corstruire le modéle de réfutabilité

(T No(F),0, {N(|[(e)

)oe€F 1N, Xy)

de (C,F) (A, étant défini de fagon évidente) et si I n'est pas {x}-
réfutable dans C< F>, 0 p'est pas démontrable dans 6’, donc n'est
pas un objet nul de C' =

Un modele de réfutabilité C = ((CF, %', }I:'),(Da) de (C,F)
ol x' est un objet initial de C' sera dit intuitionniste. Si, de plus, x'
n'est pas un objet nul, on dira que Cp est non dégénéré. On dira que
(C, F) est de type intuitionniste si l'une des conditions de la proposition
2.2 est vérifiée. Ainsi, (C, F) n'est pas de type intuitionniste si, et
seulement si, tous ses modéles intuitionnistes sont dégénérés (ces no-
tions justifient la définition donnée en 1-4 d'une négation intuitionniste).

Désignons par ?c la sous-catégorie pleine de ?P dont les ob-
jets sont les modéles intuitionnistes et par I’ le foncteur d'inclusion
?t _‘B:P' Posons I1=2.1". ff't étant équationnelle au-dessus de 3"9, les
foncteurs I, I' et > admettent des adjoints.

Nous désignons par ((Ei'F'O'Fi)'(Di) une I-structure libre
au-dessus de (C, F) telle que (C;)o=Co (le lecteur remarquera que le
«F» est licite! ). On obtient alors 1'analogue du corollaire 2-11, pour

les modéles intuitionnistes de catégories signées de type intuitionniste.
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