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SUR LA REFUTABILITE

par Jean-Pierre BARTHELEMY

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DI FFER ENTI ELL E

Vol. xv -1

INTRODUCTION

Les catégories cartésiennes fermées apparaissent, ainsi que l’a

remarqué Lambek ( [13] , [14] ), comme des systèmes déductifs ( intui-

tionnistes positifs ) assujettis à vérifier certaines équations. Il est donc

naturel d’étudier, dans ce cadre, certaines notions de logique. Le pro-
blème examiné ici est celui de la réfutabilité .

Etant donnée une catégorie cartésienne fermée C (on désigne

par = son foncteur exponentiel) et un obj et x de C, le foncteur -|=
x = définit une «négation » (voir Curry [2] et P. Destouches-Février

131 , [4] ). Un premier paragraphe est consacré à 1"étude de ce foncteur.
Il permet d’établir quelques liens entre les algèbres de Boole et les caté-

gories cartésiennes fermées.

Le second paragraphe est consacré à la démonstration du résultat

suivant:

Etant donnés une catégorie cartésienne fermée C et un ensemble

F d’objets de C, il existe une catégorie cartésienne fermée C  F &#x3E;, un

obj et x de C  F &#x3E; et un foncteur cartésien fermé (D, injectif sur les ob-

j ets, de C ver s C  F &#x3E; tels que :

1" Pour tout e E F , il existe une flèche f e de C  F &#x3E; et une seule

de O ( e ) ver s x .

2° Pour tout objet e de C et pour tout morphisme f de C  F &#x3E; de

O ( e ) vers x , il existe e’ E F et un morphisme g de C de e vers e’

tel que le triangle :
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soit commutatif.

On peut interpréter ce résultat en assimilant F à une collection

de propositi ons fausses déclaratives. Il montre qu’on peut, sans pertur-
ber le calcul de la réfutation, passer de plusieurs propositions déclarées

fausses à une seule proposition déclarée fausse. En fait ce «passage»

ne perturbe pas, non plus, le calcul de l’assertion.

Nous nous sommes placés dans le cadre de la théorie des ensem-

bles de Zermelo-Fraenkel, avec l’axiome des univers. Toutefois, les ré-

sultats énoncés restent vrais si l’on «choisit CAT comme univers de

discours».

D’une manière générale, les notations utilisées sont celles de

[5]. En particulier, si C est une catégorie, Co désigne l’ensemble de

ses unités et C* sa duale. Une transformation naturelle n d’un foncteur

F vers un foncteur G est représentée par un triplet (G , 7§ , F ) .



23

SOMMAIRE

1. Les foncteurs de négation.

1.1. Rappels sur les catégories cartésiennes fermées 4

1.2. Le triple de la double négation dans une catégorie cartésienne
fermée pointée 6

1.3. Exemples et applications 8

1.4. Négations intuitionnistes 9

1.5. Négation intuitionniste et négation classique 12

2. Théorie de la Réfutabihté.

2.1. Objets polynômiaux d’une catégorie cartésienne fermée 14

2.2. Modèles de réfutabilité is

2.3. Le langage %(E, F ) 19

2.4. Réfutabilité minimale 22

2.5. La réfutabilité intuitionniste 24

Bibl iograph ie. 26



24

1. LES FON CTEURS DE NEGATION

1.1. Rappels sur les catégories cartésiennes fermées.

Les quelques rappels que nous allons faire ont pour but d’introdui-

re, dans les catégories cartésiennes fermées, le «point de vue du logicien».
Ce point de vue est développé essentiellement dans [13] et [14].

Une catégorie cartésienne fermée (stricte) (en abrégé une C.C.F.)

est un quadruplet

tel que :

C.C.F 1 : C est une catégorie et 1 est un objet final de C.

C. C. F 2 : ( - A - ) est un foncteur C X C - C coadj oint, naturalisé

par II, au foncteur diagonal A ( C ) : C -&#x3E; C x C .
C.C. F 3 : Pour chaque unité e de C , ( - =e) est une application

de Co dans Co et 6(-, e ) une application de Co dans C telles que,

pour toute unité e’ de C , (E( e’, e ), e’ = e) soit un - A e-éjecteur
(au sens de [5]).

Nous conserverons tout au long de ce texte les notations suivan-

tes : 

1° Pour chaque unité e de C, 0 ( e ) désigne l’unique morphisme de e

ver s 1 .

2° Pour chaque couple ( e’ , e ) d’unités de C, on désigne par p ( e’, e ) :
e’A e - e’ et q( e’ , e ) : e’ A e -&#x3E; e les projections canoniques faisant de

II ( e’ , e ) un produit naturalisé .

3° Si e , e’ et e" sont trois unités de C , pour chaque morphisme f de

e" A e vers e’ , il existe un morphisme et un seul f e : e" -&#x3E; (e’ = e )
tel que E(e’, e).( feAe)= f.

En particulier, l’application qui, au morphisme g, associe le

morphisme ( g . E ( a, ( g ), e ) ) e définit un foncteur C-C, dénoté encore

( - = e ), coadjoint au foncteur -A e .

4° Ce foncteur se prolonge en un foncteur (- = - ) : C x C* -&#x3E; C défini

par : 
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( b ) pour toute unité e de C,

5° Nous dirons qu’ une unité e de C est démontrable s’ il existe un mor-

phisme f : 1 -&#x3E; e .

A C est attachée une famille cohérente de transformations natu-

relles dont nous citons les principales ( sans rappeler leur définition

cf. [6J).

- Equivalences naturelles.

gne l’ isomorphi sme canonique

désigne l’isomorphisme canonique

Lambek a donné de la définition d’une C.C.F la «version équation-
nelle» suivante ([14]):

- Règles d’ in f érence :

- Equations: d=O(e), pour d: e - 1.

pour

pour

pour

pour
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Soit C et C’ deux catégories cartésiennes fermées. On définit un

foncteur cartésien fermé de C vers ëï comme étant un triplet (C, O, C)
où V C -&#x3E; C’ est un foncteur qui commute strictement avec toutes les

données de C et Cr. Si l’on désigne par ? (resp. par F) la catégorie
des foncteurs cartésiens fermés (resp. des foncteurs ) relatifs à un uni-

vers U , on dira que est « équationnelle sur F ». 

1.2. Le triple de la double négation dans une catégorie cartésienne fer-
mée pointée.

Une catégorie cartésienne fermée pointée ( en abrégé C.C.F.P.)

est un couple (C, x), où C est une C.C.F et où x est une unité de C .

On note -1 le foncteur x = - C* - C .

LEMME 1.1. Les foncteurs (-| - = -) et (-|-=-)T(C*) de C* X C*

vers C sont naturellement équivalents.

P R E U V E . L’application associant Tn ( e’ , e ) = Tk’( x , e’ , e ) au couple
( e’ , e ) d’unités de C définit une équivalence naturelle n de (-| - = - )
vers (-|-=-)T(C*) H
PROPOSITION 1.2. -|-|* est l’endo f oncteur d’un triple N fort et commu-
tatif sur C (voir [11,12]).

P R E U V E . -|-|* est l’endofoncteur d’un triple N dont l’unité 77 est défi-

nie par :

et la multiplication ii par :

Les égalités :

proviennent de la cohérence.

Pour tout couple (e’, e ) d’unités de C, posons
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| E = le;

Si définit une transformation naturelle de

et, par cohérence, le couple (-|-|*, s t ) définit un C-endofoncteur de la

C-catégorie C.

Toujours en vertu de la cohérence, n et u sont des C-transformations

naturelles; par suite ((-|-|*,s t ) , n , u ) définit un triple fort N (strong

monad cf. [10]) sur C.

A s t est associée la transformation naturelle tn de -A -|-|*-
vers -|-|*(-A-) définie par: Ttn( e ’ , e ) =

On pose alors :

t’ et t" permettent d’obtenir deux structures monoidales 

Et, par cohérence : 4

En utilisant les résultats de [12], on obtient alors :

COROLLAIRE 1.3. Si C est à noyaux, la catégorie d’Eilenberg-Moore CN
du triple N peut être munie d’une structure de catégorie fermée.
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1.3. Exemples et applications.

1° Soit ? la structure cartésienne fermée canonique sur la caté-

gorie ? des applications relatives à Il. On se place dans le cas où C =

M et où x =2 . Dans ce cas ? est, comme l’a montré Guitart dans [91,
isomorphe à la catégorie S des homomorphismes d’algèbres de Boole

atomiques complètes: B est une catégorie fermée.
2° En général, le triple N n’est pas cartésien fermé [11] ain-

si que le montre dans (M, 2 ) le contre-exemple: 2 21 X 221 # 221X1 .
On obtient toutefois des résultats dans cette direction lorsque C est é-

quivalente à une algèbre de Heyting (une logique Brouwerienne selon la

terminologie de [6], en convenant qu’une «algèbre de Heyting» est un
ensemble ordonné cartésien fermé ) . En effet, sur une algèbre de Heyting,
tout triple fort est cartésien fermé. Cela permet de conclure que CN est

aussi une logique Brouwerienne. On a en fait un résultat beaucoup plus
fort :

PROPOSITION 1.4. Soit ( C, x ) une C.C.F.P. Si C est une logique Brou-

werienne, CN est une logique classique ( i. e. une catégorie équivalente
à une algèbre de Bool e ) .

P R E U V E . On se ramène au cas où C est une algèbre de Heyting. CN est

le sous-ensemble ordonné de C formé des unités e telles que 1 e = e .
Il est clair qu’alors 1 induit une complémentation sur CN

3° On appelle foncteur de négation sur une C.C.F. C tout fonc-

teur -| : C* -&#x3E; C tel qu’il existe une équivalence naturelle de ( -1 -
vers (-|=-)T(C*). Toute unité x de C définit le foncteur de né-

gation x =-. Réciproquement, tout foncteur de négation -| de C dé-

finit l’unité -|1.
Considérons les catégories Fp et Fm définies comme suit:

- Les objets de Fp sont les C.C.F.P. (C , x ) relatives à ’11; les

morphismes de Fp sont les triplets ( ( C’ , x’ ), O , ( C , x ) ) , où ( C’ , O , C )

est un foncteur cartésien fermé tel que x’ et O ( x ) sont isomorphes.
- Les objets de Fm sont les couples ( C, -| ) , où C est une C.C.F.

relative à U et où 1 est un foncteur de négation sur C. Les morphismes
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sont les triplets est un foncteur

cartésien fermé tel que O.-| et -|’.O* sont naturellement équivalents.

PROPOSITION 1.5. Les catégories Fm et 5P sont naturellement équi-
val entes.

P RE U V E . Considérons les foncteurs :

x et x « 1 sont isomorphes. D’autre part, sont

naturellement équivalents, donc 1 1-- est naturellement équivalent
à 1 . Il est clair, en outre, que ces isomorphismes induisent des équiva-
lences naturelles : U . F -&#x3E; Fp, F . U -&#x3E; Fm H

On peut donc, paradoxalement, définir les C.C.F.P. de manière

«non ponctuelle » . Malheureusement Fm et Fp ne sont pas équation-
nelles sur 9: -

1.4. Négations intuitionnistes.

Nous dirons que la négation = x = - sur la C.C.F.P. C est

intuitionniste lorsque x est un obj et initial de C , noté alors 0. (Les

règles de calcul que l’on obtient se rapprochent de celles indiquées dans

[3], [4] et [2] , ce qui justifie la définition).
Soit F la sous-catégorie de r11 dont les morphismes sont les
p 

triplets ( ( C’ , x’ ), O , ( C , x ) ) tels que : O ( x ) = x’ . La catégorie ? p est

équationnelle sur F .

Soit Fi la sous-catégorie pleine de F dont les objets sont les

couples ( C , 0 ) , où 0 est un obj et initial de C. Considérons un obj et
( C , 0 ) de Fi fixé une fois pour toutes et désignons toujours par N =

(-|-|* , n, u) le triple de la double négation relatif à la C.C.F.P.

( C, 0 ) . Supposons que ( C, x ) est une C.C.F.P. intuitionniste.

LEMME 1.6. Pour tout couple ( e’ , e ) d’unités de C , l’ensemble

Hom (-|e’, e) possède au plus un élément.
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PREUVE. Hom(-|e’,e)=Hom(0=e’,e) et Hom(0, e’Ae) sont équi-

potents. Or, vu [7],dans une C.C.F. avec un objet initial 0, Hom (0,u)

est vide, sauf si u est isomorphe à 0 , auquel cas Hom (0, u ) est réduit

à un élément a

PR O P O SITI ON 1. 7 (M. Sz abo ) . Si 7 est une équivalence de catégories,
C est une logi que cl assi que.

P RE U V E . Ceci découle immédiatement du lemme ci-dessus M

Cette proposition montre que les catégories de Boole de [1] ne

sont que les logiques classiques et rend trivial le « théorème de complétu-
de » énoncé dans cet article.

PROPOSITION 1.8. Le triple N est cartésien fermé et dégénéré.

PREUVE. Soient e’ et e deux unités de C et soit k un endomorphisme

de -|-|eA-|-|e’. En vertu du lemme 6, on a nécessairement:

et

donc k = -|-|e A 1 1 e’. Comme N est un triple fort, on a un morphisme

Par ailleurs il existe un morphisme

En appl iquant la remarque précédente et le lemme 6, on trouve

Ainsi N est cartésien fermé. En outre, toujours en appliquant le lemme

6, on voit que Tu(e) est inversible pour tout e . D’où N dégénéré

PROPOSITION 1.9. (i) CN est isomorphe à la sous-catégorie pleine de

C dont les objets sont les unités e telles que Tn (e) est inversible.

(ii) C N est équivalente à la catégorie de Kleisli

CN de N . 

( iii ) CN est une logique classique.
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P RE UV E . ( i ) et (ii) sont des conséquences immédiates du fait que N

est dégénéré. 

II ./ 

algèbres et soient f et g deux morphismes de T-1(e) vers T-1(e’).
En vertu du lemme 6, Tn(e’).f=T(e).g, donc f = g et CN est équi-
valente à un ensemble ordonné .

Considérons touj our s deux N-algèbres 
est un produit, dans

) est isomorphe à 

) sont les seuls morphismes de

Par suite, il existe

que : 

et

et nécessairement g=Tn,(eAe’). Posons

En vertu du lemme 6 : Par ailleurs :

et de même

Ainsi e A e’ définit une N-algèbre. Il est clair en outre que p(e’,e) et

q ( e’ , e ) naturalisent ’r 1 (eAe’) comme produit dans CN.

Par ailleurs 0 définit une N-algèbre T-1(0) et on voit facilement que

T-1(0) est un obj et initial de C N . De plus
77 

on

associe la N-algèbre définie par :

on obtient une équivalence de catégories CN* -&#x3E; C N et par suite CN est

à sommes finies. L’ensemble ordonné associé à eN est un treillis com-

plémenté.
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Il reste à montrer que ce treillis est distributif. On remarque que

-|-|(e=e’)A-|-|e’ est isomorphe à -|-| ((e=e’)Ae’). Par suite,
il existe un morphisme 

De plus si e et e’ définissent des N-algèbres,

est un morphisme de Toujours
en vertu du lemme 6 :

sont isomorphes.
Cette remarque permet de définir une exponentiation, notée C, sur

C N ( car Tn (e=e’) est alors inversible ) . Par ailleurs, -F 77 (0=e)=
(0 =Tn(e)) et l’on a dans CN 

En outre, le foncteur produit partiel sur eN admettant un co-adjoint, il

est compatible avec les limites inductives : l’ensemble ordonné relatif à

C N est un treillis distributif

En particulier, si, dans C, toute unité non isomorphe à 0 est

démontrable et si 0 n’ est pas démontrable, C N ( et CN ) est équivalente
au treillis de Boole à deux éléments. Ceci s’applique au cas où C est

la C.C.F. sous-jacente à un topos bien pointé [7].

1.5. Négation intuitionni ste et négation c lass ique.

La catégorie Fi est équationnelle sur ? . On obtient en effet un

objet de Fi en adjoignant à une C.C.F.P. ( C , 0 ) :
- les axiomes i(e):0-&#x3E;e,
- les équations f = i ( e ), pour f : 0-&#x3E;e.

Soit Fk la sous-catégorie pleine de Y. dont les objets sont les

couples (C,0), où C est une logique classique. Un tel objet est obtenu

en ajoutantà (C,0)E(F.)o:
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- les axiomes b(e):-|-|e-&#x3E;e;
- les équations b(e).Tn(e)=e. 

Il s’ensuit que les foncteurs d’inclusion entre les catégories
- 

Fi et ifg admettent des adjoints.
Désignons par S la catégorie des homomorphismes entre algè-

bres de Boole relatives à U et par B le foncteur canonique B-&#x3E;Fi. Il

est clair que le foncteur canonique B-&#x3E;Fk admet un adjoint. Par suite,
B admet un adjoint. 

Soit (C,0)E(Fi)o. Notons b ( C ) une algèbre de Boole équi-
valente à CN ( et à C N ) .

P R O P O SI TI O N 1.10. b ( C ) est une B-structure libre au-dessus de (C,0).

PREUVE. Au cours de la démonstration de la proposition 1.9, nous avons

construit un objet ( EN 0) de Fi, porté par eN. Il résulte immédiate-

ment de cette construction que les foncteurs F N et U N , qui factorisent
le triple N à travers C N , définissent des foncteurs cartésiens fermés.
Donc si 0 désigne l’ obj et initial de b(C), F 

N 
définit un morphisme

Soit A’ une algèbre de Boole d’élément initial 0’ et soit O’ un

morphisme de de (C,0) vers (A’,0’).
L’application qui, au morphisme (T-1n(e’),f,T-1n(e)) entre

N -algèbres, associe O’(f) définit un homomorphisme entre algèbres de

Bool e § de b ( C ) vers A’ tel que B(t/f).O=O’. On vérifie facilement

que § est l’unique homomorphisme vérifiant cette relation a

Cette proposition traduit, en fait, le théorème de Glivenko qui
affirme que P est démontrable en logique classique si et seulement si

-|-| P est démontrable en logique intuitionniste [8,2].
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2. THEORIE DE LA REFUTABILITE

2.1. Objets polynômiaux d’une catégorie cartésienne fermée.

Soit C une C.C. F. et soit x une «indéterminée» (x E C). Intro-

duisons deux nouveaux symboles A et = et considérons la suite (P n )
définie par :

On pose P = U Pn . Un élément de P est appelé un objet polynô·
mial de C . Le nombre d’occurrences de x dans l’objet polynômial A est

appelé le degré de A . On dit que A est constant s’il est de degré 0 .

Sur chaque ensemble Pn , on définit une relation d’équivalence Rn
en posant :

Ro est l’égalité,

R1 est engendrée par

Rn est engendrée par

R = U Rn est une relation d’ équivalence sur P . On désigne par P le quo-

tient P / R .

LEMME 2.1. Soient A et B deux objets pol ynômiaux de C qui vérifient
A et B E Pn-1, et (A,B) E Rn. Alors (A,B) E Rn-1. 
P R E U V E . Effectuons une récurrence sur l’entier n .

10 n = 1. La relation R, est facile à décrire. Elle identifie (à la

symétrie et à l’égalité près ) les éléments suivants :
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pour (
Il s’ ensuit que deux éléments de Co U {x} sont identifiés par

par R1 si et seulement s’ils sont égaux, c’est-à-dire identifiés par R0.
2° n &#x3E; 1 . Supposons d’abord que ( A , B ) E Sn . On est alors dans l’un

des cas suivants :

et (A",B") dans Rn -1 : le résultat découle immédiatement de l’hypo-
thèse de récurrence.

- A=(A’=A"), B=(B’=B"). Ce cas se traite comme le précédent.
Dans le cas général, (A,B)ERn si et seulement s’il existe une

suite finie ( 

Montrons le lemme pour l’entier n en effectuant une récurrence sur

la longueur p de la suite.
- Pour p = 2 , on est dans le cas ( A , B ) E Sn traité ci-dessus.

- Pour p &#x3E; 2 on est dans l’un des cas suivants :

(a) Il existe i tel que Hi E Pn-1 . En appliquant l’hypothèse de récurren-
ce sur p , on trouve

Pour chaque . Supposons que A est de la forme A =

appartient à
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En raisonnant ainsi, de proche en proche, on obtient deux suites

telles que : 

sont donc tels que A’ , B’ , A" et B" appartiennent à

. Par hypothèse de récurrence

et, par construction, ( A , B )

appartient à Rn-1.
Si A est de la forme (A’=A"), on raisonne de la même ma-

nière en remplaçant le symbole A par Ç=::: .

LEMME 2.2. Soient A et B deux objets polynômiaux de C tels que

PREUVE. Soit p le plus petit entier tel que (A,B)E:Rp. Si p  n , le

résultat s’ensuit immédiatement. Sinon, on effectue une récurrence sur

, on est dans les conditions du lemme 2.1 .

de toute façon A et B appartiennent à

donc, toujours en vertu du lemme 2.1 ,

hypothèse de récurrence, ( A , B ) E Rn
LEMME 2. 3 . La restriction à Co U {x} de la surjection canonique
P - P est injective

LEMME 2.4. Si A est un objet polynômial constant, il existe e E Co

tel que (e,A) E R .

P R E U V E . On effectue une récurrence sur le plus petit entier n tel que

AEP .
n

- Si n = 0 , nécessairement A E Co , puisque A est constant.

- Si n &#x3E; 0, on est dans l’un des cas suivants :

(a) A=(A’AA"), ou

(b) A=(A’=A")

avec A’ E Pn-1 et A" E Pn-1.
Nécessairement, A’ et A" sont constants et, par hypothèse de
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récurrence il existe deux unités e’ et e" de C telles que

Donc

Donc:

LEMME 2.5. R n’identi fie jamais un objet polynômial constant et un ob-

jet polynômial non constant.

P R E U V E . En vertu du lemme 2.4, il suffit de démontrer que, pour chaque
(e,A) E Co, si (e,A) E R, A est un polynôme constant, ce qu’on obtient

très facilement en effectuant une récurrence sur le plus petit entier n tel

que AE Pn r
LEMME 2.6. Pour tout objet polynômial A, les conditions ci-dessous

sont équivalentes :

(i) (x, A) E R,

(ii) A=x.

PREUVE. Soit n le plus petit entier tel que A E Pn . On a alors n &#x3E; 0

et, en vertu du lemme 2.2, (x,A) E Rn.
- Si n=1, le résultat est évident.

- Dans le cas général, si (x, A) E Sn, on ne peut avoir (x,A) E Rn -1
(car A E P n - 1 ) et

est également impossible, puisque x est « atomique ». D’où (x,A) E Sn.
Il existe donc une suite (Hi)1ip telle que :

Le cas que nous venons d’examiner écarte H2 E P n -1 et, de proche en

proche, on obtient x = H1 = H2 = ... = Hp = A H
LEMME 2. 7 . Soient A , B , D , E quatre objets polynômiaux dont l’un est
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non constant. R n’identi f ie pas ( A AB) et ( D = E).

PREUVE. Nous allons montrer que, pour tout n , ((AAB),(D= E ) .

n’appartient pas à Rn’ en effectuant une récurrence sur n .

- Pour n = 1, il suffit de se reporter à la forme explicite de R, ( cf.

preuve du lemme 2.1 ) .

- Supposons n &#x3E; 1. Si ( ( A A B ), ( D = E ) ) E Rn , d’après l’hypothèse
de récurrence et la construction explicite de Sn , le cas

est à exclure. En outre, par hypothèse, l’un des objets polynômiaux A

ou B est non constant. Supposons que c’est A .

Il existe une suite ( Hi ) 1  i  p telle que :

On déduit de ce qui précède que H2 est nécessairement de la

forme H’2 A H"2 (remarquer la nécessité de l’hypothèse A non constant)

et, de proche en proche, H’i A H"i = Hi . On trouve finalement

ce qui est impossible

On remarque que R est compatible avec les opérations A et =.

Si l’on note A la classe modulo R de A E P , on pourra poser:

En outre, on pourra noter A la classe d’un élément A E Co U {x }
( lemme 2-3 , 2-6 ).

2.2. Modèles de réfutabilité.

Une catégorie signée est un couple (C, F) formé d’une C.C.F. C

et d’une partie F de Co , On appelle foncteur signé un triplet Oo- de la
forme ( ( C’, F’ ), O, ( C, F )) , où 0 est un foncteur cartésien fermé de C

vers C’, où ( C, F ) et ( C’, F’ ) sont des catégories signées et 4$ ( F ) C F’.

Désignons par ? la catégorie des foncteurs signés relatifs à l’u-
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nivers U. Fo- est équationnelle sur ? .
Une théorie de la réfutabilité est un quadruplet C p = ( C, F, x, F )

tel que :

( TR1 ) ( C, F ) est une catégorie signée, ( C, x ) est une C.C.F.P.

( TR2 ) F est une famille de flèches de but x de source dans F, telle
v v

que, pour tout e e F, il existe un élément f e de F et un seul de e vers

x dans C ·

( TR3 ) Si f : e - x est un morphisme de C et si e E F , f = fe .

Cp est équationnelle sur (C,F). On l’obtient en adjoignant à

(C,F):
- l’ obj et distingué x,

v
- les axiomes fe : e -&#x3E; x , si e E F ,

v
- les équations f = fe , pour f : e -&#x3E; x , e E F .

Un foncteur de réf utabilité est un triplet Op = ( C’p, Oo- Cp ), où
Oo- est un foncteur signé de ( C, F ) vers (C’ , F’ ) tel que O ( x ) =x’ et

que, pour tout e E F , O (Fe) = vf’O(e). La catégorie 5:1. des foncteurs de
réfutabilité relative à 11 est équationnelle sur Le foncteur canonique
E:Fp-&#x3E;Fo- admet donc un adj oint.

Si ( C , F ) est une catégorie signée, un modèle de réfutabilité de

( C, F ) est un couple ( C’p,Oo-), où C’p E (Fp)o et où Oo- est un foncteur
signé de ( C , F ) vers Z ( C3 ) .
2.3. Le langage R(C,F).

A une catégorie signée (C,F), nous .allons associer un langage
F) (noté plus brièvement 1 , quand il n’y a pas de risque de con-

fusion ).
- Les symboles primitifs de R sont

- Les termes de R sont les éléments de P ( cf. 2.1).
- Les preuves de % sont définies inductivement comme suit :

( a ) Preuves de longueur 1:
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( b ) Preuves de longueur &#x3E; 1 : 
1 sont des preuves, est une

preuve.

sont des preuves,

une preuve.
- 

Si R:(CAB)-A est une preuve, R : C -&#x3E; ( A = B ) est une preuve.

A partir de R, on sait construire une E-structure libre au-dessus

de ( C , F ) (cf. [13] , [14]). Il suffit pour cela de considérer la plus pe-
tite relation d’ équivalence r sur l’ensemble P des preuves de R telle

qu e :
- r identifie les deux membres des équations d’une catégorie [14].
- r identifie les deux membres des équations supplémentaires d’une

C.C.F. ([14] et 0.4).
- r identifie les deux membres des équations supplémentaires d’une

théorie de la réfutabilité (2.2).
- La surjection canonique C-&#x3E;P/r induit un foncteur signé Xo-.

- v v

Cette 1-structure libre sera notée ( C  F &#x3E; , F, x , F ) , où F =

{ |vf(e)|,e E F} ( 1 P 1 désignant la classe modulo r de la preuve P).

On remarque que ( C  O&#x3E;, x&#x3E; est une n-structure libre au-dessus

de C, où FI désigne le foncteur canonique Fp-&#x3E;F.
On dira qu’une preuve P est indécomposable s’ il n’ existe pas de

preuves R et S telles que P = R eS. Chaque preuve P admet une unique

décomposition en preuves indécomposables.

L E M M E 2.8. Si P:e-&#x3E;e’ est une preuve de R, il existe un morphisme

f:e-&#x3E;e’ de C tel que (P, f)Er.

P R E UV E . Nous allons effectuer une récurrence sur la longueur de P.

- Si long ( P ) - 1, le résultat est trivial.

- Si long(P)&#x3E; 1 : 
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on a alors Par hypo-
thèse de récurrence, il existe k et k’ dans C tels que: ( R , k ) Er,

(S,k’) E r. Donc ([R,S],[k,k’])E r. Le résultat se déduit du fait

définit un foncteur cartésien fer-

Par hypothèse de récur-

rence il existe k E C tel que i

donc (ke2, P)E r .

(c) P = S O R, on peut touj ours supposer que S : A -&#x3E; e’ est indécomposa-
ble.

Si long (S) = 1, en vertu du lemme 2.5 , A E Co , il suffit alors d’ap-

pliquer l’hypothèse de récurrence à R et à S .

Si long (S) &#x3E; 1 :
- S = [ U, V ] , alors e’ = e1 A e2 ; U : A -&#x3E; e1 , V:Ã""e2. Il suffit d’appli-

quer l’hypothèse de récurrence à (U O R) et (V O R ).

on trouve A E C o

et il suffit d’appliquer l’hypothèse de récurrence à R et S . Sinon, on rai-

sonne sur W=U. CR.P(e, e2 ), Q( e, e2)] = W1.W2’ ce qui permet de
se ramener au cas d’une preuve: W1 O W2 : e A e2 -&#x3E; e1 où W1 est indécom-
posable et telle que lang ( W1)  long (U) - 1.

D’une manière précise, long(W) = long (P) et (W,P) E r . Si W1
est de la forme [U’, V’], on raisonne comme précédemment et on trouve
le résultat. Si W, est de la forme on construit W’ = (W’1 O W’2) tel

que (W’, W ) E r, long(W’1 )long(W1).
En opérant ainsi, de proche en proche, on exhibe une suite

telle que

En appliquant l’hypothèse de récurrence à w(n), on voit qu’il
existe g E C tel que (W(n), g)E r. Le résultat s’ensuit immédiatement M
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Une conséquence de ce lemme est que e E Co est démontrable

dans C si et seulement si e est démontrable dans C F &#x3E;. Autrement

dit, le calcul de l’assertion n’est pas perturbé par le passage de C à

CF&#x3E;.

2.4. Réf utabi lïté minimale

PR O P O SI TI O N 2. 9 Soit ( C, F ) une catégorie signée, soit e E Co et soit

P : e - x une preuve de R( C, F) . Il existe alors une unité e’ E F et un

morphisme g : e - e’ tel que le triangle (T) soit commutatif modulo r.

P RE U V E . Si P est de longueur 1 , le lemme 2.5 écarte les cas suivants:

v

Il reste donc e E F et P=f(e). On pose alors e’ = g = e .
Si long ( P ) &#x3E; 1, le lemme 2.6 écarte les cas P = [R, S] et P =

R . Il reste donc P = ( .. ( R1 O .... O Rn) ... ) , Ri Ai+1 -&#x3E; Ai avec A1 = x,

An+1 = e , chaque Ri étant indécomposable.

Supposons que l’ un des Ri est de la forme 8 (A, B), pour i  n .

Le diagramme ci-dessous est alors commutatif modulo r :

[Ai+1, E(A,B)O Ri+1 étant indécomposable on peut se restreindre à

ne considérer que les preuves P telles que

{
Dans la décomposition de P en preuves indécomposable

(*) (Ri)1in, aucune preuve Ri, pour in, n’ est de la forme
8(A,B).
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Nous démontrons alors la proposition en effectuant une récurrence

sur la longueur d’une preuve P vérifiant (*).

Le cas long ( P ) = 1 ayant déjà été examiné, supposons que

long(P)&#x3E;1.
Si l’un des Ai pour i  n+1 appartient à Co , il suffit d’appliquer

le lemme 2.8 à (... (Ri O ... O Rn)... ) et l’hypothèse de récurrence à

( .. (R1 O .... O Ri-1) ..). S’ il existe i tel que Ãi = x (1 in), on est

dans le cas où (P, R O S) E r avec S: e -&#x3E; x, R:x-x et long (R O S)=
long ( P ) . L’hypothèse de récurrence indique qu’ il existe y E C et e’ E F

v

tels que (S, f (e’) O g) E r . En outre, par construction de r :

Donc (P, f(e’) O g) E r.
On peut donc supposer que pour tout i tel que 1  i  n+1, on a

Ai E Co U {x}.
Moyennant cette remarque et en utilisant les lemmes 2.5 et 2.6,

on trouve que Ri est nécessairement de longueur 1 et de la forme

P ( x , A ) ou Q ( A , x ) . De même Rn est nécessairement de longueur &#x3E; 1
(le cas Rn = E (A, B), P (A, B) ou Q ( A , B ) est donc exclu ) . Par suite,

il existe un indice i  n tel que Ri = P ( A, B) ou Q ( A , B ) et pour tout

k , 1  k  n - i , Ri +k n’ est ni de la forme P ( A, B), ni de la forme

Q(A,B).

Supposons Ri = P ( A , B ) (le cas Ri = Q (A,B) se traitera de

manière analogue ) - Ri+1 est alors nécessairement de la forme [U, V]
ou U .

Si Ri+1 = U, il existe quatre obj ets polynômiaux A , B , C , D tels

que ( A A B , C = D ) E R , l’un de ces quatre objets étant non constant.

Le lemme 2.7 indique que c’ est impossible; il reste donc Ri+1 = [U,V]
avec long (U)  long ( Ri+1). Or (Ri O Ri+1, U) E r. On obtient ainsi une
preuve P’ telle que long (P’)  long ( P ) et ( P’, P ) E r . Il suffit d’appli-

quer à P’ l’hypothèse de récurrence

Désignons par 1 P la classe modulo r d’une preuve P E R ( C , F ) .

COROLLAIRE 2.10. Soit (C, F) une catégorie signée, soit f (x) un mor-
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phisme de C  F&#x3E; de e vers x, où e E Co . Il existe alors e’ E F et un

morphisme g de e vers e’ tel que le triangle ( T’ ) soit commutatif

Nous dirons qu’une unité e de C est F-réfutable s’il existe une

flèche de C de source e , de but dans F .

CORO LL AIRE 2. 11 . Soit ( C, F) une catégorie signée et soit e E Co . Les

conditions ci-dessous sont équival ent es :
( i ) e est F-ré f utabl e dans C .

(ii) e est {x} -réfutable dans C  F &#x3E; .

(iii) e e est démontrable dans C  F &#x3E; .

(iv) Pour tout modèle de réfutabilité C" Oo-) de ( C, F ), O ( e )

est {x} -réfutable dans C’ et x’ = O(e) est démontrable dans C’..

2.5. La réfutabilité intuitionniste.

Nous nous posons le problème suivant : « quand peut-on dire qu’il
n’existe pas d’objets de C à la fois démontrable et F-réfutable?». La

réponse à cette question est donnée par la proposition ci-dessous.

PR OP OSITION 2.12. Soit ( C, F) une catégorie signée. Les conditions

ci-dessous sont équivalentes :
(i) Il n’existe pas d’unité démontrable et F-réfutable dans C.

(ii) 1 n’ est pas F-réfutable dans C.

( iii) x n’est pas démontrable dans C  F &#x3E; .

(iv) Il n’existe pas d’unité démontrable et ( x }-réfutable dans

C F&#x3E;.
- 

(v) (C, F) admet un modèle de réfutabilité ((C’, F’, x’, F’), Oo-)
où x’ est un objet initial non nul.

P R E U V E . ( i ) entraîne ( ii ) : c’ est clair.

(ii) entraîne (iii): c’ est une conséquence immédiate du corollaire 2.11 .

( iii ) entraîne (iv): c’ est clair.

(iv) entraîne (i); c’est une conséquence immédiate du corollaire 2.11.

Les quatre premières conditions sont donc équivalentes. Montrons
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- v

que (v) entraîne (ii). Soit «C, F’ , x’, F’ ) , Oo-) un modèle de réfuta-

bilité de (C,F), où x’ est un obj et initial non nul de C’ . l’ n’est

alors pas {x’ }-réfutable dans C’ . Par ailleurs, il existe un foncteur de

réfutation ’Pp de ( C  F &#x3E;, F, ’x, F ) vers (C’, F’ , x’ , vF’) tel que : 

Par suite 1 n’ est pas }-réfutable dans C F &#x3E;, donc ( corollaire 2.11)

1 n’ est pas F-réfutable dan s C .

( ü ) entraîne (v). Nous avons vu (1-5) que est à J.-projections.
Si l’ on construit explicitement une 5:.-projection de (C,x)E F, on con-
serve les obj ets de C et on identifie les morphismes de la forme x - e

Par suite, si ((C’,0), k) est un (Fi, Fp)-projecteur pour (CF&#x3E;, x),
la restriction de À aux unités de C induit une bijection X o de Co vers

C’o.

On peut alors construire le modèle de réfutabilité

de ( C , F ) k. étant défini de façon évidente ) et si 1 n’est pas {x}-
réfutable dans CF&#x3E;, 0 n’est pas démontrable dans C’ , donc n’est

pas un objet nul de C’

Un modèle de réfutabilité C’e=((C’,F’,x’,vF’),Oo-) de ( C , F )

où x’ est un objet initial de C’ sera dit intuitionniste. Si, de plus, x’

n’est pas un objet nul, on dira que C p est non dégénéré. On dira que
( C, F ) est de type intuitionniste si l’une des conditions de la proposition
2.2 est vérifiée. Ainsi, (C, F) n’est pas de type intuitionniste si, et

seulement si, tous ses modèles intuitionnistes sont dégénérés (ces no-

tions justifient la définition donnée en 1-4 d’une négation intuitionniste).

Désignons par 5, la sous-catégorie pleine de 
Fp 

dont les ob-

jets sont les modèles intuitionnistes et par l’ le foncteur d’inclusion

Fi-&#x3E;Fp. Posons I=E.I’.Fi étant équationnelle au-dessus de Fp, les
foncteurs l, l’et L admettent des adjoints.

Nous désignons par ((Ci,F,0,Fi),Oi) une [-structure libre

au-dessus de ( C, F ) telle que (Ci)o=Co (le lecteur remarquera que le

«F» est licitel ) . On obtient alors l’analogue du corollaire 2-11, pour

les modèles intuitionnistes de catégories signées de type intuitionniste.
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