CAHIERS DE
TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

ARMANDO MACHADO
Espaces d’ Antoine et pseudo-topologies

Cahiers de topologie et géométrie différentielle catégoriques, tome
14, n° 3 (1973), p. 309-327

<http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1973__14_3_309_0>

© Andrée C. Ehresmann et les auteurs, 1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers de topologie et géométrie
différentielle catégoriques » implique I’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1973__14_3_309_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol.XIV-3
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

ESPACES D'ANTOINE ET PSEUDO-TOPOLOGIES

par Armando MACHADO

0. INTRODUCTION

Si X et X" sont deux espaces topologiques, d'ensembles sous-ja-
cents X et X', on note Hom(X',X) 1'ensemble des applications conti-
nues f:X —> X'. On aimerait pouvoir considérer un espace topologique
canonique Hom( X', X), d'ensemble sous-jacent Hom (X', X), de sorte que
les conditions suivantes soient vérifiées:

A) On a une application continue &:Hom(X', X)XX —= X", ot
E(f, x)=f(x) (application d'évaluation);

B) Si Y est un espace topologique et g:Y —> Hom(X', X) une
application telle que g: Y XX = X' soit continue, ot g(y,x)=g(y)(x),

alors g:Y = Hom( X', X) est continue.

La topologie de Hom(X', X) serait alors en particulier la moins
fine qui vérifie la condition A. Malheureusement ceci n'est pas toujours
possible [1]; on sait le faire lorsque X est localement compact et sé-
paré, en considérant sur Hom( X', X) la topologie de la convergence com-

pacte [2].

Pour pouvoir résoudre ce probléme, on est amené a considérer des
structures plus générales que les topologies, en munissant alors 1'ensemble
Hom (X', X) d'une structure de ce type. La notion d'espace quasi-topolo-

gique a été définie par Kowalsky [ 3] et Fischer [4].

Une structure d'espace quasi-topologique sur l'ensemble X est
définie par la donnée d'un ensemble 77(x) de filtres sur X, pour chaque
x €X, de sorte que les conditions suivantes soient remplies:

QT1) Si x€X et si x° est le filtre des parties A de X telles que

x €A, alors xfem(x);
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2 A. MACHADO

QT2)Si Femr(x) et Gem(x), alors FN\Gem(x);

QT3)Si Femm(x) et GOF, alors Gem(x).
Si Femn(x), on dit que F converge vers x et l'on écrit F—x. Si
X=(X,7) et X'=(X",7’) sont deux espaces quasi-topologiques et si
[:X == X' est une application, on dit que [ est continue de X vers X',

ou que f:X —> X' est continue si
[(F)en'(f(x)) pour tout Fem(x).

Ceci permet de considérer la catégorie 2J dont les objets sont les es-
paces quasi-topologiques et dont les morphismes sont définis par les ap-
plications continues. On voit que la catégorie J des applications conti-
nues peut &tre identifiée A une sous-catégorie pleine de 2T (un espace
topologique (E, T) étant identifié & I'espace quasi-topologique défini par
la donnée des filtres convergents pour T ), de fagon compatible avec les
foncteurs d'oubli vers &na. Il existe des quasi-topologies initiales et
finales, en particulier les produits d'espaces quasi-topologiques et les

quasi-topologies induites.

Si X et X' sont deux espaces quasi-topologiques, il existe un
espace quasi-topologique canonique Hom(X', X) sur Hom(X',X) , en-
semble des applications continues de X vers X'; la quasi-topologie A de
Hom (X', X) est appelée quasi-topologie de la convergence locale [5]

et définie comme suit:

Si F est un filtre sur Hom(X', X) et feHom (X", X), alors FeA(f)
si, et seulement si, £(FXG)=f(x) pour tout filere G sur X tel que

G-x, ot £:Hom(X',X)xX—> X' est I'application d'évaluation.

Si X et X' sont des espaces topologiques tels qu'il existe un es-
pace topologique canonique Hom (X', X), on verra (proposition 1.3) que
Hom (X', X) est aussi l'espace quasi-topologique canonique (ce qui n'est

pas évident a priori).

Si X est un espace quasi-topologique, on dit qu'un ensemble A C X
est ouvert si A €F pour tout filtre F tel que F—x , o x€A. Lesouverts

de X sont les ouverts d'un espace topologique X sur l'ensemble X, dit
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ESPACES D'ANTOINE ET PSEUDO-TOPOLOGIES 3

associé¢ & X. L'application identique 1, :X = X est continue de X vers
X~ et définit X~ comme projection de X vers la sous-catégorie pleine
J de 2J. En particulier X=X" si, et seulement si, X est topologique
et [: X == X" est continue si f:X == X" est continue. Il en résulte
que toute topologie initiale est aussi une quasi-topologie initiale, donc un
produit d'espaces topologiques est aussi un produit dans la catégorie 2J

et toute topologie induite est une quasi-topologie induite.

La preuve des propositions suivantes peut étre trouvée dans [6].

PROPOSITION 0.1. Si X' est ['espace quasi-topologique initial défini par
les espaces quasi-topologiques X et les applications fl: X' ==X}, od
i€l, et si X est un espace quasi-topologique, alors Hom (X', X) est I'es-
pace quasi-topologique initial défini par les espaces quasi-topologiques

Hom (X}, X) et les applications

fi=Hom(fi,1):Hom(X", X) == Hom(X},X), oa fi(f)=[}of.

PROPOSITION 0.2. Si X est l'espace quasi-topologique final défini par
les espaces quasi-topologiques Xl. et les applications f;: X, —>X, oad
iel, si Xzike)lfi(xi) et si X' est un espace quasi-topologique, alors
Hom (X', X) est l'espace quasi-topologique initial défini par les espaces

quasi-topologiques Hom (X', X.) et les applications

A

7.=Hom( 1y, f,): Hom(X', X) == Hom(X', X,), o [,()=fof;.

Peut-on remplacer 9J par une catégorie plus petite, plus précisé-
ment existe-t-il des sous-catégories pleines C de 29, contenant J la ca-
tégorie des espaces topologiques et telles que:

1) Si X est l'espace quasi-topologique initial défini par les espaces
quasi-topologiques X, et les applications f;:X —>=X,, ou i€l, et si
chaque X, est un objet de C, alors X est aussi un objet de C;

2) Si X et X' sont deux objets de C, il existe sur Hom (X", X) un
C-objet canonique Hom (X', X). (La notion de C -objet canonique s'ob-
tient 4 partir des conditions A et B en remplagant «espace topologique »

par «objet de C».)
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4 A. MACHADO

L'objectif de ce travail est 1'étude de deux telles catégories (dif-
férentes de 2T ), a savoir celles dont les objets sont respectivement les
espaces d'Antoine (appelés espaces épitopologiques dans [G]) et les

espaces pseudo-topologiques de Choquet [7].

On peut trouver un résumé plus détaillé des propriétés principales

des espaces quasi-topologiques dans [8]. (*)

1. ESPACES D'ANTOINE

Si X est un ensemble, F un filtre sur X et @a€X, on notera par
X

ouverts sont les parties U de X telles que

F, o l'espace topologique dont I'ensemble sous-jacent est X et dont les

a¢U ou UEF.

Le filtre des voisinages de @ est F(a~ et, si b#a, le filtre des voisina-

ges de b est b%; il en résulte:

PROPOSITION 1.1, Si X est un espace quasi-topologique, F un filtre sur

X et a€X, alors Fga si, et seulement si, 1, . X — X est continu.

F,a

En considérant les espaces topologiques XF'a, on montre que tout
espace topologique est un espace quasi-topologique final pour une famille

d'espaces topologiques. Plus précisément:

PROPOSITION 1.2. Soit X un espace topologique, soit I l'ensemble des
couples (F,a) tels que a€X, F est un filtre sur X et Fi'a. Alors X
est l'espace quasi-topologique final déterminé par les espaces topologiques

XF‘a et les applications identiques 1y:X =X, oua (F,a)el.

Démonstration. Si F—a, alors FMNa®-q et, si b#a, be—'b, de sorte que
1y :XF,a — X est continue. Si X' est un espace quasi-topologique, si
f:X == X' est une application et si [:Xp  —> X' est continue pour
chaque (F,a)el, alots f(F)D /(Fﬁas)—'f(a), ce qui montre que

[: X == X" est continue et finit la démonstration.

* .. .
(") NOTE DE LA REDACTION. Les principaux résultats de cet article ont été ex-
posés par A. Machado a Paris en 1971.
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ESPACES D'ANTOINE ET PSEUDO-TOPOLOGIES 5

Les espaces XF"z servent aussi 4 montrer que la quasi-topologie

d'un C-objet canonique est la quasi-topologie de la convergence locale:

PROPOSITION 1.3, Soit C une sous-catégorie pleine de 2J, contenant la
catégorie J et vérifiant la condition 1 de l'introduction. Si X et X' sont
deux objets de C et s'il existe un C-objet canonique Hom e(X", X) sur
Hom (X', X), alors Hom @( X', X)=Hom (X", X).

Démonstration. Comme 1'application d'évaluation
f:Home(X', X)xX —X'
est continue, on voit que
L om(X". X) :Hom (X', X) —= Hom (X', X)
est continue. Il reste & montrer la continuité de
. \J
L om(X®, ) Hom (X', X)—= Hom (X", X).
Soit donc F un filtre sur Hom(X',X) et feHom (X', X) tels que
E(FXG)x7[(x) pour tout Gyx;
on doit montrer que FWf, ou encore que
. ]
Lyomex®. x): [Hom(X ,X)]F‘/ —>Hom (X', X)
est continue.

Comme [Hom (X', X) ] ; €st un espace topologique, en particu-

lier un objet de €, il nous suffit de montrer la continuité de
£ [Hom(X',X)]F /XX —X'.

Or, si Gs(*x, on a

E((FNf®)XG)=E(FXG)N(G)%7f(x)
et, pour g#f,

$(g®%G)=g(G)x7g(x),

d'ol le résultat.
DEFINITION 1.4. On dit qu'un espace quasi-topologique X est un espace

d'Antoine s'il est 1'espace quasi-topologique initial déterminé par une

famille d'espaces quasi-topologiques Hom(X},X.) et une famille d'ap-
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6 A. MACHADO

plications f;:X —>Hom (X}, X.), ou chaque X] et chaque Xl. est un

espace topologique.

Le théoréme de transitivité des structures initiales entraine:

PROPOSITION 1.5. §7 les X]., o2 j€], sont des espaces d'Antoine et si
X est [l'espace quasi-topologique initial défini par les applications

g X — X]., alors X est un espace d'Antoine.

PROPOSITION 1.6. Si X est un espace topologique, alors X est un es-

pace d'Antoine.

Démonstration. Soit { @} un espace réduit & un point, avec la seule topo-
logie possible. On a un homéomorphisme A:Hom(X, {a})—=X,6 défini
par M(f)=f(a), ce qui entraine que X est l'espace quasi-topologique
initial défini par X7 et Hom(X, {a}).

La démonstration du lemme suivant peut étre trouvée dans [5]:

LEMME 1.7. Si X, Y et Z sont trois espaces quasi-topologiques,il existe

un homéomorphisme
6:Hom(Hom(Z,Y), X)— Hom(Z,Y XX)
défini par O(f)(y,x)=f(x)(y).

PROPOSITION 1.8. Si Y est un espace d'Antoine et si X est un espace

quasi-topologique, alors Hom(Y,X) est un espace d'Antoine.

Démonstration. X est l'espace quasi-topologique final déterminé par une
famille d'espaces topologiques XZ., ou Z€l, et une famille d'applications
f;:X;=> X telles que X:iLe)I/i(Xi) (voir 1.2); Hom(Y,X) est donc
(voir 0.2) I'espace quasi-topologique initial déterminé par les Hom(Y, X_)
et les f;.-Hom(Y, X)—> Hom(Y, Xi); compte tenu de 1.5, il nous suffit
de démontrer le résultat quand X est un espace topologique.

Comme Y est l'espace quasi-topologique initial déterminé par une famille
d'espaces Hom(Y]'., Y].) et une famille d'applications & 2Y —-—
->Hom(Y]'., Y].), ot €] et ou les espaces Y]. et Y]'. sont topologiques,

Hom (Y, X) est1'espace quasi-topologique initial déterminé par les espa-
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ESPACES D'ANTOINE ET PSEUDO-TOPOLOGIES 7

ces Hom(Hom(YI'., Y].), X) et les applications
'g\].:Hom(Y,X)—>Hom(Hom(Y;,Yl-).X)

(voir 0.1). Il suffit donc de montrer qu'un espace Hom(Hom(C,B),A)
est d'Antoine lorsque A, B et C sont des espaces topologiques; ceci

résulte de 1.7.

On note (nt la sous-catégorie pleine de 92T dont les objets sont
les espaces d'Antoine. Compte tenu des résultats précédents, (nt contient
la catégorie J des espaces topologiques et vérifie les conditions 1 et 2 de
l'introduction. D'aprés 1.3, (nt est en fait la plus petite sous-catégorie

pleine de 2J vérifiant ces conditions.

2. L'ESPACE DES OUVERTS

Soit @ I'espace topologique dont l'ensemble sous-jacent est
{0,1} et dont les ouverts sont @, {1}, {0,1}. Tous les filtres sur

Q convergent vers 0 et le seul filtre propre sur Q qui converge vers I

est 15,

Si X est un espace quasi-topologique et si @ CX est un ouvert de

X, on a une application continue w:X—> Q:

0, si xé¢w

1, si x€w.

En effet, si Fgx, on a

. A .
—soit xdw et W(F)=g0 (comme tout filtre),

. . - A A
—soit x€w et alors w€F, ce qui entrafne W(F)D 1%, donc W(F)~1.

, . . . . . Y -
Réciproquement, si f:X —> () est une application continue, f=f"({1})
est un ouvert de X, car {1} est un ouvert de . On voit facilement que
A v .

les correspondances W ~—w et f~—>[ sont inverses |'une de 1'autre.

Dans la suite, on note souvent par la méme lettre un ouvert et 1'application
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8 A. MACHADO

continue associée. Ces considérations sont dues & Antoine [9], ainsi

que les résultats suivants jusqu'a la proposition 2.3.

DEFINITION 2.1, Si X est un espace quasi-topologique, on appelle espace

des ouverts de X 1'espace quasi-topologique @ X=Hom(Q, X).

Remarquons que ) X est toujours un espace d'Antoine, car 0 est un espa-
ce topologique (1.8). Si X et Y sont deux espaces quasi-topologiques et
si f:X —= Y estune application continue, on leur associe une application
continue Qf:QY —> Q X, définie par @ ~— (:)\of, ou en termes d'ou-

verts, définie par w ~—>f-1 (w). Réciproquement:

PROPOSITION 2.2, Soit X un espace quasi-topologique, Y un espace d’'An-
toine et [:X —>Y une application telle que:

a)Si w est un ouvert dans Y, /—1 (w) est ouvert dans X ;

b) L'application QY —~ Q X définie par w~—>/_1 (w) est continue.

Alors f:X —=Y est une application continue.

Démonstration. Elle est identique a celle du théoréme 1.5de [9].

Si X est un espace quasi-topologique, on définit 1'application conti-
g ’

nue
a:X—=>0QQX=Hom(Q,Hom(Q,X)),
par a(x)(®)=0&(x), associée a l'application continue
p:XXHom(Q, X)—=Q, ot p(x,@)=o(x).

En termes d'ouverts, a(x) est I'ensemble W des ouverts w de X tels que
) q

x EW.

Comme corollaire de la proposition 2.2, on a:

PROPOSITION 2.3. Si X est un espace quasi-topologique, alors X est
espace d'Antoine si, et seulement si, X est l'espace quasi-topologique

initial déterminé par QQ X et par a: X —= QQX.

Démonstration. La condition suffisante résulte de 1.5 et du fait que QQX

est toujours un espace d'Antoine. Supposons que X est un espace d'An-
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ESPACES D'ANTOINE ET PSEUDO-TOPOLOGIES 9

toine. Si Z est un espace quasi-topologique et si f:Z —> X est une
application telle que aof:Z —= QQX soit continue, on a l'application

continue associée
IXQX —= Q, ot (z,8)~—=alf(2))(@)=8({(z)),

qui, en termes d'ouverts, fait correspondre & un ouvert w de X l'ouvert

f(w) de Z. La continuité de f:Z —=X résulte alors de 2.2.

En appliquant la proposition précédente, on va trouver des con-
ditions (portant sur les filtres convergents ) pour qu'un espace quasi-topo-

logique X soit un espace d'Antoine.

Si X est un espace quasi-topologique et si AC X, on note A°

I'ensemble des ouverts @ de X tels que ACw.

LEMME 2.4. Si X est un espace quasi-topologique, si F est un filtre sur
QX et si wellX, alors Fgx @ si, et seulement si, pour tout x €w et

tout G g x, il existe A€G tel que A°€F.

Démonstration. Par la définition explicite de la quasi-topologie de la con-
vergence locale de 2 X=Hom({,X), ona Fgy® si, et seulement si,

pour tout x €X, et tout G)-(*x, on a
E(FXG)gw(x), ot £:QXXX—=Q

est l'application d'évaluation. Comme tout filtre sur {} converge vers 0,
la condition précédente est toujours vérifiée si x fw. On est donc ramené
a la condition £(FXG)D 1% pour tout x €w et tout G X%, c'est-a-dire
qu'il existe BEF et A€G tels que £(BXA)C {1}. La condition
E(BxA)c {1} équivaut a dire que, si w'€B et x' €A, alors x'€w’,
ou encore que, si w'€B, alors AC w’; ceci signifie BC A°. Ay total
Fﬁ'i'w si, et seulement si, pour tout x €w et tout G)?x, il existe A€G

tel que A° €F.

A
LEMME 2.5. Soit X un espace quasi-topologique et X ['espace quasi-to-
pologique initial déterminé par QQX et par I'application o:X —> QQX.

Si H est un filtre sur X et a€X, alors H za si, et seulement si:

X
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10 A. MACHADO

(A) Quels que soient l'ouvert w de X et le filtre F sur QX tels
que a€w et que, pour tout Gy x et tout x €w, il existe B€G vérifiant

B° €F, alors il existe A€H tel que A° €F .

Démonstration. Compte tenu de la construction explicite de la quasi-topo~

logie initiale,
Hs?a si, et seulement si, a(H)ggyala),

ce qui, vu le lemme précédent, est équivalent & la condition (A) avec
«il existe A€H tel que A° €F » remplacé par «il existe C€F tel que
C°€ea(H)». Si A° €F pour un certain A €H, on peut prendre C=A° et
I'on voit que C°Da(A); en effet, si Wea(A), il existe y €A tel que
W=a(y), donc WD A°=C, c'est-a-dire WeC°; il s'ensuit C°€a(H).
Réciproquement, si C°cal(H) pour un CEF, on a C°D a(A) pour un
certain A €H et l'on obtient A°D C; en effet, si weC, af(x)eC® pour
tout x€A, a(x)D C pour tout x €A, donc wealx) pour tout x €4,
c'est-a-dire x €w pour tout x €A, ou encore ACw, w€A®. Il s'ensuit

que A° €F, ce qui termine la démonstration.

PROPOSITION 2.6. Un espace quasi-topologique X est un espace d'An-
toine si, et seulement si, quel que soit le couple (H, a), formé d'un filtre
H sur X et d'un point a€X, vérifiant la condition ( A) du lemme précé-

dent, on a Hi'a.

Démonstration. Comme l'application canonique a:X = (QQX est tou-
jours continue, on en déduit que I, :X —>’)E est aussiAcontinue. Dire
que X est un espace d'Antoine équivaut a dire que X=X (2.3), c'est-
a-dire que I, :X ==X est continue. La proposition résulte donc du

lemme précédent.
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ESPACES D'ANTOINE ET PSEUDO-TOPOLOGIES 11

3. ESPACES PSEUDO-TOPOLOGIQUES

Les espaces pseudo-topologiques ont été définis par Choquet
dans [7] bien avant que les espaces quasi-topologiques soient définis.
On donne ici de ces espaces une définition équivalente qui conduit a les
considérer comme des espaces quasi-topologiques vérifiant une condition

supplémentaire.

Si X est un espace quasi-topologique, on dit qu'un filtre F sur

X admet une sous-limite a€X s'il existe un filtre propre G sur X tel que

GDOF et G)-(-*a,

ou, de fagon équivalente, s'il existe un ultrafiltre H sur X, tel que

HDF et H)?a

(tout filtre propre est contenu dans un ultrafiltre ). Si H est un' ultrafiltre,

a est sous-limite de H si, et seulement si, H xa-

PROPOSITION 3.1. Si X est un espace quasi-topologique, les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes:
(a) Si F){'a (+ signifie «ne converge pasy), il existe un filtre
propre G tel que GO F et que G n'admette pas a pour sous-limite.
(B) Si F){*a, il existe un ultrafiltre H tel que HDF et H)f'a.

DEFINITION 3.2. Un espace pseudo-topologique est un espace quasi-topo-
logique X vérifiant les conditions (a) et () de la proposition précé-

dente.

REMARQUE 3.3. Soit X un ensemble et soit U(x), pour chaque x€X,
un ensemble d'ultrafiltres sur X, tel que x€U(x). Il existe alors un et
un seul espace pseudo-topologique X tel que U(x) soit I'ensemble des
ultrafiltres qui convergent vers x. Si F est un filtre sur X, on a F g«
si, et seulement si, Hel(x) quel que soit l'ultrafiltre H contenant F.
En effet, s'il existe un tel espace pseudo-topologique, la condition (53) et

I'axiome QT 3 garantissent que les filtres qui convergent vers x sont
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12 A. MACHADO

bien ceux qui vérifient la condition énoncée. Dans tous les cas, si l'on
définit les filtres qui convergent vers x par la condition énoncée, les
ulerafiltres qui convergent vers x sont les éléments de U(x) et les axi-
omes QT 1 et QT 3 sont évidemment vérifiés; l'axiome QT 2 résulte du
fait qu'un ultrafiltre qui contient l'intersection de deux filtres, contient
I'un deux, et la condition () est immédiate. C'est d'ailleurs par la don-
née des ultrafiltres convergents vers chaque point que Choquet a défini

les espaces pseudo-topologiques.

On dit qu'un espace quasi-topologique X est semi-topologique
si, pour chaque x €X, il existe un filtre minimum @x qui converge vers

de

x ou, ce qui est équivalent, si quelle que soit la famille (Fi)z'él

de filtres convergents vers x, le filtre z'QI F, converge vers x.
Tout espace topologique est semi-topologique, le filtre @x étant

le filtre des voisinages de x.

PROPOSITION 3.4. Si X est un espace semi-topologique, X est aussi

un espace pseudo-topologique.
Démonstration. Si F est un filtre sur X tel que H g°x pour tout ultrafiltre

H contenant F, on en déduit que F g’x, car F est l'intersection de tous

ces ultrafiltres.
COROLLAIRE 3.5. Tout espace topologique est pseudo-topologique.

PROPOSITION 3.6, Soit l'ensemble ], les espaces pseudo-topologiques
X]., l'ensemble X et les applications fj,'X —P-X].. Si X estl'espace
quasi-topologique initial sur X, alors X est un espace pseudo-topologique.

Démonstration, Soit F un filtre sur X tel que F)*("x. Vu la caractérisation
explicite de la quasi-topologie initiale, il existe j€] tel que le filtre
fi(F)%—"fj(x), ce qui entraine, XJ. étant pseudo-topologique, 1'existence

]
d'un ultrafilere G]. sur X]. tel que
G}]/](F) et G]'X]-/I(x)'

-1
Soit G le filtre sur X qui admet pour base les A(\f].(A].), ou AE€F
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et AJ. eG]. ; c'est un filtre propre, car
/].(A)ﬂAj GG]. , donc /j(A)ﬂAl.?f¢.
On a GDF et on va voir que x n'est pas sous-limite de G. En effet,

si HD G est un filtre propre, l'inclusion f]-(H)D fj(G)D G]- entraine
f].(H)=G]., d'olx

f].(H)-x{;'f].(x) et  Hgx.
PROPOSITION 3.7. Si X est un espace quasi-topologique et Y un espace
pseudo-topologique, Hom(Y, X) est un espace pseudo-topologique.

Démonstration. Notons A la quasi-topologie de la convergence locale de
Hom(Y,X) et £:Hom(Y,X)XX =Y l'application d'évaluation. Soit
feHom(Y,X) et F un filtre sur Hom (Y, X), tel que Ff/’; on veut mon-
trer 1'existence d'un ultrafiltre F' sur Hom(Y, X), tel que
F'DF F'f.
) et 3!
Soit Gg'x tel que £(FXG)§[(x). Comme Y est pseudo-topologique,
il existe un ultrafiltre H sur Y tel que
HDE(FXG) et H’Y/’f(x).
Si AcF, BeG et CeH, posons
Ag c={geA | g(B)NC#g};
AB ¢ estnon vide, car E(AXB)NC eH , donc f(AXB)ﬁC#;é. D'autre
part,
Ag,cMAp: ¢ D (ADA ) gnpe) (cNc) -
Ceci montre que les ensembles Ap ~ constituent une base d'un filtre pro-
pre F” sur Hom(Y,X). Soit F' un ultrafiltre sur Hom(Y,X) tel que
F'DF". Ona F'DF, car F"DF, et l'on va montrer que F'i/ ce qui
finira la démonstration.

En effet, supposons que F';\’f. Alors
E(F'XG)gf(x), donc HPE(F'XG),
ce qui entraine l'existence de A'€F’' et BeG, tels que £(A'XB)¢H.

Comme H est un ultrafiltre, C=Y —&£(A’XB) appartient & H . Choisis-
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14 A. MACHADO

sant A €F (par exemple A=Hom(Y,X)), ona Ag ~€F"CF' et l'on
prouve que A'MAp =&, car, si ge€A’, g(B)C&(A'XB), d'on
g(BINC=g, c'est-a-dire g¢Ag . Il en résulterait FeF', ce qui est

absurde, F' étant un filtre propre.

Les résultats qu'on vient d'obtenir montrent que la sous-catégorie
pleine PT de 1a catégorie fo, dont les objets sont les espaces pseudo-
topologiques, contient la catégorie J des espaces topologiques, et véri-
fie les conditions 1 et 2 énoncées dans 1'introduction. Comme on a déja
vu que (@nt était la plus petite sous-catégorie pleine de 2T vérifiant ces

conditions, on en déduit que (ntC PT |, ' est-a-dire:

PROPOSITION 3.8. Tout espace d'Antoine est un espace pseudo-topolo-

gique.

On peut se demander si réciproquement tout espace pseudo-topo-
logique est un espace d'Antoine. La réponse est négative, comme le mon-
tre l'exemple suivant; mais on verra dans le paragraphe suivant que la

réciproque est vraie pour les espaces séparés.

EXEMPLE 3.9. Soit N I'espace semi-topologique dont 1'ensemble sous-
jacent est l'ensemble des entiers naturels et tel que @n , pour chaque

n €N, est le filtre de toutes les parties de N qui contiennent !'ensemble
An_H:{mEN | 1 mgn+1},

N étant semi-topologique, c'est en particulier un espace pseudo-topologi-
que.On va voir que N n'est pas un espace d'Antoine. Si @ est un ouvert
de N et si new, le fait que @n—'n entraine que wé@ﬂ, c'est-a-dire
A ,;Cw, en particulier n+1€w; par induction on déduit que w=N.
L'espace des ouverts {IN a donc deux éléments, & et N. L'application
canonique a:N —~QQN applique n sur l'ensemble des ouverts qui
contiennent 7, c'est-a-dire sur { N }; c'est donc une application cons-
tante. La quasi-topologie initiale sur N définie par a est donc celle ol
tous les filtres convergent vers tous les points; elle est différente de la

quasi-topologie considérée. Il suffit alors de tenir compte de 2.3.
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On peut aussi se demander si tout espace quasi-topologique est

pseudo-topologique. La réponse est aussi négative:

EXEMPLE 3.10. Soit R? I'espace des couples de nombres réels muni de
sa topologie canonique et notons aussi R? l'ensemble sous-jacent. Si
x €R?, notons @x le filtre des voisinages de x dans R?; notons U le
filtre des voisinages de 0 dans R.

Soit E 1'espace quasi-topologique dont 1'ensemble sous-jacent est
R? , dont les filtres qui convergent vers un point a#0=(0,0) sont ceux
qui convergent vers a dans R? et dont les filtres qui convergent vers
0=(0,0) sont ceux qui contiennent une intersection finie de filtres du
type 00, , ot %0, en désignant par U0, le filtre image du filre OX T
sur RXR? par 1'application A RxR? — R? «multiplication par les
scalaires».

On va montrer que E n'est pas un espace pseudo-topologique.

Le filtre @0 ne converge pas vers 0 dans E: en effet, si l'on avait
0,2 0T, N...ADD, |,

on pourrait choisir une droite r passant par 0 et ne passant par aucun

des points a, et choisir Aieaa' tel que Ainr=,@; on aurait

RAU..URA €00, N..AD0, et RA;U..UR4A, ¢0,,

n
ce qui est absurde. On va voir que, si F est un ultrafiltre tel que FD @0,

alors F—E’O, ce qui montrera que E n'est pas pseudo-topologique.Nous
pouvons déja supposer que F#0°% ce qui entraine que F/ RZ2-{o)}est
un ultrafiltre sur R — {0 }. Soit

s={xeR?| xy=11}
la sphére unité de R?; on a 1'application

ERP-{0}—S, od &(x)= %

i’
d'ot un ultrafiltre f(F/RZ_{o }) sur $. Puisque §, avec la topologie

induite par celle de RZ, est un espace compact, il existe a2 €S tel que
E(F/R2-{o})a.
On en déduit facilement que FD @@a ,car FD 00'
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16 A. MACHADO

Remarquons que des espaces quasi-topologiques du type de celui qu'on

vient d'étudier, donc «non pseudo-topologiques», ont été employés dans

[(8].

4. ESPACES SEPARES

Un espace quasi-topologique X est dit séparé si l'une des trois
conditions équivalentes suivantes est vérifiée:
I. Si F est un filtre propre sur X tel que F gx et F gy, alors
X = y,
I.Six#y,si Fgx et Ggy, alors il existe A€F et BeG tels
que ANB=4;
III. La diagonale AXZ{(x,y)eXXX [ x=y} est fermée dans
XXX.

Rappelons que, si X est un espace quasi-topologique, on note
X Il'espace quasi-topologique initial déterminé par QQ X et par l'ap-

plication canonique a:X —QQX.

Si X est un espace séparé, on va trouver des conditions plus
simples que la condition A de 2.5 pour qu'un filtre converge dans X. Si
AC X, on note encore A° I'ensemble des ouverts w de X tels que
wD A. 1l est immédiat que, si AC B, alors A°D B°. Pour les espaces

séparés la réciproque est également vraie.

LEMME 4.1. Si X est un espace quasi-topologique séparé, si AC X et
BC X sont tels que A° D B°, alors ACB.

Démonstration. Si x¢B, on voit que {x} est un fermé, donc X —{x }

est un ouvert et l'on a

BCX—{x}, X—{x}eB“, X—{x}EA", X—{x}jA, x ¢A .

LEMME 4.2. Si X est un espace quasi-topologique séparé, si H est un
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filtre sur X et si a€X, alors H§a si, et seulement si, la condition ( B)
est vérifiée:
(B) Quels que soient l'ouvert w de X avec a€w et la famille

(AG,x)xew G telle que A. . €G, il existe (G;,xy),...,(G ,x )
tels que AGI' XIU...UAG x €H.

n’'n
DEMONSTRATION. On doit voir que la condition (B) est équivalente 2
la condition (A) de 2.5:

1o (A)—>(B): Si w est un ouvert de X, avec a€w, et sila

famille (A; ) est telle que A;  €G, soit F le filtre sur

x €Ew, G—=x
X qui admet pour base les

(AGI' xIU"'UAG xn)“ = AOGI' xlm...on

’ G ,x
n n n
D'aprés la condition (A), il existe A€H tel que A°€F, c'est-a-dire

il existe (G;,x;),....(G_,x ) tels que

A°D (A U...UA )°;
GI' xq Gn’ %,
ceci entraine, vu le lemme précédent, ACA;  U...UA

U...UA; ., €H.

20 (B):}(A): Si w est un ouvert de X et F un filtre sur X

tels que a€w et que, pour tout x €w et tout G—x, il existe AG'XGG

G x donC
n' "n

Gz xq

vérifiant Ag . €F, la condition (B) entraine l'existence de la famille

(Gl,xl),...,(Gn,xn), telle que AG U UA xneH, et l'on a

U.UA, ) =4z  N.NAL  €F.

n’ "n *1 n' “n

(A
Gp %1

PROPOSITION 4.3. Si X est un espace quasi-topologique séparé, si H
est un filtre sur X et si a€X, alors H?a si, et seulement si, la condition
(C) est vérifiée:

(C) Quelle que soit la famille (Ag) ., telle que Ac €G, il existe
GI""’Gn tels que AGIU...UAGn €H .

DEMONSTRATION. On va voir que la condition (C) est équivalente 4 la
condition (B) du lemme précédent. Il est trivial que (C) ==(B). Sup-

posons donc (B) vérifiée et soit (AG ) G4 une famille, telle que AG €G.
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18 A. MACHADO

Montrons d'abord que, si x#a et Fgx, il existe A€F et BeH
tels que BMNA=g . Pour chaque y€X - {x} et pour chaque EF'Ry, on
peut choisir By' pr €F et B;'. pr €F' tels que By’ F.nB;' =2 . Com-
me X— {x} estun ouvert et a€X - {x}, la condition (B) garantit 1'exis-

tence de Figy;,...,F gy, tels que B :B;’I' F.IU...UB;nI F! €H ; alors

A=B A . =
v Flﬂ ﬂByn’ F: €F et BNA=&,
comme on voulait.
Pour chaque couple (F,x) tel que x#a et Fyx, il existe des
ensembles Ap €F et Bp €H tels que Ap MNBp =g si Gya,

prenons AG a =A . Compte tenu de (B), il existe

Grma, ., 6,7a,G a0 G 7R,

tels que x; #a et que

A=dg U.UAgUA; LU eH .

nt1¥1 Cnth %4
On obtient

ﬁ...ﬂBG

I

A. U...UA DAmB
Gy G, G, +1 %1 nt+k’ *k

d'ou AGIU"'UAG €H | ce qui vérifie la condition (C).
n

COROLLAIRE 4.4. i X est un espace quasi-topologique séparé, alors X
est un espace d'Antoine si, et seulement si, quel que soit le couple (H, a)

vérifiant la condition (C) de la proposition précédente, on a Hya.

DEMONSTRATION. Il suffit de se rappeler ( voir la preuve de 2.6) que X
A

est un espace d'Antoine si, et seulement si, I :X —>X est continue.

PROPOSITION 4.5. Si X est un espace quasi-topologique séparé, X est

un espace d'Antoine si, et seulement si, X est pseudo-topologique.

DEMONSTRATION. On a déja montré (3.8) que tout espace d'Antoine
(mé&me non séparé) est un espace pseudo-topologique. Supposons donc que
X est un espace pseudo-topologique séparé. Soit (H, a) un couple formé
d'un filtre H sur X et d'un point @ €X, vérifiant la condition (C) de la
proposition 4.3. Soit F un ultrafiltre sur X tel que FOH. Si F ne con-

verge pas vers a dans X, pour tout Gga on a FP G, et il existe donc
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A; €G tel que A, ¢F; il s'ensuit, F étant un ultrafiltre, X ~A_€F.

D'aprés la condition (C), il existe G;,...,G, tels que

I

AGIU...UAG eHC F,

n
on en déduit que

g = (AGIU...UAGn )ﬂ(X—AGI )ﬂ...ﬂ(X—AGn)eF,

ce qui est absurde. Ceci prouve que, si F est un ultrafiltre et si FOH,
Fyga. Comme X est un espace pseudo-topologique, on voit que Hya,

ce qui termine la démonstration.
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